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SDR  US  GOORBONNÉBS  DES  POINTS  BT  DBS  DROITES 
DANS  LE  PLAN>  DBS  POINTS  BT  DBS  PLANS  DANS 

L'ESPACE  (*): 

Pa&  m.  gasorati, 

Professeur  à  rUniversité  de  Pavie. 


(TradoctioD  de  ritalien  par  un  Abonné.) 


Pour  exposer  les  fondements  de  la  Géométrie  analy- 
tique du  plan,  en  considérant  simultanément  comme 
élément  générateur  de  la  figure  le  point  et  la  droite, 
quelques  auteurs  prennent  tout  d'abord  comme  coor- 
données de  la  droite  les  deux  coordonnées  plûckériennes 
et  les  emploient  en  même  temps  que  les  coordonnées 
cartésiennes,  dont  ils  veulent  naturellement  se  servir 
avant  de  parler  des  coordonnées  homogènes.  Ces  deux 
systèmes  de  coordonnées  ne  donnent  pas  toujours  des 
formules  correspondantes  de  même  nature  analytique, 
et  Ton  en  conclut  que  les  coordonnées  cartésiennes  ne 


(*)  Cette  étnde  a  été  inspirée  par  la  lecture  de  l'opinion  émise  h  la 
page  6i  des  VorUtun^n  û^er  Géométrie  von  A.  Glebsgh;  bearbeitel 
ond  herausgegeben  von  D*  F.  Lindemann,  1875-1876. 
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(6) 
peuvent  se  concilier  entièrement  avec  le  principe  de  la 
dualité.  Il  me  semble  que  cette  conclusion  n'est  pas  licite 
et  que  le  fait  qui  y  donne  lieu  ne  prouve  qu'une  chose, 
c'est  que  les  coordonnées  plûckériennes  ne  sont  pas  en 
corrélation  parfaite  avec  les  coordonnées  cartésiennes* 

Il  me  semble  très-facile  de  transformer  géométrique- 
ment, suivant  la  loi  de  la  dualité,  la  conception  ordi- 
naire des  coordonnées  cartésiennes  en  un  système  de 
coordonnées  pour  la  droite,  qui  est  préférable  au  système 
plûckéricn. 

Les  élèves  trouveront  sans  doute  quelque  intérêt  à 
cette  Note,  où  je  considère  aussi  les  coordonnées  homo- 
gènes pour  les  points  et  les  droites  dans  le  plan  et  pour 
les  points  et  les  plans  dans  l'espace;  car  les  idées  qui 
conduisent  du  système  cartésien  au  système  corrélatif 
que  nous  avons  en  vue  s'appliquent  aussi  à  ces  coor- 
données et  avec  une  égale  simplicité. 

§  I.  —  Coordonnées  du  point  et  de  la  droite 
dans  le  plan, 

1.  Considérons  d'abord  les  éléments,  points  et  droites, 
du  plan.  Les  coordonnées  du  point  (cartésiennes  ou  ho- 
mogènes) sont  des  nombres  propres  à  déterminer  les 
droites  parallèles  aux  droites  fondamentales  (axes  des 
coordonnées  cartésiennes  ou  côtés  du  triangle  fonda- 
mental) qui  déterminent  le  point,  leur  élément  com- 
mun. 

'  Nous  dirons  donc  que  les  coordonnées  de  la  droite 
sont  des  nombres  propres  à  déterminer  des  points  qui, 
à  leur  tour,  déterminent  la  droite,  leur  élément  com- 
mun; ces  points  étant,  par  rapport  aux  points  fonda- 
mentaux, dans  la  relation  corrélative  au  parallélisme 
entre  les  droites. 
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2.  Deux  droites  sont  dites  parallèles  quand  leur  élé- 
ment, ou  point  commun,  appartient  à  une  droite  t  fixée 
d*une  manière  particulière  (la  droite  à  l'infini )•  Deux 
points  seront  donc  entre  eux  dans  la  relation  corrélative 
au  parallélisme  quand  leur  élément  commun,  c'est-a- 
dire  la  droite  qui  les  joint,  passe  par  un  point  e  fixé 
d'une  manière  particulière.  Nous  pourrons  exprimer 
cette  relation  en  disant  que  les  points  sont  alignés 
sur  e. 


3.  Par  suite,  en  laissant  de  côté,  pour  le  moment,  le 
cas  des  deux  coordonnées,  et  en  ne  considérant  que 
celui  de  trois  coordonnées,  «i,  a,,  a^  étant  les  droites 
fondamentales,  et  a,,  a,,  a^  les  points  fondamentaux, 
nous  dirons  que  : 


Les  coordonnées  d  *un  point  x 
[fie'  i)  sont  les  trois  nombres 
Fig,  I. 


Les  coordonnées  d 'une  droite 
Ç  (Jig.  2  )  sont  les  trois  nombres 

Fig.  a. 


propres  à  déterminer  les  droites 
i'fl'^y  V  qni  passent  par  x  et 
qui  sont  parallèles  aax  droites 
«I»  «39  «3  (c'est-à-dire  telles 
que  les  points  a,  S',  a,  4^,  a,  Ç*^ 
soient  sur  la  droite  a). 

On  pourra  nommer  Ç',  }!^^ 
du  point  or,  et  «',  z"^  z"'  les 
droite  ^. 


propres  à  déterminer  les  points 
»',  *",  z*  qui  appartiennent  à  Ç 
et  qui  sont  alignés  avec  « „  a^^ 
ûi  (c'est-à-dire  lels  que  les 
droites  a,  z\  a^  z",  a^  z"  pas- 
sent par  le  point  «]• 

^  les  éléments  coordonnés 
éléments  coordonnés  de  la 
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4.  Les  définitions  qne  nons  Tenons  de  donner  ne  sont 
pas  encore  complètes;  nous  les  complëtennis  an  mojen 
de  qnelqnes  déterminations  particulières  «sonTeoablcment 
choisies.  Dans  ces  définitions  figurent  quatre  droites  fixes 
quand  il  s^agit  des  coordonnées  des  points,  et  cpsatre 
points  fixes  pour  les  coordonnées  des  droites.  Les  quatre 
éléments  d'une  espèce  étant  fixés  arbitrairement,  on  peut 
encore  fixer  arbitrairement  les  quatre  éléments  de  Tautre 
espèce  {*).  Mais,  afin  d*obtenir  la  pins  grande  simpli- 
cité possible  pour  traiter  simultanément  les  questions  au 
mojen  des  coordonnées  de  Tune  et  de  l'antre  espèce,  il 
est  utile  de  disposer  conTenablement  les  éléments  d'une 
espèce  par  rapport  i  ceux  de  l'autre.  Dans  ce  but,  nons 
ferons  coïncider  le  triangle  ai  a,  a^  avec  le   trilatère 
Xfa^a^^  et  nous  ferons  passer  le  point  e  à  l'infini  dans 
nue  direction  fixée  d'une  manière  quelconque,  sur  la- 
quelle il  est  important  de  distinguer  les  deux  sens,  que 
nous  désignerons  par  +  e  et  —  e  ;  la  droite  e  est  aussi  à 
l'infini* 

Cela  posé,  nos  définitions  seront  complètes  en  di- 
sant : 

Les  coordonnées  sont  les  mesures,  prises  toutes  sur 
une  même  direction  e,  de  ce  que  nous  nommerons  les 
intervalles  entre  chaque  élément  coordonné  et  l'élé- 
ment fondamental  correspondant  (droite  parallèle 
ou  point  aligné),  en  tenant  compte  du  signe  positif 
quand  le  passage  fini  de  l'élément  fondamental  à 
^élément  coordonné  se  fera  dans  le  sens  -H  e  pour 


(  •  )  Ici,  il  est  Trai,  une  des  droites  e  a  été  placée  à  l'aTaDce  à  rinani 
Mais  si,  ao  lieo  do  parallélisme,  on  s'inspirait  de  la  condition  plus  géné- 
rale de  faire  couper  les  élémenU  coordonnés  {';  (',  Ç*  et  les  élémenU 
fondamenUoi  y  relatifs  a,,  «„  a,  snr  une  droite  fixée  arbitrairement, 
les  définitions  précédentes  pourraient  être  conservées  sans  changement, 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  des  formules  qui  en  découlent. 
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les  points,  —  e  pour  les  droites,  et  du  signe  négatij 
dans  les  cas  contraires. 

En  ^conservant  la  direction  commune  des  mesures  et 
la  distinction  entre  les  sens  positif  et  négatif,  nous 
pourrons  dire  encore  que  : 


Les  coordonnées  du  point  x 
sont  les  mesures  des  intervalles 
entre  x  et  les  points  «',  x'\  x^ 
alignés  avec  x  et  qui  appar- 
tiennent aux  droites  fonda- 
mentales (fig.  3j. 


Les  coordonnées  de  la  droite 
^  sont  les  mesures  des  inter- 
valles entre  C  et  les  droites  C\ 
^'\  ;•'  parallèles  à  C  et  tracées 
par  les  points  fondamentaux 

Ifig'  4). 

Fig. 


Dans  les  figures  ci-dessus,  les  coordonnées  sont  toutes 
positives  pour  le  point  x  et  pour  la  droite  1^. 

Nous  emploierons,  pour  désigner  les  coordonnées  d'un 
point  ou  d*une  droite,  le  symbole  même  du  point  ou  de 
la  droite  accompagné  des  indices  i,  a,  3,  toutes  les  fois 
que  cela  ne  sera  pas  incommode.  Pour  le  point  x  et 
pour  la  droite  î[  des  figures  précédentes,  nous  écrirons 


Xi=-f-XX,        Ç,  : 
Xa  ~  -+-  j:".r,      Ç,  : 


£1,2, 


et  pc/  désignera  la  mesure  absolue  de  Tintervalie  entre 
p  et  ç. 
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5,  Tout  point  fondamental  a  deux  coordonnées  égales 
à  zéro,  et  la  troisième  égale  à  une  des  hauteurs  du  tri- 
angle fondamental  prises.dans  la  direction  e{fig.  5).  La 


Fig.  5. 


+« 


même  remarque  est  vraie  pour  chacunç  des  droites  fon- 
damentales. Désignons  ces  trois  hauteurs  avec  les  signes 
qui  leur  appartiennent  comme  coordonnées  des  sommets, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  coordonnées  des 
côtés,  par  /i^,  /i^,  A,;  nous  aurons  les  tableaux  sui- 
vants (*)  : 

Coordonnées  des  droites 


(>) 


Dans  le  cas  de  la^gf.  5,  on  aura 

/i,  =  —  6,  tf  „     hi^=-h  Ifi  ûj,     /13  =  —  ^3  «,. 


«I. 

«,. 

«• 

A., 

0, 

0, 

0, 

f»u 

0, 

0, 

0, 

//, 

(  *)  Ces  tableaux  paraissent  identiques.  Mais,  pour  une  position  quel- 
conque du  triangle  par  rapport  au  trilatère,  l'un  ne  coïnciderait  avec 
l'autre  qu'après  une  rotation  autour  de  la  diagonale,  comme  on  le  Toit 

ci-dessous  : 

a,,     a^.     ttt. 

^11     *«     ^«i 

^ij     ^11     ^«t 

*!•     *M     ^M 

Mêmes  observations  pour  les  tableaux  suivants,  (3),  etc. 
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6.  Les  figures  qui  précèdent  donnent  aussi  immédia- 
tement les  tableaux  suivants  pour  les  coordonnées  des 
éléments  coordonnés  du  point  x  et  de  la  droite  ^. 


Coordonnées  des  droites 

V-       v^        r. 

.(2)  j       —  x„  //,— x„         — •j:', 


Coordonnées  des  points 

^1 —  Çi»         —  Cl»         —  C», 


7.  Nous  avons  fixé  non-seulement  les  rapports,  mais 
les  grandeurs  effectives  des  trois  coordonnées  d^un  élé- 
ment, afin  de  pouvoir  établir  la  relation  qui  existe  entre 
elles.  On  peut  exprimer  immédiatement  cette  relation, 
pour  les  deux  espèces  de  coordonnées,  sous  la  forme  [*) 


(3) 


fî 
h. 


-"  +  -•-1 


A, 


^=.. 


8.  Les  coordonnées  d*un 
point  X  situéy  d'une  manière 
quelconque,  sur  la  droite  com- 
mune aux  points  ty  u  peuvent 
être  exprimées  ainsi  : 


(4) 


X, 

== 

i  -h  m 

It,  -4-  m//. 

JCj 

/-+-OT 

fl». 

7^3  -f-  /WI/3 

l  -h  m 


Le  rapport  —  dépend  seule - 

/7t 


ment  de  x. 


8.  Les  coordonnées  d*une 
droite  C  passant,  d'une  ma- 
nière quelconque,  par  le  point 
commun  aux  droites  7,  x  P^u~ 
vent  être  exprimées  ainsi  : 


ç.= 


>T,  -+-  px« 


Çi= ï 

Ç»=  ~T— ' 

Le  rapport  -  dépend  seule- 
ment de  (. 


(*)  En  prenant  comme  coordonnées  les  rapports  des  coordonnées 
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9.  Il  résulte  immédiatement  des  équations  (2)  et  (4) 
que  : 


La  condition  pour  que  le 
point  X  soit  sur  la  droite  (  est 


La  condition  pour  que  la 
droite  C  passe  par  le  point  x  est 


Cette  équation  linéaire,  homogène  et  symétrique  par' 
rapport  aux  coordonnées  du  point  et  de  la  droite,  peut 
être  utilement  qualifiée  adéquation  représentatiice  du 
point  et  de  la  droite  réunis. 

10.  Nous  ne  continuerons  pas  Texposition  systéma- 
tique des  formules  en  coordonnées  particulières  ;  nous 
allons  reprendre  la  définition  plus  générale  donnée  au 
n°  3,  et  nous  la  compléterons  avec  la  généralité  voulue. 

Nous  nous  sommes  contenté,  au  n^  3,  de  dire  que  les 
coordonnées  (du  point  ou  de  la  droite)  doix^ent  être 
propres  à  déterminer  les  éléments  coordonnés  (du  point 
ou  de  la  droite);  mais  nous  n'avons  pas  précisé  de  quelle 
manière  elles  doivent  remplir  ce  but.  Nous  ajouterons, 
à  cet  effet,  que  les  coordonnées  doivent  être  proponion- 
nelles  aux  produits  de  constantes  fixées  à  Vacance  par 
les  coordonnées  particulières  que  nous  venons  de  con- 
sidérer. 

Par  suite,  en  conservant  la  même  position  relative  du 
triangle  et  du  trilatère  fondamentaux,  ainsi  que  les  no- 
tations déjà  employées,  et  en  désignant  par  A|,  /fi,  A',, 
A],  X,,  X|  six  nombres  fixés  arbitrairement,  et  p^ar  Xi, 


déjà  prises  aux  Taleurs  de  A  y  relatives  (rapports  qui  pour  les  x  sont 
indépendants  de  la  direction),  les  coordonnées  de  chaque  élément  fon- 
damental seraient  ou  nulles,  ou  égales  à  l'unité,  et  les  équations (3) 
prendraient  la  forme  «,  -»-  a-, -t-  ar,  =  i,  Ç,  -t-  Ç,  -f-  Ç,  =  i, 
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X),  Xs,  Zi,  Zs,  Zs  les  nouvelles  coordonnées  du  point  x 
et  de  la  droite  X^,  la  définition  de  ces  coordonnées  est 
complète  et  la  plas  générale  par  rapport  à  un  triangle 
fondiftmental  donné,  et  nous  pourrons  les  résumer  dans 
les  formules  suiTantes  : 

ipX,  ~  it,;r„      <rZ,  =:>Ç,, 
pX,-^X-,4r„      erZ,r^-;ç„ 
.    pXj  —  ^.Xs;      cZaii-^Çj; 

où  p  et  a  désignent  dès  facteurs  qui  restent  complète- 
ment indéterminés. 

Cette  définition,  qui  laisse  indéterminée  la  grandeur 
de  chaque  coordonnée,  pour  ne  déterminer  que  la  valeur 
de  leurs  rapports,  correspond  bien  au  principe  de  Tho- 
mogénéité,  que  nous  introduisons  dans  toutes  les  for- 
mules et  équations  par  Tusage  de  trois  coordonnées. 
Pour  ce  motif,  nous  nommerons  X],  Xt,  Xj,  Zj,  Zt,  Zs 
coordonnées  homogènes. 

L'équation  qui  représente  une  droite  et  un  point 
réunis  devient,  avec  les  nouvelles  coordonnées, 

'^^'  m7>^     âTâ^,     ÂsXVi  "^  ^* 

Comme  il  importe  que  cette  équation  prenne  la  forme 
très-simple 

■8)  Z.X.-^ZîX^  +  Z^Xj^o, 

nous  poserons  la  relation  suivante  entre  les  deux  ternes 
de  constantes  A  et  X  : 

Remarquons  que  la  liaison  que  nous  établissons  entre 
les  constantes  s'exprime  avec  la  plus  grande  simplicité. 
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11 .  Nous  savons  déjà  que  les  formules,  pour  la  trans- 
formation simultanée  des  coordonnées  Xt,  Xt,  Xs,  Z^ 
Zt.  Zt,  relatives  k  un  triangleai  a^at,  en  d'autres  relatives 
à  un  nouveau  triangle  fondamental,  sont  linéaires  et  en- 
tières, et  que  celles  qui  se  rapportent  aux  coordonnées 
des  droites  ont  pour  coefficients  les  éléments  adjoints 
aux  éléments  constitués  par  les  coefficients  des  formules 
relatives  aux  coordonnées  des  points,  ou  réciproque- 
ment. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  pas  de  ces  formules, 
mais  nous  chercherons  celles  qui  s'appliquent  au  cas  de 
deux  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  nous  n'avons  que  deux  droites  fonda- 
mentales ai,  a,  {Jig.  6)  et  deux  points  fondamentaux a^, 
Gf  [fig»  7).  Nous  entendons  maintenant  par  coordonnées 

Fig.  7. 


du  point  variable  m  celles  qui  sont  représentées  en  m'm, 
///m,  et  par  coordonnées  de  la  droite  variable  y  celles 
qui  sont  représentées  en  a^n!^  a^n",  La  direction  com- 
mune de  ces  coordonnées  est  la  direction  donnée  e.  Le 
sens  -H  c  de  cette  droite  sera  le  sens  positif  pour  les  coor- 
données des  points,  et  le  sens  —  e  sera  le  sens  positif  des 
coordonnées  des  droites. 


Désignons  par  :r, ,  x^  les 
coordonnées  de  m,  et  par  2,, 
z-i  celles  du  même  point  rap- 


Oésignons^par  Ç,,  Ç,  les*coor- 
données  de*r,  et  par  ^.,  Çs  celles 
de  la  môme  droite  rapportée  à 
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porté  à  deux  nourelles  droites 
fondamentales  7,,  7,.  La  re- 
cherche des  expressions  des  x 
en  fonction  des  z  peut  se  dé- 
composer en  deux  recherches 
plus  simples,  en  considérant 
un  couple  intermédiaire  de 
droites  fondamentales,  le  cou« 
pie  des  droites  p„  f,  [fig,  8), 

rip.  8. 


5  ) 
deux  nouveaux  points  fonda- 
mentaux  e^^  cj.  La  recherche 
des  expressions  des  \  en  fonc- 
tion des  Ç  peut  se  décomposer 
en  deux  recherches  plus  sim- 
ples, en  considérant  un  couple 
intermédiaire  de  points  fonda- 
mentaux, le  couple  des  points 
^«>  *a  (/^-g)»  alignés  sur  les 


parallèles  aux  premières  a„  a,, 
et  passant  par  le  point  o'  com- 
mun aux  nouvelles  7,,  7,. 

En  désignant  par  o , ,  o',  les 
CM>ordonnées  de  o'  par  rapport 
à  ai,  a„  et  par  ^-,,7,  les  coor- 
données du  point  variable  re- 
latives à  p„  p„  la  figure  nous 
donnera  immédiatement 


(.0) 


/61     Ct  /ÔtC, 


premiers  a„  tf.,  et  ayant  la 
droite  &>'  commune  avec  les 
nouveaux  c,,  c,. 

En  désignant  par  », ,  &>',  les 
coordonnées  de  &>'  par  rapport 
'à  a,,  a,,  et  par  ni,  u,  les  coor- 
données de  la  droite  variable 
relatives  à  6„  ^2,  la  figure  nous 
donnera  immédiatement 

Ç,  —  w\  -f-  u,, 


Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  passer  d'un 
couple  de  droites  ou  points  fondamentaux  à  un  nouveau 
couple  de  droites  ou  plans  fondamentaux,  parallèles  rcs- 
peciivemenl  aux  premières  droites  ou  alignés  sur  les 
premiers  points. 
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Miî 


*   7,  ^=  '-t  =-, ^  *_-       T_  ^^  Xa   t    »-  ^- 

Ge»  i'jrwÊrJ^i  flervext  â  passer  ^ki  ccspùe  £e  Jrof  tes 

î  -  J.    vïï.  i/t  yÀzM    îi-  ?•    f:cft£i:»^LUzx  à  «a  *ntre 

leivi.^  -âe  ^r-Â:»    7:..  7.    «l  de  pcLi.:^    r^.  r-     fontii* 

L»  e^t&^iaiis  i  et  z  sont  des  nppcrts 


4tt4ir-ÂtciL 

4a 

p«âl 

IS. 

'  ='5. 

?  • 

'l- 

2  , 

r    =*, 

r  • 

C3, 

--', 

i.=  ^. 

7  • 

7  • 

t'» 

x  =  =  *. 

^î. 

<-. 

''. 

^  -  '^. 

7  * 

7^» 

r\ 

X:     =*., 

<•  . 

«^s» 

i.   >. 

7.* 

7  - 

«'. 

X.=  *,, 

«^r» 

r.. 

•, 

v,r 
•3| 
"•fit 
-.al 

'^j  €  re^é«e&te  la  <in>Ite  coa-     oà  é sijniûe  le  point  conaïaa 
«imMacx  fKifiits  o^,  r.  .  aux  droites  ••',  £. 

;l 

Oi^^ari^  d«  cr»nloiiiiëes  x,,  Xi  ou  Vj,  J  j,  Xj,  -s.  •, 
A^ffiX,  nfAXS  tifrt»  iO' urnes  servi  dans  ce  munéro  pour  le 
p<^rit,  oe  diffère  de  la  coordonnée  cartésienne  rapportée 
a  la  tnhme  droite  fondamentale  que  par  nn  lactenr  con- 
Mant.  On  poarra  donc  passer,  qnand  on  voudra,  de  ces 
#;oordonnées  aux  cartésiennes,  et  vice  versa,  car  les  for- 
mu\e%  relatires  aux  unes  se  convertiront  moyennant  ces 
fa/;ti!;urs  en  celles  qui  sont  relatives  aux  autres. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  coordonnées  dont 
nous  venons  de  nous  servir  dans  ce  numéro  et  dans  les        f^'^ 
nttméros  précédents  se  dédtiisent  du  système  général  de      ^^;^M 

''H 
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coordonnées  projectives  de  M.  Fiedicr.  Mesurant  toutes 
les  distances  dans  une  même  direction,  on  obtiendra  le 
terne  Xi,  jr„  Xt  du  n^  4,  en  éloignant  à  Tinfini  dans 
cette  direction  le  quatrième  point  fondamental  e  et  le 
terne  ^,,  2[i9  ^»)  en  éloignant  à  Tinfini  la  quatrième 
droite  fondamentale.  On  obtiendra  aussi  le  couple  Xj, 
X|  de  ce  numéro  en  éloignant  i  Tinfini  un  des  côtés  du 
triangle  fondamental,  et  le  couple  gi,  ^ t  en  éloignant  à  Tin- 
iiui  un  des  sommets  du  trilaière.  II  est  bien  entendu  que, 
dans  ce  cas,  on  ne  fait  coïncider  le  triangle  et  le  trilatère 
qa'après  cette  transformation.  Cette  manière  de  particu- 
lariser la  déGnition  de  M.  Fiedler  nous  semble  plus  con- 
forme a  Tesprit  de  la  dualité  géométrique  que  l'emploi 
des  coordonnées  cartésiennes  pour  le  point,  et  plûcké- 
rienoes  pour  la  droite.  Il  ne  suffit  pas,  pour  préférer  les 
coordonnées  plûckériennes  aux  précédentes  ^i,  |„  que 
leurtombinaison  avec  les  coordonnées  cartésiennes  donne 
une  forme  plus  simple  à  Téquation  du  point  et  de  la  droite 
réunis.  D'ailleurs  nous  nous  proposons  de  montrer 
ailleurs  la  grande  utilité  de  nos  coordonnées. 

§  II.  —  Coordonnées  des  points  et  des  plans 
dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

1.  Les  définitions  de  la  première  Section  s'étendent 
immédiatement  au  cas  des  points  et  des  plans  dans  l'es- 
pace. 

Puisque  le  parallélisme  des  plans  consiste  en  ce  qu'ils 
ont  une  droite  commune  située  dans  un  plan  e  fixé  d'une 
manière  particulière  (a  Tinfini),  la  disposition  corréla- 
tive des  points  doit  consister  en  ce  qu'ils  ont  en  commun 
QQC  droite  passant  par  un  point  e,  fixée  d'une  manière 
particulière. 

Ànn.  de  hiatkémat.,  a*  série,  t.  XVII.  (Janvier  1878.)  2 
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Les  mêmes  figures  8  ou  9  nous  donnent  encore  aisé- 
ment les  formules  suivantes  : 


(II) 


j-,  =  *„  2,  -4-  ^„  r,,      ïj,  =  x„  Ç,  -4-  x„  Ça 
^2  m  X'ji  Z2  •+•  A'ai  3i,      ïîa  ^=  î^îi  Ça  "+"  '^21  Çs' 


Ces  formules  servent  k  passer  d'un  couple  de  droites 
(Pi,  jSs)  ou  de  points  (fti,  b^)  fondamentaux  à  un  autre 
couple  de  droites  (/i,  y^)  ou  de  points  (ci,  Ci)  fonda- 
mentaux, ayant  en  commun  avec  les  anciens  un  point 
(o')  ou  une  droite  (w'). 

Les  coefficients  A:  et  x  sont  des  rapports  anharmo- 
niqueSy  comme  il  est  indiqué  dans  les  tableaux  sui- 
vants : 


Coeff.         Rapp.  anharm. 
des  droites. 

^'m  =  Pi>  7"  7m  «'1 
^•n=f.,  73»  7i«  «'» 
A'si  =  Pïj     7i  »     7j  »     8  t 

^ii=  Pa,      72,       7t,       •  , 

OÙ  •'  représente  la  droite  com- 
mune aux  points  o',  e. 


Chacune  des  coordonnées  (jr,,  Xt  ouj^i,  j^,,  z^^  -Zj), 
dont  nous  nous  sommes  servi  dans  ce  numéro  pour  le 
point,  ne  diffère  de  la  coordonnée  cartésienne  rapportée 
à  la  même  droite  fondamentale  que  par  un  facteur  con- 
stant. On  pourra  donc  passer,  quand  on  voudra,  de  ces 
coordonnées  aux  cartésiennes,  et  vice  versa,  car  les  for- 
mules relatives  aux  unes  se  convertiront  moyennant  ces 
facteurs  en  celles  qui  sont  relatives  aux  autres. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  coordonnées  dont 
nous  venons  de  nous  servir  dans  ce  numéro  et  dans  les 
numéros  précédents  se  déduisent  du  système  général  de 


Coeff. 

Rapp.  anharm. 

des  points. 

«11  =  ^1, 

^1  »      C73     ^  % 

^n  =  bif 

C,      c„     <?', 

^31  =  bu 

^1.      Cu     e\ 

X,,  =  bu 

f,,       C„       tf', 

où  e'  signifie 

le  point  commun 

aux  droites  < 

-',«. 
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coordonnées  projectives  de  M.  Fiedlcr.  Mesurant  toutes 
]es  distances  dans  une  même  direction ,  on  obtiendra  le 
terne  Xi,  Xt,  x^  du  n^  4,  en  éloignant  à  Tinfini  dans 
cette  direction  le  quatrième  point  fondamental  e  et  le 
terne  ^i,  J^t,  ^t)  ^^  éloignant  à  Tinfini  la  quatrième 
droite  fondamentale.  On  obtiendra  aussi  le  couple  Xj, 
Xs  de  ce  numéro  en  éloignant  à  l'infini  un  des  côtés  du 
triangle  fondamental,  et  le  couple  ||,  ^^  en  éloignante  Tin- 
fini  un  des  sommets  du  trilalère.  Il  est  bien  entendu  que, 
dans  ce  cas,  on  ne  fait  coïncider  le  triangle  et  le  trilalère 
qu'après  cette  transformation.  Cette  manière  de  particu- 
lariser la  définition  de  M.  Fiedler  nous  semble  plus  con- 
forme à  Tesprit  de  la  dualité  géométrique  que  Temploi 
des  coordonnées  cartésiennes  pour  le  point,  et  plûcké- 
riennes  pour  la  droite.  Il  ne  suffit  pas,  pour  préférer  les 
coordonnées  plûckériennes  aux  précédentes  ^i,  ^,,  que 
leurcombinaison  avec  les  coordonnées  cartésiennes  donne 
une  forme  plus  simple  à  Téquation  du  point  et  de  la  droite 
réunis.  D'ailleurs  nous  nous  proposons  de  montrer 
ailleurs  la  grande  utilité  de  nos  coordonnées. 

§  IL  —  Coordonnées  des  points  et  des  plans 
dans  V espace  à  trois  dimensions, 

1.  Les  définitions  de  la  première  Section  s'étendent 
immédiatement  au  cas  des  points  et  des  plans  dans  Tes- 
pace. 

Puisque  le  parallélisme  des  plans  consiste  en  ce  qu'ils 
ont  une  droite  commune  située  dans  un  plan  e  fixé  d'une 
manière  particulière  (a  Tinfini),  la  disposition  corréla- 
tive  des  points  doit  consister  eu  ce  qu'ils  ont  en  commun 
une  droite  passant  par  un  point  e,  fixée  d'une  manière 
particulière. 

Ann,  de  JUathémat,,  a«  série,  t.  WH.  (Janyior  1878.)  2 
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2.  Nous  dirons  donc  que  : 

Les  (trois  ou  quatre)  coor- 
données d'un  point  x  sont  des 
nombres  propres  à  déterminer 
les  (trois  ou  quatre]  plans  Ç% 
£'%  . .  •  qui  passent  par  x^  et 
qui  sont  parallèles  respective- 
ment aux  (trois  ou  quatre) 


Les  (trois  ou  quatre)  coor- 
données d'un  plan  \  sont  des 
nombres  propres  à  déterminer 
les  (trois  ou  quatre)  points  2% 
z",  ...  qui  se  trouvent  dans 
Ç  et  alignés  respectivement 
avec  les  (trois  ou  quatre)  points 
fondamentaux  ^,,  a:,  .... 


plans  fondamentaux  a,,  a,, .. 

L'alignement  doit  s^eniendre,  comme  ci-dessus,  sur  un 
point  fixe  e. 

Les  plans  ^^  \"^  ...  pourront  être  nommés  éléments 
coordonnés  du  point  x^  et  les  points  js^  z^\  . . .  éléments 
coordonnés  du  plan  ^. 

3.  Ici  encore  nous  éloignerons  à  l'infini,  dans  une  di- 
rection fixée  arbitrairement,  le  point  e  et  le  plan  <,  et, 
sur  cette  direction  fixe,  nous  distinguerons  les  deux  sens 
-H  c,  —  e,  et  nous  compléterons  la  définition  des  coor- 
données eu  disant  que  les  (trois  ou  quatre)  coordonnées 
sont  les  mesures  prises,  dans  la  direction  e,  des  in  ter- 
malles  entre  chaque  élément  coordonné  et  Vêlement 
fondamental  correspondant  (parallèle  ou  aligné),  en 
tenant  compte  du  signe  positif  quand  le  passage  fini 
de  Vêlement  fondamental  à  l'élément  coordonné  se 
fera  pour  les  points  dans  le  sens  -k-e  et  pour  les  plans 
dans  le  sens  —  e,  et  du  signe  négatif  dans  les  cas 
contraires. 

En  ne  changeant  rien  à  la  direction  et  au  sens  des 
mesures,  on  peut  encore  dire  que  : 


Les  coordonnées  du  pointer 
senties  mesures  des  intervalles 
entre  x  et  les  points  x',  x"^  ... 
alignés  sur  x  et  qui  appartien- 
nent aux  plans  fondamentaux. 


Les  coordonnées  du  plan  Ç 
sont  les  mesures  des  intervalles 
entre  Ç  et  les  plans  Ç',  Ç",  . . . 
parallèles  à  Ç  et  qui  passent 
par  les  points  fondamentaux. 
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4.  Bornons-nous  au  cas  des  quatre  coordonnées ,  en 
les  désignant  par  Xi,  Xj,  Tg,  T4  pour  le  point  x,  et  par 
^iii[t>C»'  ^*  pour  le  plan  î^,  et  faisons  coïncider  le  té- 
iragone  ai  a^a^  a^  avec  le  tétraèdre  a^  a,  ag  0(4. 

Chaque  pqint  ou  plan  fondamental  aura  trois  coor- 
données nulles,  et  la  quatrième  égale  à  une  des  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre  fondamental,  hauteur  prise  dans  la 
direction  des  mesures.  En  indiquant  ces  hauteurs  avec 
les  signes  qui  leur  conviennent  comme  coordonnées  des 
points  fondamentaux  par  Ai,  A„  A,,  A4,  nous  aurons 
pour  les  : 

Coordonnées  des  points 


A., 
O, 

o. 


«*• 
o, 
A„ 
o, 
o, 


o, 
o, 
K 
o, 


«4- 

o, 
o, 
o, 
Ao 


Coordonnées  des 

plans 

a».       a,. 

a,. 

«4- 

/i„      0, 

O9 

0, 

0,       ht. 

0, 

0, 

0,      0, 

A,, 

0, 

0,       0, 

O9 

/'o 

Pour  les  éléments  coordonnés  du  point  x  et  du  plan  ^, 
nous  aurons 


Coordonnées  des  plans 


Coordonnées  des  points 


r- 

r. 

r. 

V- 

z'. 

z". 

2". 

x". 

-•T., 

—  x„ 

— *>. 

—  *4, 

/< 

-c, 

-ç» 

-Ç., 

-ç.. 

— ^1. 

//,— x„ 

—  *3. 

—  ■ï'4. 

-ç„ 

A.-ç., 

-«>, 

-îo 

-*.> 

—  «.. 

A,  — X3, 

—  *4, 

-ç„ 

-ç., 

/'3 

-ç» 

-ç., 

~'>, 

—  *1. 

—  *•, 

K 

—  •*». 

-ç., 

-ç.. 

-ç>, 

*« 

-ç.. 

6.  Mous  avons  la  relation  suivante 


Entre  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  x  : 


Xi 


^^ 


'  /Ji         A,        /i,        A4 


Entre  les  coordonnées  d'un 
plan  quelconque  Ç  : 

Ç.      Ç  ^  Ç,  ^  «;. 

A,       /;,        A,        ^4 
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7.  On  peut  exprimer  de  la  manière  suivante 


Les  coordonnées  d'un  point 
Xy  situé  d^une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  contenant 
les  trois  points  t,  u,  v  : 

lit  ■+■  mui-h  nPx 


(4) 


/  -+-  m  -f-  n 

lii  4-  mu2  -4-  nvt 

^i=  — _- . , 

/  4-  /w  4-  « 

//a  -h  Wtta  -h  nVi 

//4 -!-/»#« -4-  ««'i 

X4  =  — j 


où  les  rapports  / :  m  :  /i  ne  dé- 
pendent que  de  x. 


Les  coordonnées  d*UD  plan 
C  qui  passe,  d^une  manière 
quelconque,  par  le  point  ap- 
partenant aux'])lans  9,  %,  4^  * 


'3  «> 


f*Z3  ■ 


V^B 


^  —  — ^ — ; ; * 

où  les  rapports  >  :  p  :  v  ne  dé- 
pendent que  de  (. 

8.  Des  expressions  (4)  et  (3)  nous  déduisons  immé- 
diatement que  : 


La  condition  pour  que  le 
point  X  soit  sur  le  plan  C  est 


La  condition  pour  que  le 
plan  C  passe  par  le  point  x  est 


équation  que  Ton  pourra  nommer  représentatrice  du 
point  et  du  plan  réunis. 


SllR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES; 

Pae  m.  laguerre, 


1. 


*i.  Soit   une   équation  algébrique  de  degré  n    et   a 
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(  2»  ) 

coeflScients  réels  ou  imaginaires;  en  prenant  -  pour  in- 
connue,  elle  peut  s'écrire  sous  la  forme  suivante 

f  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n  par 
rapport  aux  quantités  j?  et  /;  ou  encore,   en  posant 

X 

F(8)=/(,,,)  =  o. 

En  prenantd^une  façon  arbitraire,  dans  un  plan,  deux 
droites  rectangulaires  pour  axe  des  abscisses  et  pour  axe 
des  ordonnées,  je  conviendrai^  suivant  Tusage  habitue), 
de  représenter  une  quantité  imaginaire  (X  +  P<*  par  un 
point  ayant  a  pour  abscisse  et  ^  pour  ordonnée. 

Cela  posé,  z  =  -  étant  une  quantité  imaginaire  quel- 
conque représentée  par  le  point  m  du  plan,  j'appellerai 
point  {léiwé  du  point  m  le  point  p  représentant  la  qaan- 

lîté  Ç  =  -  déterminée  par  l'équation 

ç/;^-,/;  =  o. 

On  déduit  de  cette  équation 
oa,  en  vertu  du  thëorème  sur  les  fonctions  homogènes, 

Lorsque  Ton  considère  z  comme  la  valeur  approchée 
d'une  racine  de  Téquation  F(Z)  =  o,  en  désignant  par 
z'  la  valeur  que  Ton  en  déduit  pour  cette  racine,  gar  la 
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(  ") 

mélhode  de  Newton  on  a 

.__  F(») 

d*où  celte  conclusion  :  Si  m  est  un  point  du  plan  repré- 
sentant une  valeur  approchée  d^une  racine  de  Téquation 
F(Z)=  o,  et  si  la  valeur  approchée  de  cette  racine, 
que  Ton  en  déduit  par  la  méthode  de  Newton,  est  repré- 
sentée par  le  point  m!j  le  point  fx  dérivé  du  point  m 
s'obtient  en  portant  dans  la  direction  mm'^  et  à  partir  du 
point  m,  une  longueur  égale  k  nx  nun\ 

2.  J'établirai  d*abprd  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Étant  donnée  une  équation  algébrique 
de  degré  n,  si  Von  prend  un  point  m  arbitrairement 
dans  le  plan  et  si  l'on  désigne  par  p.  le  point  dérivé  du 
point  m,  tout  cercle  passant  par  les  deux  points  m  et  f£, 
s^il  ne  passe  pas  par  toutes  les  racines  de  Inéquation , 
contient  au  moins  une  de  ces  racines  ;  et,  dans  ce  cas, 
une  au  moins  des  racines  est  située  à  Vextérieur  du 
cercle. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai  que^ 
^9  1^9  79  ^  désignant  des  quantités  imaginaires  quelcon- 
ques, les  différents  points  représentés  par  l'expression 

t-\-9t 

quand  on  donne  à  t  toutes  les  valeurs  réelles  possibles, 
sont  situés  sur  un  même  cercle,  et  que,  pour  deux  valeurs 
imaginaires  quelconques  de  f,  les  points  représentant  les 
valeurs  correspondantes  de  z  sont  situés  du  même  côté 
par  rapport  au  contour  du  cercle,  ou  de  côtés  différents, 
suivant  que,  dans  les  valeurs  de  la  variable  t,  les  coef- 
ficients de  i  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 
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(  >3) 
Cela  posé,  z=  -  ayant  une  valeur  quelconque  et  ( 
étant  déterminé  par  Téquation 

y  •»  J    Y 

l'expression 

quand  on  y  donne  à  t  toutes  les  valeurs  réelles,  repré* 
sente  un  cercle  passant  par  le  point  m  représentant  z^ 

puisque,  pour  f  =  00  ,  on  a  Z  =  ~;  ce  cercle  passe  éga- 
lement parle  point dérjvéfx  représentant^,  puisque,  pour 
t  =  o,  on  a 

On  voit  ainsi,  à  cause  de  l'indétermination  de  X,  que 
l'expression  précédente  représente,  pour  des  valeurs 
réelles  de  t^  les  différents  points  d'un  cercle  quelconque 
passant  par  les  deux  points  m  et  /x  et,  d'après  ce  que  j^ai 
dit  plus  haut,  pour  démontrer  la  proposition  énoncée, 
il  suffira  de  prouver  que  l'équation 


'{S^^';)=°- 


si  elle  admet  des  racines  imaginaires,  admet  au  moins 
une  racine  où  le  coefficient  de  i  est  positif  et  une  racine 
où  ce  coefficient  est  négatif. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire  ainsi  : 

ou,  en  développant  suivant  Tes  puissances  de  /, 
(i)  Ai-H-Bz-'-t-C/**-'-!-  ...  =0. 
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Le  coefficient  de  £"^^  dans  celte  cqaalion  est  égal  à 
zéro;  un  calcul  facile  montre,  en  effet,  qu*il  est  égal  à 

De  là  résulte  que  la  somme  des  racines  de  IVquation  (i) 
est  nulle;  en  désignant  donc  par  a  -h  fci\  a!  -h  l/r\  ...  ces 
racines,  on  a 

lia -h  bi)  =  o, 
d'où 

26  =  o-, 

et,  par  sui  te,  si  toutes  les  valeurs  de  b  ne  sont  pas  nulles,  il 
y  a  au  moins  deux  de  ces  valeurs  qui  sont  de  signes  con- 
traires, ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

3.  Théorème  IL  —  Étant  donnés  un  cercle  quel- 
conque qui  renferme  toutes  les  racines  de  Vcquation 

y*(X,  Y)  =  o  et  un  point  Ç  =  -?  situé  en  dehors  de  ce 
cercle,  tous  les  points  r  =  -»  définis  par  V équation 

5/,-h>ï/;=o, 

sont  situés  dans  l  ^intérieur  du  cercle. 

En  effet,  z  désignant  l'un  quelconque  des  points  ainsi 
déGnis,  (  est  son  point  dérivé;  si  z  n^était  pas  situé 
dans  Tintérieur  du  cercle,  par  les  deux  points  z  et  Ç  qui 
lui  sont  tous  deux  extérieurs,  on  pourrait  mener  un 
cercle  renfermant  dans  son  intérieur  le  cercle  donné  et, 
par  suite,  toutes  les  racines,  ce  qui  est  contraire  a  la 
proposition  précédente.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

On  démontrerait  de  même  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  un  cercle  quelconque  à  l'extérieur  du- 
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(  a5  ) 
quel  sont  situées  toutes  les  racines  de  l' équation 

/{X,  Y)  =  o, 

et  un  point  Ç  =  -»  situé  dans  l'inférieur  de  ce  cercle, 

tous  les  points  z  =  -i  définis  par  V équation 

sont  situés  à  V extérieur  de  ce  cercle. 

4.  Étant  donnée  ane  équation  de  degré  /z,  F  [z)  =  o, 
et  m  étant  le  point  représentatif  d'une  valeur  z,  appro- 
chée d'une  racine  de  cette  équation,  désignons  par  ni'  le 
point  représentatif  de  la  valeur  approchée  de  cette  ra- 
cine que  donne  la  méthode  de  Newton.  Le  point  /ji  dérivé 
de  m  s'obtient  en  portant,  à  partir  He  m  dans  la  direc- 
tion m/?/,  une  longueur  égale  à  n  X  nimf^  et  tout  cercle 
passant  par  les  points  m  e\  [jl  contient  au  moins  une  ra- 
cine de  Téquaiion. 

En  particulier,  le  cercle  décrit  sur  mix  comme  dia- 
mètre contiendra  une  racine  et,  si  m  est  suffisamment 
voisin  de  la  racine,  m  sera  très- voisin  de  nif  et  par  con- 
séquent de  fJL]  le  cercle  dont  je  viens  de  parler  aura  donc 
un  rayon  très-petit  et  contiendra  la  racine  cherchée. 

Dans  tous  les  cas,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Quelle  que  soit  la  quantité  z,  il  y  a  au  moins  une 
racine  de  V équation  F(z)  =  o  dont  la  différence  avec 

r  expression 

?(z) 

'        F' IX) 
a  un  module  moindre  que  (n  —  i)  fois  le  module  de 

lit) 

F'(«)'  (A  suivre.) 
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BKTBRMMiTION  ANALYTIQUE  DES  FOYERS 
DANS  LES  SECTIONS  CONIQUES; 

Par  m.  E.  G., 

Ancien  élève  du  lycée  de  Reims. 


On  définit  généralement  un  foyer  un  point  tel,  que 
la  dislance  d'un  point  de  la  courbe  à  ce  point  soit  une 
fonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées  du 
point  de  la  courbe. 

Partant  de  cette  définition,  on  arrive,  par  une  mé- 
thode classique,  mais  peu  élégante,  à  cinq  relations  entre 
les  coordonnées  du  foyer,  les  coefficients  de  Téquation 
de  la  courbe  et  trois  paramètres  qui  entrent  au  second 
degré.  L'élimination  de  ces  paramètres  donnerait  deux 
équations  déterminant  les  coordonnées  des  foyers-,  mais 
cette  élimination,  sauf  dans  les  cas  les  plus  simples, 
donne  lieu  à  des  calculs  impraticables. 

On  arrive  rapidement  et  sans  introduire  de  paramètre 
aux  deux  équations  qui  déterminent  les  foyers,  en  défi» 
nissant  ces  points  des  cercles  de  rayon  nul  bi tangents  à 
la  courbe  et  introduisant  ainsi  dans  le  calcul  la  notion 
des  imaginaires. 

La  méthode  suivante,  qui,  je  crois,  n'a  pas  encore  été 
proposée,  repose  uniquemen  t  sur  la  première  définition, 
laquelle  fournit  immédiatement  trois  équations,  conte- 
nant un  seul  paramètre  au  premier  degré.  L'élimination 
se  fait  sans  difficulté,  et  conduit  aux  deux  mêmes  équa- 
tions que  Ton  obtient  par  l'emploi  des  imaginaires. 

J'établirai  d'abord  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'un  polynôme  homogène  du  second  degré 
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à  trois  variables  soit,  à  un  facteur  constant  près,  un 
carré  parfait. 
Soit 

ax*  -{-  bj^  -\-  ^'  -i-  ^/jrz  -h  2gzx  -|-  2/ijr/ 

DD  semblable  polynôme.  Pour  que  ce  soit  un  carré  par- 
fait, il  faut  que,  si  l'on  égale  à  zéro  ce  polynôme,  à  un 
système  de  valeurs  de  x  et  de  /  corresponde  une  seule 
valeur  de  la  troisième  variable  z. 
Egalant  à  zéro  et  résolvant  par  rapport  à  z,  on  a 


cz-:=z  —   gx  H-/j)  ±  y/[gx  -hj^)'  —  c(aj:^  -h  bjr^  H-  2/<xj). 

Pour  qu'on  ait  une  seule  valeur  de  z,  quels  que  soient  x 
et  j,  il  faut  qu'on  ait 

g^  —  flc  =  o,    /*  —  bc  =  Of    fg  —  ch  =z  o. 

Ces  conditions  sont  nécessaires.  Elles  sont  aussi  évidem- 
ment suffisantes.  En  effet,  elles  expriment  que  Ton  a 
identiquement 

r ajc^-\-  bf^-hcz-'h^i/yz-'r-  2gzx  -h 2hxy)z=(gx  -h  ff  -{-czy. 

Elles  restent  les  mêmes  si  l'on  considère  un  polynôme 
quelconque  du  second  degré  à  deux  variables  de  la  forme 

ax^  -\-7.hxjr-^  bjr^  -+-  2g x  -h  2/f  H-  c. 

Cela  posé,  soit 

i)  flx*  -h  2hxjr  -f-  bjr^  -f-  2gx  H-  2//  -+-  c  =  o 

Téquation  d'une  conique  quelconque.  Transportons  l'ori- 
gine en  un  point  dont  les  coordonnées  soient  a  et  (3.  Si 
Ton  désigne  par  S  le  résultat  de  la  substitution  de  a  et 
de |3  à  la  place  de  x  et  dej^  dans  l'équation  [i),  la  courbe 
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rapportée  aux  nouveaux  axes  a  pour  équation 

(2)       flx»-4-aAxr4-37'-f-  7-*-^-^r  +  S  =  o. 

Cherchons  les  conditions  pour  que  l'origine  soit  un 
foyer.  L'équation  (2)  peut  s'écrire 

Le  premier  membre  représente,  au  facteur  arbitraire  X 
près,  le  carré  de  la  dislance  d'un  point  de  la  courbe  à 
l'origine;  donc,  pour  que  l'origine  soit  un  foyer,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  second  membre  soit,  à  un  facteur  con- 
stant près,  un  carré  parfait;  on  doit  donc  avoir  les  re- 
lations suivantes  : 

(3)         (gy-4(«+i)s=o. 

(4)  (^)'-4;*  +  x)s=o, 

L'équation  (5)  ne  contient  pas  X.  Éliminons  X  entre  (3  ) 
et  (4);  en  retranchant  membre  à  membre,  on  a 

C')  (^)-(5)"-4(-')— • 

Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  les  coordonnées  a 
et  |3  des  foyers  par  rapport  aux  axes  primitifs. 
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C0SC9CRS  D'ABIISSION  A  L'ÉCOLE  CEKTIULE. 

!»•  8ES610!!.    —    JUILLET    1877. 


.    1®  Géométrie  analj  tique, 

Oa  donne  un  triangle  AOB^  rectangle  en  O^el  Ton  con- 
sidère toutes  les  hyperboles  qui  passent  aux  points 
A  et  B,  et  ont  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés  OA, 
OB. 

1^  Former  Téquation  générale  de  ces  hyperboles  ; 

2^  Former  Téquation  du  lieu  des  sommets  de  ces  hy- 
perboles et  construire  ce  lieu  -, 

3**  Prenant  un  point  P  sur  le  Heu  trouvé,  construire 
celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  sommet  en  P, 
et  reconnaître  sur  quelle  partie  du  lieu  doit  être  ce 
point  P,  pour  que  A  et  B  appartiennent  soit  à  une  même 
branche,  soit  aux  deux  branches  de  cette  hyperbole. 

a**  Calcul  trigonométrique. 

On  donne  deux  côtés  a  ei  b  d'un  triangle  et  Tangle  C 
compris,  savoir  : 

«  =  3676",  35 1, 
b  =  2i54"*,742» 
C=:^o3«>46'27^ 

On  demande  de  trouver  le  côté  c,  les  angles  A  et  B,. 
ainsi  que  la  surface  du  triangle. 
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(3o) 
3**  Épure  de  Géométrie  descripUife  (*). 

IHTlWSBCnOH     D^UH     CTLINDEE     ET     D*UN     CÔlTE. 

On  donne  : 

i^  Un  cylindre  ayant  pour  base  un  cerele  C,  sitaé 
dans  le  plan  horizontal  de  projection,  et  dont  les  g^aé^ 
ratrices  sont  parallèles  à  la  droite  de  frotit  BG^  B'G', 
inclinée  à  45°  sur  jy; 

a^  Un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  Ci,  situé  dans  le 
plan  horizontal,  et  dont  le  sommet  est  en  SS'  sur  la  géné- 
ratrice BG,  B'G'  du  cylindre.  Le  cercle  de  base  du  cy- 
lindre est  tangent  intérieurement  en  S  à  la  base  du  cône  : 

es  =  CB  =  o"' ,  025 ,     C,  S  =:  o  ",  o55,     BB'  -  o'" ,  1 1 . 

On  demande  : 

1°  De  trouver  les  projections  de  Tintersection  du  cône 
et  du  cylindre  ; 

2°  De  représenter  le  cylindre  supposé  plein  et  existant 
seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans 
le  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les* constructions  néces- 
saires pour  trouver  un  point  quelconque  de  l'intersection 
et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  cylindre  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o*",  ai  du  petit  côté  inférieur. 

4°  Physique  et  Clumie  (*). 
I.  Un  tube  recourbé  ABCD,  dont  les  deux  brancbcs 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  iiguro. 
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sont  Terlicales  el  de  même  diamètre,  renferme  une  cer- 
taine quantité  de  mercure  et,  au-dessus  de  ce  mercure, 
dans  la  brandie  AB,  qui  est  fermée,  se  trouve  de  Tair 
sec,  sous  la  pression  atmosphérique  de  o™,  76.  La  portion 
AB  qui  contient  cet  air  a  une  longueur  de  0*°,  26.  On 
yerse  dans  Tautre  brancbe  DC  une  colonne  d^eau  dont  le 
poids  est  de  i4^^'i7^'  Quelle  est  alors  la  différence  de 
niveau  des  deux  surfaces  de  mercure? 

La  section  du  tube  est  de  5  centimètres  carrés  et  la 
densité  du  mercure  est  égale  à  i3,6. 

II.   I®  Préparation  du  chlore. 

2^  Quel  est  à  zéro  et  sous  la  pression  de  o*",  76  le  vo- 
lume de  chlore  que  Ton  peut  retirer  de  ySo  kilogrammes 
de  sel  marin. 

Équivalents ~* 


Cl  r. 35,43 

Densité  du  chlore ^  —    2 ,44 

Poids  d^m  litre  d'air  à  zéro  et  sous  la  pres- 
sion de  o'",  76 1  »',  293 


CONCOURS  D'iOHISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 

2*  SESSION.  —   OCTOBRB    1877. 

I**  Géométrie  analytique  (*). 

On  donne  un  trapèze  isoscèle  ABCDdont  la  hauteur 
est  2A,  la  demi-somme  des  bases  2  a  et  les  angles  obtus 
a.  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  tra- 
pèze : 

1^  Former  Téquation  générale  de  ces  coniques  -, 

(*)  Le  lectenr  est  prié  de  faire  la  figure. 
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a^  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de  tangentes 
menées  à  chacune  déciles  parallèlement  au  côté  BC,  et 
construire  ce  lieu  après  avoir  vérifié  que  le  côté  BC  en 
fait  partie  ; 

3^  Étant  donné  un  point  de  ce  lieu,  reconnaître  le 
genre  de  la  conique  circonscrite  au  trapèze  qui  passe 
par  ce  point. 

2°  Calcul  trigonométrique. 
Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  : 

fl  =  4376^76, 
^=:  3564",  37, 

C=:  2754", 82. 

Calculer  les  angles  et  la  surface. 

3**  Épure  de  Géométrie  descriptive  (*). 

INTBESECTIOII    D*UN    TOBE    ET    d'uV    CÔNE    DE    REVOLUTION. 

L*axe  du  \oveyy'  est  vertical  à  o",  i3o  du  plan  ver- 
tical de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille  \  le  cercle 
méridien  a  o™,o55  de  rayon  ^  il  est  tangent  a  Taxe  du 
tore  et  au  plan^borizontal  de  projection.  Le  cône  touche 
le  plan  horizontal  suivant  une  génératrice  sa^  sfci  pa- 
rallèle a  la  ligne  de  terre  et  rencontrant  Taxe  du  tore  ; 
son  sommet  (5,  /)  est  a  o",o55  de  Taxe  du  tore  et  son 
angle  au  sommet  est  de  4S  degrés. 

On  demande  de  représenter  le  cône  supposé  plein  et 
existant  seul,  en  supprimante  portion  de  ce  corps  com- 
prise dans  le  tore. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  em- 


(*}  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure^ 
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ployées  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  Fîn- 
lersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur:  intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  tore  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o",  260  du  petit  côté  inférieur. 

4®  Physique  et  Chimie  (*). 

L  Un  manomètre  à  air  comprimé,  dont  les  deux 
branches  sont  verticales  et  de  diamètres  différents,  est  en 
communication  avec  un  récipient  de  machine  pneuma- 
tique. Ce  manomètre  renferme  de  Tair  sous  la  pression  de 
0",  j6o  et  la  portion  ÂB  de  la  branche  fermée,  occupée 
par  cet  air,  a  une  longueur  de  o'^ySo.  Le  rapport  des  sec« 
tioDsdes  branches  CD  et  AB  est  égal  à  a.  On  raréfie  l'air 
contenu  clans  le  récipient.  Quelle  différence  de  niveau 
faut-il  produire  entre  les  deux  colonnes  de  mercure 
pour  que  la  pression  dans  ce  récipient  diminue  de  o",  760 
ào^i56? 

II.  1**  Préparation  des  acides  du  phosphore  PhO',  3 HO 
elPh0S2H0. 

2^  Quel  est  le  poids  du  phosphore  contenu  dans 
28  litres  d'hydrogène  phosphore  (  PhH')  ? 

.      .      ,  lPh=:=32 

Equivalents J       

Densité  de  rhydrogène  phosphore ^  =:  i ,  1 85 

Poids  d'un  litre  d'air i«%  agS 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


Ànn.de  Mathémat,^  'i«  série,  t.  XVII,  (Janvier  1878.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 


JoHAHMS  Kepleri  astrojnomi  OPERA  OMNiÂ  ^  OEuvres 
complètes  de  l'astronome  Jean  Kepler,  publiées  par 
M.  le  D'^  Ch.  Frisch,  de  Stuttgard.  8  gros  volumes 
grand  in- 8**  de  63oo  pages;  Francfort-sur-le-Meîn  el 
Erl  angen,  Heyder  el  Zîmmer,  1868. 

Cette  œuvre  immense,  qui  fait  le  plus  grand  honneur 
à  la  Science  allemande,  a  exigé  plusieurs  années  pour 
s'accomplir.  La  publication  a  été  commencée  en  1857  et 
n'a  été  terminée  qu'en  1871. 

Ainsi  que  l'explique  l'auteur  dans  sa  Préface,  les 
Français,  les  Anglais,  les  Italiens  se  sont  lancés  depuis 
longtemps  dans  l'exécution  d'entreprises  du  même  genre, 
et  on  les  a  vus  publier  tout  ce  qu'ils  avaient  recueilli  des 
œuvres  de  leurs  savants  les  plus  célèbres  :  Laplace,  La- 
grange,  Fresnel,  Lavoisier,  Newton,  Galilée. 

Le  père  et  le  fondateur  de  l'Astronomie  moderne,  ce- 
lui dont  le  nom  est  sur  les  lèvres  de  tous  ceux  qui  éta» 
dient  le  mouvement  des  corps  célestes  et  les  lois  aux- 
quelles il  est  soumis,  celui-là  n'était-il  pas  digne  aussi 
d'un  pareil  honneur? 

Tel  est  le  sentiment  qui  a  inspiré  le  D'  Frisch,  lorsquMl 
a  eu  l'idée  de  préparer  une  édition  complète  des  OEu- 
vres de  Kepler.  Ce  travail  n'a  pas  demandé  moins  de 
trente  années  de  recherches.  Tout  ce  que  Ton  a  retrouvé 
des  écrits  du  grand  astronome  se  trouve  réuni  dans  ce 
magnifique  Ouvrage.  La  Correspondance  privée,  les 
Traités  d'Astronomie,  de  Géométrie  forment,  comme  on 
le  voit,  une  riche  moisson  de  faits,  où,  de  nos  jours  en- 
core, on  peut  puiser  le  germe  de  quelque  vérité  nouvelle. 
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Pour  ma  part,  je  suis  heureux,  je  suis  fier  de  dire  que 
j'éprouve  pour  Tillustre  fondateur  de  T Astronomie  la 
plus  profonde  admiration.  Quel  exemple,  en  effet,  plus 
fortifiant  et  plus  consolant  que  celui  d'un  grand  esprit 
dont  on  suit  pas  à  pas  les  efforts  et  les  hésitations,  les 
succès  comme  les  faiblesses  ! 

Les  Œuvres  de  Kepler  se  distinguent  par  la  science 
profonde  et  variée,  Thabileté  de  Targumentation,  la  vi- 
vacité du  style,  parfois  empreint  d'une  verve  et  d'une 
chaleur  poétiques,  entremêlé  parfois  aussi  de  gaies  ré- 
flexions qui  trouvent  parfaitement  leur  place  au  milieu 
d'un  exposé  technique. 

L'énergie  du  style  fait  concevoir  aisément  la  nature, 
des  difficultés  avec  lesquelles  J.  Kepler  a  été  aux  prises 
pendant  de  longues  années.  C'est  particulièrement  dans 
son  étude  des  mouvements  de  Mars  qu'il  eut  à  surmonter 
les  plus  grands  obstacles.  Aujourd'hui,  après  les  perfec- 
tionnements apportés  au  calcul  et  aux  instruments 
d'observation,  il  est  impossible  de  se  représenter  nette- 
ment ce  qu'a  du  être,  pour  employer  l'expression  de 
l'auteur,  cette  guerre  opiniâtre  que  livra  Kepler  à  un 
ennemi  qui  lui  échappait  sans  cesse.  Tout  était  inconnu 
dans  ce  mouvement,  et  même  cette  étude  eut  été  inabor- 
dable sans  rhypothcse  de  Copernic.  Aussi  quelle  péné- 
tration d'esprit  ne  fallut-il  pas  pour  venir  à  bout  d'une 
pareille  entreprise! 

Kepler  commença  l'étude  du  mouvement  de  Mars  en 
Tannée  1600  et  utilisa,  dans  cette  recherche,  des  obser- 
vations de  Tycho-Brahé  remontant  à  i58o.  A  la  fin  de 
l'année  1604,  Kepler  avait  trouvé  la  loi  des  orbites;  la 
loi  des  aires  suivit  de  près,  en  i6o5  :  on  peut  dire  que 
ces  deux  premières  lois  furent  énoncées  dans  le  même 
temps,  mais  la  découverte  de  la  troisième  loi,  de  la  pro- 
portionnalité  des  carrés  des  temps  aux  cubes  des  grands 

3. 
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axeSy  exigea  bien  d' autres  recherches  encore^  elle  date 
du  8  mars  1618. 

Ne  pouvant  prétendre  exposer  ici  le  détail  d'un  aussi 
vaste  ensemble,  nous  nous  bornerons  à  un  aperçu  rapide, 
mais  nous  demanderons  à  terminer  par  quelques  mots 
au  sujet  de  Fexécution  matérielle  de  cet  Ouvrage. 

Il  est  difficile  de  se  figurer  quels  obstacles  aurait  eu  à 
surmonter  un  simple  particulier,  privé  de  ressources  et 
de  moyens  d'action.  Mais  cet  immense  labeur  a  été  ho- 
noré du  patronage  et  des  libéralités  de  Maximilien  II, 
roi  de  Bavière,  et  de  M.  Norof,  Ministre  de  l'Instruction 
publique  en  Russie^  de  l'approbation  des  astronomes 
allemands,  et  des  suffrages  des  Académies  de  Vienne  et 
de  Berlin,  auxquels  sont  venus  s'ajouter  ceux  de  diverses 
Sociétés  savantes  et  de  divers  souscripteurs^  tant  en  Eu- 
rope qu'en  Amérique. 

L'auteur  est  enfin  arrivé  au  bout  de  sa  tâche,  grâce  à 
la  savante  et  bienveillante  collaboration  de  M.  W. 
Struve,  directeur  de  l'Observatoire  de  Poulkowa,  qui  a 
généreusement  communiqué  les  manuscrits  de  Kepler 
que  la  bibliothèque  de  Poulkowa  conserve  à  l'égal  du 
trésor  le  plus  précieux*,  grâce  au  soin  dévoué  avec  lequel 
M.  Otto  Struve  fils  a  coordonné  et  discuté  tout  ce  que 
ces  manuscrits  renfermaient  de  plus  difficile  \  grâce  aussi 
au  zèle  éclairé  de  MM.  C.  Schraaf,  professeur  au  gym- 
nase de  Tubingue,  et  H.  Kralz,  professeur  au  gymnase  de 
Stuttgard.  Possédant  à  fond  la  langue  latine,  M.  Schraat 
a  réussi  à  traduire  les  passages  embarrassants  que  leur 
style  un  peu  archaïque  avait  rendus  obscurs,  et  M.  Kratz 
a  bien  voulu  se  charger  du  travail  pénible  de  la  compo- 
sition typographique  et  de  la  correction  de  l'Ouvrage. 

Telles  sont,  ainsi  que  l'indique  le  D*^  Frisch,  les  bases 
d'après  lesquelles  a  pu  èire  menée  â  bonne  fin  la  publi- 
cation des  OEiii^res  complètes  de  Kepler. 
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Ncms   mentionnons,    très- brièvement  d'ailleurs,    les 
principales  divisions  de  cet  Ouvrage  : 

Tome  I. 

Préface  du  mystère  cosmographique.  Correspondance  avec 
Moestlin,  Herwart,  etc.,  de  iSgS  à  1600. 

Le  mystère  cosmographique,  dissertation  sUrles  proportions 
de  rUnivers,  avec  les  lignes  des  polyèdres  réguliers,  les  notes 
de  la  gamme  musicale,  etc. 

L'apologie  de  Tycho-Brahé. 

Calendriers  et  opuscules  astrologiques,  la  plus  grande  partie 
en  allemand.  * 

Tome  II. 

Astronomie,  partie  optique.  On  y  trouve  la  théorie  et  les 
conséquences  de  U  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière. 

Du  télescope  et  des  découvertes  de  Galilée. 

Entretien  avec  le  messager  céleste  envoyé  par  Galilée. 

Dioptrique.  Théorie  des  lentilles  et  des  instruments  d*op- 
tique. 

De  rétoile  nouvelle  dans  le  pied  du  Serpentaire  (1572  j. 

De  rétoile  nouvelle  du  Cygne  (1600]. 

Du  passage  de  Mercure  sur  le  Soleil  (  1607  ). 

Tome  III. 

Astronomie  nouvelle,  ou  Théorie  du  mouvement  de  Mars 
(1609). 

Commentaire  sur  les  travaux  d'Hipparqne. 

Calcul  des  éclipses  de  Lune  de  1672  à  i6a5. 

Théorie  du  mouvement  de  la  Lune  (on  sait  que  Kepler  a 
découvert  la  cinquième  inégalité,  connue  sous  le  nom  d*équa^ 
tion  annuelle). 

Lettre  sur  Téclipse  de  Soleil  du  12  octobre  i6o5. 

Tome  IV. 

Écrits  relatifs  à  la  chronologie  (calendrier  grégorien,  nati- 
vité dn  Christ,  etc.) 
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De  la  stéréométrie  des  tonneaux.  Oo  y  trouve  une  remlh'que 
judicieuse  où  est  énoncé  le  fait  de  la  faible  varialion  d*une 
grandeur  au  voisinage  de  ses  maxima  ou  minima. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  V. 

Harmonies  de  PUnivers. 
Notes  sur  la  stéréométrie. 
Sur  une  machine  hydraulique. 
Correspondance  de  Kepler. 

TOMK  VI. 

Précis  de  TAstronomie  de  Copernic, 

Tables  Rudolpliines. 

Discussion  des  observations  de  Regiomontan  et  de  Walther. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  VII. 

Description  de  la  comète  de  1607. 

Chiliade  de  logarithmes.  Invention  et  usage  des  logarithmes. 

De  la  figure  hexagonale  de  la  neige. 

Divers  extraits  des  manuscrits  de  Poulkowa. 

Correspondance  de  Kepler. 

Tome  VIII. 

Paemiâre  Partie.  —  Traduction,  en  latin,  du  Traité  de  la 
Lune,  par  Plutarque. 

Élégies,  pièces  de  vers,  discours,  mélanges,  etc.,  extraits 
des  manucrits  de  Poulkowa. 

Deuxième  Partie.  —  Histoire  de  l'Astronomie  au  xvi*  siècle. 

Biographie  de  Kepler. 

Lettres  de  Kepler. 

Table  des  matières. 

L'Ouvrage  renferme  de  nombreuses  figures  dans  le 
texte,  un  autographe  et  le  portrait  de  Kepler,  des  vî- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(3y) 
gaeltes  allégoriques,  des  noies,  des  commealaires  et  des 
éclaircissements  rédigés  en  latin  par  les  éditeurs.  Rien, 
en  un  mot,  n'a  été  épargné  pour  donner  à  ce  vasle  en- 
semble toute  la  perfection  désirable . 

H.  BaocARD. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  34 

(  Toir  i'*  série,  t.  1,  p.  3gj  ). 

Si,  d^un  point  situé  sur  une  surface  algébrique  de 
degré  m,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sw*  un  sys- 
tème de  plans  fixes,  le  lieu  géométrique  des  points  de 
moyenne  distance  des  pieds  des  perpendiculaires  est 
une  surface  algébrique  de  même  degré  m. 

Soient  \y  yj,  X^  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu,  n  le 
nombre  des  plans  fixes,  x,  /,  z  les  coordonnées  du  pied 
de  l'une  des  perpendiculaires  abaissées  sur  l'un  des 
plans  dont  l'équation  est  en  coordonnées  rectangulaires 

xcOSa  -h/COSp  H-  2COS7  — pz=zQu, 

X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  la  surface 

/(X,Y,Z)rr:0, 

d'où  sont  issues  toutes  ces  perpendiculaires  ;  on  a 

«gr=2j:,      nr.^^l^Xt      wÇ^^2z. 

Les  coordonnées  or,  y^  z  vérifient  d'abord  l'équation 
du  plan 

arcosa -t-jcosp -h  r  COS7  --y?r=:o. 
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puis  celle  de  la  perpendiculaire 

cosa  cosp  COS7  ' 

en  sorte  que,  de  ces  trois  équations,  l'on  tire 

X  =  X —  PcOSa,      J=:Y— PCOSP,       Z  =  Z—  PCOS7, 

en  posant,  pour  abréger, 

P  =  XcosaH- Ycosp-h  Zcosy— /;. 

Ajoutons  les  équations  analogues  relatives  aux  diffé- 
rents plans,  nous  aurons 

/i  Ç  =  ix^=  «X  —  2  P  cos«  I 

n7i=zly:=:inY  —  iPcos^, 
«Ç=  Iz  =z  nZ  —  2PCOS7. 

De  ces  équations  on  tire  X,  Y,  Z  exprimés  linéaire- 
ment en  ^,  y],  Ç  et,  en  portant  dans  Téquation 

/(X,Y,Z)  =  o 

de  degré  m,  on  obtient  une  équation  de  même  degré  en 
^,  y},  ^,  qui  est  Téquation  du  lieu.  Cn.  B. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  H.  Brocard. 


Question  1099 

(  voir  »«  •érto,  l.  XI,  p.  480, et  l.  XII,  p.  soo  ); 

Pab  m.  moret-blang. 

Sur  chacun  des  côtés  d*un  quadrilatère  circonscrip^ 
tible  on  construit  deux  triangles  isoscèles  semblables. 
Soient  a,  P,  7,  d  les  points  de  rencontre  des  hauteurs 
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des  triangles  extérieurs,-  a',  (3',  y\  $'  ceux  des  hau- 
teurs des  triangles  intérieurs, 

i®  Les  médianes  des  deux  quadrilatères  a^y3^ 
a'^'y'd'  se  coupent  en  un  même  point  qui  est  leur  mi- 
lieu. 

a**  Les  médianes  du  quadrilatère  a^yi  se  coupent  à 
angle  droit. 

3°  Dans  le  clos  du  triangle,  un  des*sommets  du  Qua- 
drilatère donné  devient  le  point  de  contact  de  l'un  des 
côtés  du  trimngle  as^ec  le  cercle  inscrit.  Les  deux  pro- 
priétés précédentes  subsistent. 

On  demande  quand  les  trois  conditions  sont  rem- 
plies. (H.  BnociKD.) 

1^  Soit  G  le  point  de  concours  des  médianes  du  qua- 
drilatère donné,  situé  au  milieu  de  chacune  d'elles,  et 
centre  de  gravité  de  quatre  masses  égales  placées  aux 
quatre  sommets  du  quadrilatère.  La  somme  algébrique 
des  projections  des  quatre  demi-médianes  sur  un  axe 
quelconque  passant  par  G  est  égale  à  zéro.  Les  droites 
qui  joignent  les  extrémités  de  ces  médianes  respective- 
ment aux  points  a,  P,  y,  d  ou  a',  P',  /,  ô'  peuvent  être 
regardées  comme  représentant  des  forces  égales  appli- 
quées aux  milieux  des  côtés  du  quadrilatère  donné,  per- 
pendiculaires et  proportionnelles  à  ces  côtés,  dirigées 
tontes  vers  Textérieur  ou  vers  Fintérieur-,  on  sait  que 
ces  forces  se  font  équilibre,  et  par  conséquent  la  somme 
de  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  passant  par  G 
est  identiquement  nulle;  il  en  est  donc  de  même  de  la 
somme  des  projections  des  droites  qui  joignent  le  point  G 
soit  aux  sommets  du  quadrilatère  a(3ydy  soit  à  ceux  du 
quadrilatère  a'|3'y'3^.  Donc  ce  point  est  le  centre  de 
gravité  de  quatre  masses  égales  placées  aux  sommets  de 
Tan  quelconque  de  ces  deux  quadrilatères,  et,  par  suite, 
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(4a) 
il  est  le  point  de  concours   des  médianes  de  chacun 
d'eux  et  le  milieu  de  chacune  d'elles. 

Cette  première  partie  du  théorème  a  donc  toujours 
lieu  (*). 

2®  Pour  que  les  médianes  du  quadrilatère  a^yd  se 
coupent  à  angle  droit,  il  faut  et  il  suffit  que  les  dia- 
gonales ay  et  (3d  soient  égales,  car  alors  les  médianes 
sont  les  diagonales  d'un  losange. 

Le  carré  d'une  droite  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
de  ses  projections  sur  deux  axes  rectangulaires. 

Supposons  que  a,  |3,  y,  $  soient  les  points  de  con- 
cours des  hauteurs  des  triangles  isoscèles  construits  res- 
pectivement sur  AB  =  a,  BC  =  i,  CD  =  c,  DA  =  d, 
et  que  2Ci)  soit  l'angle  au  sommet  des  triangles  isoscèles. 

En  projetant  ay  sur  AD  et  sur  une  perpendiculaire 
à  AD,  puis  sur  BC  et  sur  une  perpendiculaire  à  BC,  et 
ajoutant  les  résultats  pour  plus  de  symétrie,  on  a 

—        ,         ,         a^-h  c^ 
aav'  =  a^  -h  b^-\ 

'  2C0S'U 

A^B  —  C  —  D        A  —  B-hC— D 

2ac  cos     —  cos        -     -     — 

2  2 

_j 

2  COS'û) 

ad  COS  [  A  -r-o))        abcos{B-ht^) 
cosu  cosw 

èrcosfCn-w^       crfcosfD  +  w" 


C0S6> 


On  trouve  de  même,  en  projetant  (îcî  sur  AB  et  sur 
une  perpendiculaire  à  AB,  puis  sur  CD  et  sur  une  per- 


C*)  M.  Pellissier  fait  également  remarquer  que  cette  proposilion  û 
Heu  pour  un  quadrilatère  quelconque. 
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pendiculaire  à  CD, 


2jj(î-  =  tf»  -f-C--h 


2COS'a> 


B  +  C~D  — A       A-Bh-C  — D 

2  bu  cos cos 


-H  ■ 


2C0S'6> 

<7// COS (  A -I- w )        nb cos{B   b  0}) 

cos  Ci  COSu> 

^ccos{C-hw)        cci cos(D  ~h  ùi) 

COS6>  COSW 


t 


Égalant  ces  deux  valeurs  cl  multipliant  par  2cos'a), 
il  vient 

(acos'w  —  i)(^'  -H^/'  — û'  —  c*) 

Ar-B  4-C— D 
m  2  COS 

/,  ,        B-^C  — D  — A  A   î-B  — C— D\ 

X  1  od  cos -  «ccos • 

\  9.  2  / 

Or 

2C0S-6>  —   I  r^  COS2  0>, 

et,  le  quadrilatère  ABGD  étant  circonscriptible, 

b-\-d=:a-\C9 
d'où 

b^  -{-  d^  —  a^  —  c^  =z  !i[ac  —  bd]  ; 

la  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 

I  cos26>(tf  c —  bd) 

\                A  — B-hC  —  D 
'     =  cos 

■1      •  2 

i  ^_,       B4-C  — D-^A  A-f^B-C-^DX 

X    l  WCOS ÛTCCOS 1  9 


'       x( 
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d'où 


C0S2U 


A— B4-C  — D/^^      B4-C— D  — A  AH-B  — C  — D\ 

cos 1  àdcos —  accos 1 


JB^^-DA 


ac  —  bd 

Tel  doit  être  Tangle  au  sommet  des  triangles  isoscèles 
pour  que  la  deuxième  condition  soit  remplie. 

La  relation  (i)  est  satisfaite,  quel  que  soit  20),  lorsque 
le  quadrilatère  donné  est  un  losange. 

Si  A  =Ç,  la  relation  précédente  se  réduit  à 

A  —  B  +  C— D        B— D 
C0S7»  =  —  cos cos • 


Pour  le  quadrilatère  a'jS'y'd',  il  faut  changer  le  signe 
de  co,  ce  qui  ne  produit  aucun  changement  dans  la  for^ 
mule  définitive.  • 

3®  Dans  le  cas  d'un  triangle  ABC  circonscrit  à  un 
cercle,  le  sommet  D  devient  le  point  de  contact  du 
côté  AG;  tous  les  raisonnements  précédents  subsistent 
en  faisant  D  =  a  droits.  La  formule  (i)  devient 


.    A-Bh-C 
sin 


COS20A  = 


(l^  .    B+C  — A  .    A-+-B  — C\ 

I  bdsm ac sm 1 

\ a  2 ) 


ac  —  bd 


ceid  étant  les  deux  segments  du  côté  AC. 
Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a 


C0S2»  =  —  siû'So®  =  —  7- 
4 
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Questions  1218  ei  1219 

(  Totr  s*  lérle ,  l.  XYl,  p.  48}  : 

Par  m.  C.  MOREâU, 

Capitaine  d'artillerie,  à  Calais. 

1218.  Pour  tout  nombre  impair  p^  on  peut  poser 

/>=:P-f-Q-f-R-f-S, 

P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers,  dont  trois  ont  une  somme 
algébrique  égale  à  un  carré.  (S.  Realis.) 

Tout  nombre  impair  est  la  somme  de  quatre  carrés 
dont  deux  sont  égaux  -,  on  a  donc 

et  Ton  obtient  la  décomposition  suivante  : 

X^-hj^-h  2»'  Z=[x  -hz)(x-—z)-h{X'^  Z)  [Z  -h/) 

4-  (4?  H-  z)  (z  — ^)  -4-  (/' -h  z»  —  axz), 
qui  satisfait  aux  conditions  imposées. 

1219.  Pour   tout   nombre  entier  p^  de   l'une   des 
Jormes 

4/1 -4- 1,     ^n-i-Hf    8/14-3, 

on  peut  poser 

p=:V  4-Q-f-R  4- S, 

yK,»=P»4-Q'4-R»4-S% 

P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers,  tels  que  la  somme  algé- 
brique 

P4'Q4-R-f-3S 

soit  égale  à  un  carré,  (S.  Réalis.) 

Tout  nombre  de  Tune  des  formes  4«"t-ï>4«-H3î 
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8/s  -t-  3  est  la  somme  de  trois  carrés  ;  cm  a  donc 

ei  l*on  obtient  la  décomposition  soivanle  : 

JT^  —  j^'  -i-  «*  r=   x*  —  zy   —    r'  —  JTZ 

-^    «-  —  JTjr    —    Jnr  -r-  JCZ -r-  J-Z 

qni  satisfait  aox  conditions  de  renoncé. 
Question  1230 

'foir  X*  féri»,  L  XTl,  p.  1)9'; 

Par   m.    BERTHOMIEU, 
ÉlèTe  do  lycée  de  Bordeaux. 

Soient  O  un  point  fixe  dans  le  plan  du  cercle  PQR, 
et  OPQ  une  sécante  sur  laquelle  on  prend  un  point  S, 
de  manière  que  0S  =  XOP-f- llOQ  [X  et  yi  étant  des 
constantes)  5  démontrer  que  l'eni^eloppe  d'une  perpen^ 
diculaire  à  PQ,  menée  par  le  point  S,  est  une  conique, 

(R.-W.  Gehese.) 

Soient  C  le  centre  du  cercle,  a  son  rayon,  et  OC  =  c. 

Prenons  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires 
le  point  O,  et  pour  axe  des  x  la  droite  OC^  le  cercle 
sera  alors  représenté  par  Téquation 

et  la  droite  OS  par 

cosa       sina       "* 
en  sorte  que  OP  et  OQ  sont  racines  de  Téquation 
p'  —  2rp  co8|x  -f  c*  —  fl'  =  o; 
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on  a  donc 

OP  ^-  cco^OL  -1    v^û'cos*a-F  [a?  —  c^)  sin'a, 


OQ  —  c  cosa  —  ^a^  cos'a  +  f  «*  —  c')  sin'a, 

el  par  suite 

OS~^OP-f-fxOQ 

1^  c(Xh-  ,a)  cosa  4-  (> —  w.)  ^/i^cos'a  -^  ;a'  — c')  sin'a; 

la  perpendiculaire  à  PQ,  menée  par  le  point  S,  a,  par 
conséquent,  pour  équation 

[j:—  c(X-f-  fx)]cosa  -l-jrsina 


r:-:  (X—  f*)  y'rt'cos^a  -f-  [a^  —  c'jsin'a. 

Sons  celte  forme,  on  voit  qu^elle  est  constamment  tan- 
gente à  la  conique 

«i(X  — p)2       "^  (rt'— c»)(X  — f*)^  "      ' 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  «]>c,  c'est-à-dire  si  le  point  O  est  intérieur  au 
cercle  PQR,  l'enveloppe  est  une  ellipse^  si  a<[  c,  c'est- 
à-dire  si  le  point  O  est  extérieur  au  cercle,  l'enveloppe 
est  une  hyperbole. 

Dans  le  cas  particulier  où  fji  r=  o  et  X  ==:  i,  l'enveloppe 
a  pour  équation 

a^  û»  —  c»         ' 

ce  qui  démontre  cette  proposition  connue  : 

Si^  par  un  point  O,  on  mène  des  rayons  vecteurs  à 
un  cercle  C,  l'enveloppe  des  perpendiculaires  élei^ées  à 
ces  rayons  par  leurs  extrémités  est  une  conique  qui  a  le 
point  O  pour  foyer  et  le  cercle  C  pour  cercle  pnn^ 
cipal. 

Note.  —  La  m6me  question  a  été  résolae  par  MM.  Gh.  Brunok,  élèTe 
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du  lycée  de  Dijon;  H.  Picat,  élève  du  lycée  de  Grenoble;  A.  Mnfikt, 
élève  du  lycée  de  Lyon;  Barthe,  élève  du  lycée  de  Bordeaux;  H.  Des* 
soudeiz,  élève  du  lycée  de  Bordeaux  ;  G.  Lambiotte,  élève  de  l'École  des 
Mines  de  Liège;  E.  Paturet;  H.  Lez;  B.  Launoy  ;  E.  Ambert,  maître  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Montpellier;  P.  Cassani,  professeur  à  rinstitut 
technique  de  Venise;  P.  Sondât;  B.  Roba^lia  ;  M.  Couette;  Jamet,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Saint-Brieuc. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE    PAR    M.    MORET-BLAK C • 

Soît  Â  un  point  quelconque  du  plan.  Abaissons  sur 
OPQ  la  perpendiculaire  AV  el  joignons  AS.  Pour  chaque 
position  de  la  sécante,  on  a  un  rayon  AV  et  un  rayon  AS  ^ 
ces  rayons,  qui  se  correspondent  un  à  un,  forment  deux 
faisceaux  homographiques,  dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  A  à  l'en- 
veloppe. Celte  enveloppe  est  donc  une  courbe  de  seconde 
classe  et  par  conséquent  une  conique. 

Si  le  point  O  est  intérieur  au  cercle,  la  conique  a  des 
tangentes  parallèles  à  toutes  les  directions  :  c'est  une 
ellipse.  Si  le  point  O  est  au  centre  du  cercle,  les  tan- 
gentes à  l'enveloppe  sont  équidistantes  du  centre  :  l'en- 
veloppe est  un  cercle  concentrique  au  premier. 

Si  le  point  O  est  extérieur  au  cercle,  les  tangentes  à 
l'enveloppe  sont  perpendiculaires  aux  droites  menées  du 
point  O  dans  l'angle  TOT' des  tangentes  au  cercle  :  cette 
enveloppe  est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  perpendiculaires  aux  droites  OT,  OT'. 

Si  le  point  O  est  sur  la  circonférence,  ou  si  ^  =  ft,  le 
lieu  du  point  S  est  une  circonférence  passant  par  O; 
l'enveloppe  est  le  point  de  cette  circonférence  diamé- 
tralement opposé  au  point  O. 

Note,  —  M.  Laisant  a  résolu  la  question  par  la  méthode  des  équipol- 
lences. 
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PRÉFACE. 

Depuis  le  commencement  de  ce  siècle,  la  Physique  a  été  renou- 
velée dans  son  ensemble.  Fresnel  a  établi  la  Théorie  de  la  Lu- 
mière, Ampère  celle  du  Magnétisme;  Tétude  des  vibrations 
sonores  a  été  considérablement  accrue;  on  a  reconnu  que  l'en- 
semble des  radiations  émises  par  les  corps  échauflës  se  distingue 
par  des  réfrangibilités  croissantes,  non  par  des  changements  de 
nature  et  d'essence,  et  que,  par  conséquent,  les  diverses  chaleurs 
rayonnante»,  les  lumières  de  couleurs  différentes  et  les  rayons 
chimiques  ne  sont  que  les  notes  distinctes  d'une  série  de  gammes, 
et  ne  diffèrent  que  par  leur  durée  de  vibration.  Dans  les  der* 
nières  années  enfin,  on  a  démontré  qu'un  nombre  donné  de  cal  T- 
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rîes  peut  se  transformer  en  une  quantité  équivalente  de  travail 
mécanique  et  réciproquement,  et  que  la  Chaleur,  autrefois 
appelée  statique  et  considérée  comme  un  fluide,  n'est  autre  chose 
que  la  somme  des  forces  vives  qui  animent  les  molécules  des  corps 
chauffés.  L'ensemble  de  ces  remarquables  progrès  a  fait  justice 
d'anciennes  hypothèses,  et  la  Physique  n'est  plus  ou  ne  sera 
bientôt  plus  qu'une  Mécanique  rationnelle  où  les  forces  natu- 
relles exercent  leur  action  sur  les  substances  pesantes  et  sur  tm 
milieu  spécial  et  unique,  qui  se  nomme  Véther. 

Cependant  les  Traités  élémentaires  semblent  prendre  à  tâche 
de  dissimuler  ces  idées  générales,  et  de  se  contenter  de  détails 
sans  liaison  :  le  Magnétisme  est  toujours  représenté  comme  dépen- 
dant d'un  fluide  ^  la  Chaleur  est  réduite  à  des  notions  empiri- 
ques, on  professe  qu'elle  se  dissimule  et  devient  latente  i  la  Cha- 
leur rayonnante  est  prise  comme  distincte  de  la  Lumière,  et  l'on 
ne  dit  rîen  de  la  Théorie  optique. 

Le  Livre  élémentaire  que  j'offre  aujourd'hui  au  public  est 
conçu  dans  un  esprit  différent.  Dès  les  premiers  mots  je  démontre 
que  la  Chaleur  est  un  mouvement  moléculaire,  et  cette  idée 
guide  ensuite  le  lecteur  dans  toutes  les  expériences  et  les  ex- 
plique. La  terre  et  les  aimants  n'étant  que  des  solénoïdes,  je  fais 
dépendre  le  Magnétisme  de  l'Electricité .  L'Acoustique  montre 
dans  leurs  détails  les  vibrations  longitudinales,  transversales, 
circulaires  et  elliptiques;  elle  prépare  à  l'Optique.  Cette  dernière 
Partie  enfin  est  l'étude  des  vibrations  de  toute  sorte  qui  se  pro- 
duisent dans  Féther*,  les  interférences  et  la  polarisation  sont 
expliquées  de  la  manière  la  plus  élémentaire,  et  la  Théorie 
vibratoire  est  rendue  accessible  à  tous. 

J'ose  espérer  que  les  modifications  que  je  propose  dans  l'ensei- 
gnement de  la  Physique  seront  approuvées  par  mes  Collègues, 
et  qu'elles  seront  profitables  aux  Elèves  en  les  délivrant  de  ce 
que  les  savants  ont  abandonné,  en  élevant  leur  esprit  jusqu'à  de 
plus  hautes  conceptions,  en  leur  montrant  l'ensemble  philoso» 
phique  d'une  science  déjà  très-avancée  et  qui  semble  toucher  à 
son  terme.  J.  J. 
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Cbap.  I.  —  Faits  généraux;  théorib  et  production  de  l'électricité.  —  Premiers 
efiÎBt».  Conductibilité.  Deux  états  électriques.  Deux  fluides.  Les  machines  électriques. 
Cba».  II.  —  Mesure  des  actions  électriques.  —  Lois  des  attractions  et  des  ré- 
pulsions. Lois  de  la  déperdition.  Lois  de  la  distribution. 

Cbap.  III.  —  Phénomènes  d'influence.  —  Théorie  de  l'influence.  Théorie  de 
rétlncelle.  Théorie  des  mouvements  électriques. 

Cbap.  IV.  —  Multipucation  et  condensation  de  L'ÉLECTRiaTÉ. 

Cbap.  V.  —  Météores  électriques.  —  Électricité  de  l'atmosphère.  Orages. 

LIVRE  IV.  —  ÉLECTRO-DYNAMIQUE. 

Cbap.  I*  —  Origine  et  tuéorie  chimique  des  courants.  —  Force  électromotrice. 
Son  eflét  ;  sa  mesure.  Couple  et  pile  thermo-électriques.  Toute  action  chimique 
développe  une  force  électromotrice.  Idées  théoriques.  Premier  type  des  piles. 

Cbap.  IL  —  Travail  chimicsb  des  courants.  —  Électrolyse.  Loi  de  Faraday.  Po- 
la.risatlon  des  électrodes.  Pile  à  courant  constant. 

Cbap.  111.  —  Lois  de  0dm.  —  Cas  des  piles  thermo-électriques.  Cas  des  piles 
faydro-électriques.  Mesure  des  conductibilités  électriques.  Mesure  des  forces  élec- 
tromotrices. 

Cbap.  IV  —  Loi  de  Joule.  —  Mesure  de  la  chaleur  dé{;agée  dans  les  conduc- 
teurs. Température  du  circuit.  L'arc  électrique. 

CcAP.  V.  —  Lois  d'Ampêri. 
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LIVRE  V.  —  ÉLECTRO-MAGNÉTISME. 

CiHLP.  I.  —  TiiÊOBiE  ET  coMSTiTCTioN  DES  AIMANTS.  —  Les  aîmants  sont  des  soie- 
iioîdes.  Action  des  courants  sur  les  aimants.  Phénomènes-  d'influence.  Procédés 
d'aimantation.  Aimantation  par  la  Terre. 

Cbap.  II.  —  Mesckb  des  actions  magnëtiqdes.  —  Loi  des  attractions  et  des  répui» 
sioDS  magnétiques.  Loi  de  la  distribution  magnétique.  Substances  magnétiques 
et  diamagnétiques. 

Cbap.  ÎII.  —  Magnétisme  terrestre.  —  L'action  de  la  Terre  se  réduit  à  un  couple. 
Mesure  de  la  déclinaison.  Mesure  de  l'inclinaison  et  de  l'intensité.  État  magnétiqua 
du  globe. 

Chap.  IV.  —  De  l'induction.  —  Induction  dans  les  fils.  Loi  de  Lens.  Induction 
dans  les  masses  conductrices.  Contre-courant,  extra-courant.  Quantités  et  tensions 
des  courants  induits.  Inductions  de  divers  ordres. 

CiiAP.  V.  —  Electrogénératecrs.  —  La  machine  de  Ruhmkorff.  Étincelle  d*in- 
'  duction.  Machines  dynamomagnétiques. 

Chap.  VI.  —  Moteurs  électriques  et  télégeaphes. 

LIVRE  VI.  —  DE  L'ACOUSTIQUE. 

Cbap.  I.  —  De  l'évaluation  numérique  des  sons.  —  Vibrations.  Leur  ori^rine. 
Leur  transmission.  Mesure  du  nombre  de  vibrations.  Lois  numériques  des  accords 
musicaux. 

Chap.  II.  —  Comment  si  propagent  les  vibrations.  —  Dans  un  cylindre  indéfini. 
Dans  un  milieu  indéfini.  Réflexion  des  ondes  sonores. 

Chap.  III.  —  Vibrations  longitudinales.  —  Réflexion  aux  extrémités  d'un  cylin- 
dre. Les  tuyaux  sonores.  Vibrations  longitudinales  des  verges  et  des  cordes. 

Chap.  IV.  -~  Vitesse  du  son  longitudinal.  —  Mesure  directe  de  la  vitesse  du 
son.  Mesure  indirecte  de  la  vitesse  du  son.  Vitesse  théorique  du  son. 

Chap.  V.  —  Vibrations  transversales.  —  Cas  des  cordes  flexibles.  Cas  des  vergos 
rigides. 

Chap.  VI.  —  Vibrations  composées.  —  Superposition  de  deux  vibrations  de  même 
durée.  Les  plaques  vibrantes.  Superposition  de  deux  vibrations  de  durée  inégale. 
Superposition  des  vibrations  rectangulaires. 

Chap.  VII.  —  La  voix  et  l'ouïe.  —  Le  timbre.  La  voix  humaine.  L'oreille. 

LIVRE  VII.  —  DE  L'OPTIQUE. 

Chap.  I.  ~  Mouvement  lumineux;  sa  vitesse. 

Chap.  II.  —  Réflexion;  réfraction;  théorie  ondulatoire. 

Chap.  III.  —  Miroirs  et  lentilles. 

Cbap.  IV.  —  Instruments  d'optique.  —  Instruments  d'optique  simples.  Théorie 
des  instruments  composés.  Grossissement.  Clarté.  Lunettes,  télescopes,  microscopes. 

Chap.  V.  —  Le  spectre.  —  Théorie  du  prisme.  Spectre  lumineux.  Raies  du 
spectre.  Mesure  des  indices.  Spectre  calorifique.  Spectre  chimique. 

Cbap.  VI.  —  Transmission;  réflexion;  diffusion.  —  Transmission  des  rayons 
simples.  Transmission  des  faisceaux  complexes.  Expériences  de  Melloui.  Réflexion. 
Difl'usion. 

Chap.  Vil.  —  Émission;  absorption.  —  Loi  générale  de  l'émission.  Émission  des 
chaleurs  obscures.  Émission  de  la  lumière.  Spectres  des  flammes.  Analyse  spec- 
trale. Absorption.  ' 

Chap.  VIII.  —  Transformation  des  radiations.  —  Phosphorescence.  Fluorescence. 
Photochimie.  Photographie. 

Chap.  IX.  —  Les  interférences.  —  Principe  des  interférences.  Diflraction.  An- 
neaux colorés. 

Chap.  X.  —  Polarisation  et  direction  des  vibrations.  —  Propriétés  des  rayons 
polarisés.  Direction  des  vibrations  lumineuses.  Réflexion  et  réfraction  de  la  lumière 
polarisée. 

Chap.  XI.  — Double  réfraction  uniaxiale.  —  Théorie.  Vérifications.  Applications. 

Chap.  XII.  —  Vibrations  elliptiques.  —  Théorie  générale.  Couleurs  des  lames 
minces  cristallisées.  Cas  d'une  lame  normale  à  l'axe. 

Chap.  Xlll.  —  Rotation  du  plan  des  vibrations.  —  Polarisation  rotatoire. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES  GRANDS-AUGUSTINS,    55,   A  PARIS. 

PUBI^ICATIOUrS    PJÉRIOBIQIJES. 

(  Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  Janvier.  ) 

YAMUAUËS   SCISVTXFXQUES    DE    X.'iSCOUS     MOaKAUa    SUPÉ. 

BIEUKC  ln-4;  mcusuel.  2^  série,  t.  VU;  1878. 

Paris 3o  fr.    1    Etats-Unis 87  fr. 

Dép**  et  Union  postale..     35  fr.    |    Autres  pays 4^  ^i** 

Les  7  Tolamea  de  la  i**^  Série>  1664-1970  se  vendent i5o  fr. 

BUZiUmX  BB  lUL  SOCZéré  FRASTÇAISE  de  »aOTOGaA»BXB. 

Grand  in-8;  mensuel.  ^^^  Année i  1878. 

Paris  et  les  départements,  la  fr.  —Etranger,  i5  fr. 
On  pent  se  procurer  &  la  même  Librairie  les  années  antérieures,  sauf  les 
innées  i855  et  i856,  au  prix  de  12  fr.  Tune,  —  les  numéros  séparés  au  prix  de 
I  fr.,  —  et  la  Table  déeennale  par  ordre  dé  matières  et  par  noms  d^auteurs 
des  tomes  1  à  X  (i855  à  i854)>  an  prix  de  1  fr.  ho  c. 

7BUX.X.Erar  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES  ET  AST&OMO- 
KIQUES,  rédige  par  MM.  Uarboox  ,  HoCel  et  TANifERTavee  la  collaboration 
de  pTusiears  savants,  sous  la  direction  de  la  Commission  des  Oauies  Études. 
Gr.  in-8;  mensunl.  a*  Sébie,  tome  11  (en  deux  Parties)  ;  1878. 

Paris.. .-r .     18  fr.    |    Euti>-Dnis aa  fr. 

I>ep**  et  Union  postale..     20  fr.    |     Autres  pays ^4  ^^* 

La  l*"*  Série,  tomes  I  à  XI,  1870  à  187G,  se  vend 90  fr. 

COBKPTSS  REXTDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES  DE  I.*ACA- 
DEMIE  DES  SCIENCES.  lo-4;  hebdomadaire.  Tomes  LXXXVl  et 
LX  XXVII;  1878. 

Paris:  ao  fr. 

Dcparteraents 3o  fp.    I    Etats-Unis 45  fr« 

Union  postale 34  fr.    |    Autres  pays 65  fr. 

tJOUBJtAX.  DE  MATHÉMATIQUES  PURJBS  ET  APPUEQUÉES,  fondé 
par  M.  Liouville  et  rédigé  par  M.iieiai,  depuis  1875.  ln-4;  mensuel.  iJ«  Série, 
tome  IV;  1878. 

Paris 3o  fr.    1    Etats-Unis 37  fr. 

Dép*»  et   Union  postale. .     35  fr.    |    Autres  pays l\o  Ît, 

l*"*  Série,  ao  volumes  in-4«  années  i836  à  i855  (au  lieu  de  600  fr.)    I^oo  fr. 

Cbaqne  volume  pris  séparément  (au  lieu  de  3o  fr.) a5  fr. 

a*  Siérie^  19  volumes  in-4,  annceB  i856  à  1874  (au  lieu  de  670  fr.)     38o  fr. 
Cbaque  volume  pris  séparément  (  au  lieu  de  3o  fr.) a5  fr. 

JOUB.NAX.  DE  PHYSIQUE  THÉORIQUE  ET  APPI.IQUÉE,  publié 
par  M.  itAlmeida.  Grand  in-8,  mensuel.  Tome  VII ^  1878. 

Paris IQ  fr.    1    Etats-Onis 16  fr, 

Dépt*  et  Union  postale  .     14  fr.    |    Autres  pays 17  fr. 

JOURNAX.  DES  ACTUAIRES  FRANÇAIS  ,  publié  par  le  Cercle  des 
Actuaires.  Grand  in-8,  trimestriel. Tome  VU;  1878. 

Paris  et  Départements .       20  fr.    1    Etats-Unis 7^  Ît, 

Union  postale 22  fr.    |    Autres  pays a5  fr. 

tNOUVEIXES  ANNAI.es  DE  MATHÉMATIQUES,  rédigées  pur 
MM.  Gerono  et  Brisse.  In-8;  mensuel,  a*  Série,  t.  XVil;  1878. 

Paris,. l5  fr.    1    Etals-Unis 19  fr. 

Dcp**  et    Union   pobtaie.     17  fr.    |    Autres  pays 30  fr. 

X'*  Sérîsy  ao  vol.  in-8,  années  1842  &  1861 340  fr . 


On  se  charge  des  abonnements  à  toutes  les  publications  scientifiques  de  la  France 
et  de  l'Etranger, 
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(Deuxième  Série.)—  JTaiiYier   1878. 


TABLE    DES     MATIÈRES. 


JTanvier  1878. 

Pa^es. 
Sur   les  coordonnées  des  points  et  des  droites  dans  le  plan,  des 

.  points  et  des  plans  dans  l'espace;  par  M.  Casorati 5 

Sur  la  résolution  des  équations  numériques;  par  M.  Lagurrre, . .  ao 
Détermination  analytique  des  foyers  dans  les  sections  coniques;  par  . 

M.  ^.  G '. a6 

Concours  d'admission  à  TÉcole  Centrale,  i'*"  session  (juillet  1897).  39 

Concours  d'admission  à  rÉcoleCenirale.  2°  session  (octobre  1877.)  3i 

Bibliographie 34 

Solution  de  Ja  question  34'  P^''  ^^*  ^^'-  ^ ^9 

Solution  de  la  question  1009;  par  M.  Moret-Btanc ^o 

Solution  des  questions  1210  et  12 19;  par  M.  C,  Moreau ,  4^ 

Solu  tion  de  la  q  ueslion  1 23o  ;  par  M  M .  Berthomieu  ex  Morei-  Blanc .  4^ 


LiBRiiiRiE  DE  GAUïHIER-VILLARS,  quai  dbs  Augustins,  55. 


PRÉFECTURE  DE  LA  SEINE.  —  Assainissement  de  la  Seine.  Utilisation 
et  épnration  des  eaux  d'égont.  4  volumes  in-8  jésus,  avec  17  planches. 

dont  10  en  chromolithographie;  1876-1877 26  fr. 

On  vend  séparément  : 
Les  3  premiers  volumes  :  Documents    administratifs,  ln-8  jésus, 
avec  9  planches  dont  4  en  chromolithographie.  —  Enquête.  In-8  jésus. 
avec  3  planches   en   chromolithographie.  —  Annexes.  In-8  jésus,  avec 

5  planches  dont  3  on  chromolithographie  ;  1876 20  fr. 

Le  4'  volume  :  Documents  anglais.  In-8  jésus  ;  1877 6  fr. 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  aujourd'hui  contient  les  ]irojet8  établis  en  vue 
de  l'assainissement  de  la  Seine,  par  les  inf^énieurs  de  la  Ville  de  Paris  et  par 
divers  autres  in(jénieurs;  il  reproduit  de  plus  les  enquêtes  qui  ont  été  ouvertes, 
ainsi  que  les  Procès-verbaux  des  séances,  et  le  Ropport  de  la  Commission 
nommée  por  M.  le  Préfet  de  la  S^ine  (M.  £/.  Roulcy^  Membre  de  l'Institut,  j 
président.  —  M.  Schlœsing,  rapporteur.     -M.  Orsat,  secrétaire). 

Cette  Commission  s'est  préoccupée,  u près  ses  études  faites,  de  la  pensée  d'é- 
clairer l'opinion  publique  sur  les  questions  complexes  qui  se  rattachent  au  dé- 
versement des  eaux  d'é^out  hors  de  la  ville,  après  les  avoir  dépouillées  de  leurs 
impuretés  d'une  manière  complète,  c'est-à-dire  essentiellement,  et  non  pas  seu- 
lement en  leur  donnant  par  un  simple  filtrage  une  pureté  qui  n'est  qu'apparente. 
Pour  réaliser  ces  intentions,  la  Commission  a  consacré  la  principale  partie  de 
son  Rapport  à  V exposé  des  notions  générales,  scientifiques  et  pratiques ,  dont  elle 
s'est  inspirée,  et  qu'elle  croit  indispensable  de  répandre  pour  substituer  aux 
préju{jés,  qui  dominent  aujourd'hui  un  trop  grand  nombre  d'esprits,  des  con- 
naissances certaines  sur  le  mécanisme  de  l'épuration  des  eauxd'égoutpar  lesol, 
et  sur  les  grands  profils  que  l'agriculluro  peut  retirer  de  leur  emploi  sans  que 
la  santé  publique  soit  en  aucune  façon  compromise. 

En  un  mot,  cet  Ouvrage  renferme  une  étude  complète  do  la  question  si  im- 
portante de  l'épuration  et  de  l'utilisation  des  eaux  d'égout  des  grands  centres 
de  population. 

4183  Parb.  -  liuprimene  (1«  GAL  llIiLK-VlL.LAiU),  quaI  de»  AuguolU»,  &&. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER- VILLARS,, 

«OAl     BBS    AtrOOSTIRt,     55,     à.    PAIK. 


NOUVELLES  ANNALES  DE  HATUEMATiQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 
AUX    .A0OI.SS,    FO|LVTBCHMI99S     Ht   .  tT.OaHà&B^ 

EfoiGÉ  »AR 

M.  GERONO, 

ftétmêVÊt  im  MalMmttlqiat,  . 
BT 

M.  Ch.  BRISSE, 

RépéUtonr  à  PEcolt  P«lf  lechnlqoe,  Afrégé  de  rUilvtr»lt«. 


Vablioation    fondée    en    1842    par   KM.    Gtorono    et   Terqueui 
et  oontinuée  par  KM.  Gerono,  Frouhet  et  Bourf  et. 


Les  Nowelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois  et 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  teite. 
L'année  1878  est  en  cours  de  publication. 

On  ne  peut  s'abonner  que  pour  Tannée  entière. 

L'abonnement  est  augmenté  de  3  francs  à  partir  de  l'année  1869,  et  les 
prix  pour  les  divers  pays  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu'il  suit  : 

Paris. U  fr. 

Pays  faisant  partie  de  rUnion  des  postes  (moins  Ins  États-Unis 
de  l'Amérique  du  Nord),  c'est-à-dire  Europe,  Egypte,  Maroc, 

Russie  d'Asie,  Tunisie,  Turquie  d'Asie 17 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 19 

Autres  pays 20 


20  YOlnmes  !n-8  (1842 à  1860.  ^4U  francs, payable» 
de  la  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  140  francs  resUnu  en  un 
bon  à  trois  mois  à  Tordre  de  M.  Gautbier-VilUrs,  à  partir  deTépoquede  la 
livraison  des  20  TOl urnes. 

Les  tomes  là  Vil,  X  et  XVI  à  XX  (1843-1848,  i85i  et  1857-1861) 
ne  se  Tendent  pas  séparément. 

Les  autres  tomes  oie  la  premièce  %éf\9  se'  vendent  séparément 12  fr 

La  BBUXliUKB  SÉ&XB,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chaque 
mois  par.oahier  de  48  P«fM. 

Les  tomes  I  à  V  (1862  à  1866)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  t<^mes  suivants  de  la  dei^xième  série  se  vendent  séparémenl. .  •     t5r  fr. 
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MÉMOIRE 

SUR  LÀ  REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  ET  LES  PROJECTIONS 
DES    CARTES    géographiques; 

Par  m.  a.  TISSOT, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


PRÉAMBULE. 

Objet  du  Mémoire  et  de  chacun  des  Chapitres 
en  particulier. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  de  la  défor- 
mation dans  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre,  notamment  dans  la  construction  des  cartes  géo- 
graphiques. 

Le  premier  Chapitre  traite  de  la  loi  de  la  déformation 
et  des  propriétés  générales  qui  en  dérivent.  Le  deuxième 
est  consacré  à  la  résolution  de  cette  question  :  Trouver 
le  mode  de  projection  le  mieux  approprié  à  la  représen- 
talion  plane  d  *une  contrée  particulière.  Dans  les  deux 
derniers,  on  compare  entre  elles  les  diverses  projections 
des  cartes  géographiques  au  point  de  vue  de  la  défor- 
mation. 

Nous  commençons  par  établir  en  partie  le  lemme  sui- 
vant, dont  la  démonstration  se  trouve  complétée  un  peu 
plus  loin  :  Quel  que  soit  le  système  de  projection,  il  y 
a,  en  tout  point  de  l'une  des  surfaces,  deux  tangentes 
perpendiculaires  entre  elles ^  et,  si  les  angles  ne  sont  pas 
conservés,  il  y  en  a  deux  seulement,  telles  que  les  di- 
rections qui  leur  correspondent  sur  l'autre  surface  se 
coupent  aussi  à  angle  droit.  De  là  résulte  l'existence 

Ânn.  de  l^atkémat.,  a«  série,  t.  XVII.  (Février  1 878.)  4 
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de  deux  séries  uniques  de  courbes  orthogonales  ayant 
aussi  leurs  projections  orthogonales.  En  faisant  varier 
de  toutes  les  manières  possibles  le  mode  de  succession 
des  courbes  de  chaque  série,  on  obtient  une  infinité  de 
doubles  canevas  dont  chacun  décompose  les  deux  sur- 
faces en  rectangles  infiniment  petits,  et  qui  sont  les  seuls 
à  posséder  cette  propriété  dans  le  système  de  projcctiou 
que  Ton  considère. 

La  déformation  est  soumise  à  une  loi  qui  ne  dépend 
ni  de  la  nature  des  surfaces  ni  du  mode  de  représentation 
adopté  :  Toute  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre  peut  être  remplacée,  autour  de  chaque  points  par 
une  projection  orthogonale  faite  à  une  échelle  conue- 
nable  ('^)*  Le  lemme  établi  préalablement  permet  dedonner 
de  celte  loi  une  démonstration  géométrique  très-simple. 
En  suivant  une  marche  inverse,  il  serait  facile  de  con- 
stater analytiquement  qu'un  cercle  infiniment  petit 
tracé  autour  d*un  point  quelconque  de  la  première  sur- 
face, dans  le  plan  tangent  en  ce  point,  est  remplacé  sur  la 
seconde  par  une  ellipse,  ce  qui  prouverait  autrement  la 
loi  énoncée  ainsi  que  le  lemme  (**).  De  cette  loi  découlent 
un  grand  nombre  de  propriétés  (***). 


(*)  Dans  les  figures  homograpfaiques,  les  relations  métriques  sont 
une  conséquence  des  relations  descriptives  (Mémoire  de  II.  Chasles, 
faisant  suite  à  VJpercu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des 
méthodes  en  Géométrie).  Cette  propriété  fondamentale,  dont  Abel  Tran- 
son  a  donné,  dans  les  Nouvelles  Annales,  une  démonstration  analytiquCf 
se  déduit  immédiatement  de  la  loi  de  la  déformation. 

i^**)  Cette  loi  et  ce  lemme  out  leurs  analogues  dans  la  représentation 
des  figures  à  trois  dimensions. 

C^*")  Dans  le  tome  XLIX  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Acadé- 
mie des  Sciences,  nous  avons  publié,  sans  démonstration,  les  énoncés 
de  ces  propriétés  et  celui  de  la  loi  sur  laquelle  elles  reposent.  DepniSi 
ils  ont  été  reproduits  par  M.  A.  Germain  dans  son  Traité  des  projections 
des  cartes  géographiques,  et  par  M..  Ulysse  Dini  dans  son  Mémoire  Sopra 
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Sî  l'on  adopte  comme  unité  le  rayon  du  cercle  infi- 
niment petit,  Tellipse  qui  représente  ce  cercle  et  con- 
stitue une  sorte  à' indicatrice  du  mode  de  projection  au 
point  considéré  aura  ses  dimensions  exprimées  par  des 
nombres  finis.  Connaissant  ses  axes,  on  pourra  calculer 
Tallération  éprouvée  par  un  angle  donné,  le  maximum 
dont  cette  altération  est  susceptible,  les  rapports  suivant 
lesquels  les  longueurs  se  trouvent  modifiées  dans  les 
diverses  directions,  le  plus  grand  et  le  plus  petit  de  ces 
rapports,  lesquels  sont  précisément  égaux  aux  demi-axes, 
enfin  l'altération  de  superficie.  Quant  aux  longueurs  et 
aux  directions  des  axes,  nous  établirons  les  formules  qui 
servent  à  les  déterminer  en  fonction  de  deux  coordonnées 
fixant  à  la  fois  la  position  de  chaque  point  sur  la  pre- 
mière surface  et  celle  de  sa  projection  sur  la  seconde. 

Ayant  ainsi  fourni  le  moyen  d'étudier  la  déformation 
produite  autour  de  chaque  point,  nous  résoudrons  d'autres 
questions  dans  lesquelles  il  s^agira  de  trouver  sur  les 
deux  surfaces,  soit  les  couples  de  séries  de  lignes,  soit  les 
doubles  canevas  remplissant  certaines  conditions,  par 
exemple  les  séries  de  lignes  sur  lesquelles  les  longueurs 
se  trouvent  modifiées  dans  un  rapport  constant,  ou,  plus 
généralement,  dans  un  rapport  exprimé  par  une  fonction 


aicuni  punti  délia  tcoria  délie  superficie  (Volumi  delV  Accademia 
dei  XL,  3*  série,  t.  \\  accoinpa{rDé8  de  démonstrations  propres  à  ces 
deux  auteurs,  mais  moins  simples  que  colles  que  nous  avions  en  vue  et 
<iue  nous  donnons  ici. 

M.  Dini  a  fait  voir  de  plus  que  toute  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces  peut  se  défluire  des  propriétés  générales  dont  nous  venons  de 
parler.  II  y  est  parvenu  en  les  appliquant  à  la  représentation  d'une  sur- 
face sur  une  sphère,  effectuée  d'après  la  méthode  de  Gauss,  méthode 
dans  laquelle  on  considère  comme  points  correspondants  ceux  pour  les 
quels  les  normales  sont  parallèles. 

Gr&ce  à  M.  Faye,  la  loi  de  la  déformation  a  aussi  trouvé  place  dans  le 
Cours  d'Astronomie  de  l'École  Polytechnique. 

4. 
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connue  des  deux  coordonnées,  les  doubles  canevas  formés 
de  rectangles  infinimenl  petits,  ceux  dont  les  angles 
varient  suivant  une  loi  donnée,  ceux  qui  décomposent  les 
surfaces  en  une  inimité  de  losanges. 

Ou  appliquera  les  théories  du  premier  Chapitre  à  deux 
modes  particuliers  de  représentation  plane  d'une  surface 
quelconque  de  révolution. 

Dans  le  deuxième  Chapitre,  nous  donnons  le  moyen 
de  déterminer,  pour  les  cartes  de  contrées  d'une  étenduo 
comparable  à  celle  de  la  France,  quel  est  le  système  de 
projection  qui  occasionne  la  déformation  la  plus  faible, 
non-seulement  parmi  ceux  qui  ont  été  considérés  jusqu^ à 
présent,  mais  parmi  tous  ceux  qu'il  serait  possible  d'ima- 
giner. Afin  de  préciser  davantage,  disons  quMl  s'agit  d'un 
système  qui,  tout  en  ne  produisant  que  des  altérations 
d'angles  de  quelques  secondes,  par  conséquent  insigni- 
fiantes, réduise  à  son  minimum  la  plus  grande  altération 
de  longueur.  Les  coordonnées  rectangulaires  des  divers 
points  de  la  carte  seront  exprimées  par  des  formules  assez 
simples,  les  mêmes  quel  que  soit  le  pays  à  représenter  ; 
certains  paramètres  qui  figurent  dans  ces  formules  varient 
seuls  d^un  pays  à  l'autre  \  on  en  trouve  les  valeurs, 
dans  chaque  cas  particulier,  à  l'aide  d'un  procédé  gra- 
phique ('^).  Une  méthode  analogue  serait  applicable  à  la 
recherche  d'un  mode  de  projection  qui,  tout  en  n'al- 
térant les  aires  que  de  quantités  négligeables,  réduirait  à 
sou  minimum  la  plus  grande  altération  d'angle  dans  la 
représentation  d'un  pays  donné. 


(*^)  Le  tome  Ll  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences  rcuferme  une  Note  dans  laqueUe  nous  avons  fait  connaître  les 
formules  et  le  procédé  en  question,  et  dont  le  tome  XXI  des  Monthîjr 
I^otices  of  the  Royal  astronomical  Society  a  donné  une  traduction 
anglaise. 
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Les  régions  peu  étendues  dans  tous  les  sens  ne 
sont  pas  les  seules  pour  lesquelles  nous  donnions  le 
moyen  de  déterminer  le  meilleur  mode  de  projection. 
Nous  avons  résolu  la  même  question  pour  toute  zone 
comprise  entre  deux  parallèles  dont  la  différence  des  la- 
titudes n^alteint  pas  un  trop  grand  nombre  de  degrés,  et 
aussi  pour  tout  fuseau  limité  par  deux  méridiens  dont 
l'angle  remplit  une  condition  analogue. 

Les  applications  porteront  principalement  sur  les 
cartes  de  France,  d'Espagne,  d'Egypte  et  d'Algérie. 

Les  deux  derniers  Chapitres  se  composent  presque  ex- 
clusivement de  tableaux  renfermant  environ  huit  mille 
nombres  à  l'aide  desquels  on  pourra  se  rendre  un  compte 
exact  de  la  déformation  produite  par  les  divers  systèmes 
de  projection  qui  ont  été  jusqu'ici  adoptés  ou  seulement 
proposés  pour  la  construction  des  cartes  géogra- 
phiques (^).  Dans  le  Chapitre  III,  où  Ton  a  en  vue  la 
représentation  de  tout  un  hémisphère,  les  tableaux  se 
rapportent,  pour  la  plupart,  à  des  points  situés  de  1 5  en 
i5  degrés  de  latitude  et  de  i5  en  i5  degrés  de  longitude; 
dans  le  Chapitre  IV,  ils  se  rapportent  à  des  points  plus 
rapprochés  sur  des  cartes  de  moindre  étendue  ',  en  tout 
cas,  ils  font  connaître  principalement,  pour  chacun  des 
points  considérés,  le  maximum  de  l'altération  d'angle, 


C^)  Dans  le  principe,  nous  nous  étions  borné  à  considérer  onze  sys- 
tèmes de  projection  {Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des 
Sciences,  t,  L;  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  t.  XIX  j  Cosmos, 
année  i865).  L'extension  donnée  depuis  à  notre  travail  en  a  re- 
tardé la  publication,  mais  elle  nous  met  à  même  aujourd'hui  de  fournir 
aux  constructeurs  de  cartes  de  Géographie  et  aux  personnes  qui  veuient 
faire  de  ces  cartes  un  usage  rationnel  des  documents  utiles  en  grande 
quantité.  C'est  seulement  à  l'aide  de  documents  de  cette  nature  que  Ton 
peut  reconnaître,  parmi  les  divers  systèmes  de  projection,  celui  qui 
convient  le  mieux  à  la  représentation  d'une  portion  donnée  de  la  surface 
terrestre. 
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en  degrés  cl  minutes,  les  valeurs  extrêmes  du  rapport 
dans  lequel  les  longueurs  se  trouvent  modifiées,  avec  trois 
chiffres  décimaux,  enfin  le  rapport  des  éléments  super* 
ficiels  avec  la  même  approximation.  Les  ensembles  de 
formules  qui  nous  ont  servi  à  calculer  ces  résultats  nu- 
mériques varient  d'un  système  de  représentation  à  un 
autre,  mais  lous  se  déduisent  des  formules  générales 
établies  dans  le  premier  Chapitre  :  afin  d'abréger,  nous 
nous  abstiendrons  de  les  reproduire  {*)'^  seulement,  à 
cause  de  la  confusion  qui  règne  dans  la  nomenclature 
des  diverses  projections,  il  sera  nécessaire  que  nous 
donnions  en  quelques  mots  la  définition  de  chacune 
d'elles. 

Nos  tableaux  ne  concernent  pas  seulement  les  modes 
de  représentation  qui  ont  été  mentionnés  jusqu'à  pré- 
sent, mais  aussi  certains  autres  que  les  considérations 
suivantes  nous  engagent  à  proposer.  La  plupart  des  pro- 
jections sont  susceptibles  d^ètre  réparties  en  groupes  tels 
que,  dans  chacun,  elles  ne  diffèrent  les  unes  des  autres 
que  par  la  valeur  d'un  paramètre.  Parmi  ces  groupes,  il 
y  en  a  dont  toutes  les  projections  conservent  les  angles, 
d'autres  dans  lesquels  une  seule  projection  jouit  de  cette 
propriété,  d'autres  enfin  dans  lesquels  aucune  ne  la  pos- 
sède :  on  peut  chercher,  pour  chacun  de  ces  derniers, 
quelle  est  la  valeur  du  paramètie  qui  réduit  à  son  mini- 
mum la  plus  grande  des  altérations  d'angles  de  la  carte. 
Une  question  analogue  se  présente  à  propos  des  aires,  de 
même  aussi  à  propos  des  longueurs,  qui  du  reste  ne  se 
trouvent  conservées  sur  aucune  projection.  Les  solutions 
des  questions  ainsi  posées  dépendent  nécessairement  de 


{*)  Nous  comptons  revenir  ailleurs  sur  ce  sujet.  Dans  le  tome  XXI  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  nous  avons  établi  directement  les  for- 
mates relatives  à  la  projection  dite  de  Bonne  ou  du  Dépôt  de  la  Guerre, 
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retendue  et  de  la  forme  des  pays  que  l'on  veut  repro- 
duire  ;  celles  que  nous  avons  obtenues  permettront  de 
remplacer  les  projections  actuellement  en  usage  par 
d'autres  plus  avantageuses,  et  de  représenter  avec  moins 
de  déformation  des  portions  considérables  de  la  sur- 
face terrestre,  telles  qu'un  hémisphère,  les  trois  parties 
de  l'ancien  continent,  les  deux  Amériques,  Fempire 
russe,  etc.  (A  suivre.) 


SDR  LA  GARDIOÏDE; 

Par    m.    LAGUERRE. 


1.  La  cardioïde  «st  Tépicycloïde  engendrée  par  un 
point  d*un  cercle  mobile  qui  roule  sans  glisser  sur  un 
cercle  de  même  rayon. 

C'est  une  courbe  de  troisième  classe  et  du  quatrième 
degré  (*),  ayant,  par  conséquent,  une  tangente  double  et 
trois  points  de  rcbroussement  •,  deux  de  ces  points  de  re- 
broussement  sont  les  ombilics  du  plan.  Les  trois  foyers 
de  la  courbe  se  réduisent  à  un  seul  foyer  F,  qui  est  le 
point  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  ombilics. 

La  cardioïde  peut  donc  être  définie  comme  une  courbe 
de  troisième  classe,  ayant  une  tangente  double  et  un 
j€>yer  singulier  de  rebroussement. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuierai  principa- 
lement sur  les  deux  propositions  suivantes  : 

Proposition  I  (**  ) .  —  Si,  par  un  point  quelconque  du 


^  *)  yoir  Sàlmon,  Higher  plane  curves^  p.  270, 

(*•  )  Voir  ma  Note  intitulée  :  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algé^ 
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plan,  on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de  troi- 
sième classe^  et  si  Conjoint  ce  point  aux  trois  foyers  de 
la  courbe,  les  deux  faisceaux  de  droites  ainsi  obtenus 
ont  même  orientation,  cesuà-dire  que  la  somme  des 
angles  que  chacune  des  droites  du  premier  faisceau  fait 
avec  une  direction  arbitraire  est  égale,  à  un  multiple 
près  de  r,  à  la  somme  des  angles  que  font,  a%fec  cette 
même  direction,  les  droites  du  second  faisceau. 

Proposition  U  (*).  —  «Si,  par  un  point  quelconque  M 
du  plan  y  on  mène  les  trois  tangentes  à  une  courbe  de 
troisième  classe,  le  centre  harmonique  des  trois  points  de 
contact,  relativement  au  point  M,  est  le  même  que  le 
centre  harmonique  des  trois  foyers  relativement  à  ce 
même  point.  En  d'autres  termes,  la  polaire  du  point  M, 
relativement  au  triangle  Jormé  par  les  normales  menées 
à  la  courbe  par  les  trois  points  de  contact  des  tangentes, 
se  confond  avec  la  polaire  du  même  point  relativement 
au  triangle  formé  par  les  droites  menées  par  chacun  des 
foyers  perpendiculairement  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  M. 

3.  Les  foyers  de  la  cardioïde  se  confondent  tous  les 
trois  avec  le  foyer  singulier  F  de  cette  courbe.  On  dé- 
duit donc  immédiatement  de  la  proposition  I  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  d^un  point  quelconque  M  on  mène 
les  trois  tangentes  à  la  cardioïde,  la  somme  des  angles 
que  font  ces  droites  avec  la  droite  MF  est  égale  à  un 
multiple  de  tt. 


briques  (  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  janrier 
i865). 

(  *  )  Voir  ma  Note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
planes  {Bulletin  de  la  Société philomathique,  février  1867). 
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La  cardîoïde  a  un  troisième  point  de  rebroussement 
réel  R,  et,  diaprés  un  théorème  très-connu,  la  tangente 
en  R  passe  par  le  point  F.  D'un  point  quelconque  de  la 
droite  FR,  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe, 
dont  l'une  se  confond  avec  FR.  Du  théorème  précédent 
il  résulte  que  les  deux  autres  tangentes  sont  également 
inclinées  sur  FR  ;  donc  : 

La  cardioïde  est  symétrique  par  rapport  à  Vaxe  FR. 

4.  La  proposition  II,  appliquée  à  la  cardioïde,  donne 
de  même  le  théorème  suivant  : 

Th^okemeU.  — Si  d'un  point  quelconque  M  on  mène 
les  trois  tangentes  à  la  cardioïde  et  les  normales  aux 
points  de  contact,  le  pied  de  la  perpendiculaire,  abaissée 
du  point  M  sur  sa  polaire  relativement  au  triangle 
formé  par  les  normales,  est  le  foyer  de  la  courbe. 

Ce  que  Ton  peut  encore  exprimer  sous  la  forme  sui- 
vante, plus  commode  dans  les  applications  : 

Soient  N,  N',  N"  les  normales  menées  aux  trois  points 
de  contact  et  ^  la  droite  menée  par  le  point  F  perpen- 
diculairement à  FM;  si,  par  le  point  M,  on  mène  une 
sécante  arbitraire  coupant  respectivement  les  droites  N, 
K',  N"  et  <ï>  aux  points  /*,  w',  n"  et  ç,  on  a,  entre  ces 
points,  la  relation 

3    I  I  I 

M^^hïn'^  Un'  '^  Mn^' 

5.  Supposons,  en  particulier,  que  le  point  soit  pris  sur 
la  droite  FR",  désignons  par  T  ce  point,  par  M  le  point 
de  contact  d'une  des  tangentes,  distinctes  de  TF,  que  l'on 
peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  T,  enfin  par  N  le 
point  où  ia  normale  au  point  M  rencontre  Taxe  FR.  Il 
est  clair  que  la  normale  menée  par  le  troisième  point  de 
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contact  rencontrera  également  au  point  N  Taxe  de  symé- 
trie. En  prenant  donc  pour  sécante  Taxe  lui-même,  Té- 
quation  précédente  donnera  la  relation 


(0 


ÏF 


2 

TN 


TR 


qui  lie  entre  eux  les  points  de  rencontre  de  Taxe  avec  la 
tangente  et  la  normale  menées  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe. 

6.  Soient  (fig*  i)  une  cardioïde  ayant  pour  foyer  F, 
pour  axe  FA,  et  Aa  la  tangente  double  de  cette  courbe, 

Fig.  I. 


'X    ^ 


a  étant  le  point  de  contact  situé  au-dessus  de  Taxe. 

— î 

Portons  à  gauche  du  foyer  F  une  longueur  FB  =  -=—- 

AF 
et  à  gauche  du  point  A  une  longueur  AR  =  -^^   P^>s 

aux  points  6,  R  et  A  élevons  à  l'axe  des  perpendiculaires 
BBS  RR'  et  AA'. 

Cela  posé,  par  le  point  F,  menons  deux  droites  rec- 
tangulaires quelconques  rencontrant  respectivement  les 
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droites  BB'el  AA'  aux  poînls  N  et  T.  Au  point  I,  ou  la 
droite  FT  coupe  RR',  menons  une  perpendiculaire  à  FT 
et  appelons  H  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontre 
la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  T^  menons  enfin 
la  droite  KH. 

Je  dis  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  T  sur 
NH  est  tangente  à  la  cardioïde,  le  point  de  contact 
étant  précisément  le  pied  M  de  cette  perpendiculaire ^ 
en  sorte  que  MN  est  normale  à  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  je  ferai  remarquer  que,  des  trois 
tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  le  point  T, 
deux  se  confondent  avec  la  tangente  double,  leurs  points 
do  contact  étant  d^ailleurs  le  point  a  et  son  symétrique  a' 
par  rapport  à  Taxe*  Les  normales  en  ces  deux  points 
sont  les  droites a(3  et  afÇ^'  parallèles  h  Taxe.  La  troisième 
tangente  touche  la  courbe  en  un  point  variable  avec  la 
position  du  point  T;  désignons  pour  un  instant  par  A  la 
normale  au  point  de  contact. 

Il  suit  du  théorème  II  que  la  polaire  du  point  T  rela- 
tivement à  la  droite  NF  (cette  droite  étant  considérée 
comme  triple)  "se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même 
point  relativement  aux  droites  a/3,  a' (3'  et  A. 

Les  triangles  semblables  BNF  et  FAT  donnent  la  re- 
lation 

BN  X  ATr=:BF  X  FA  =::  Â^'  ; 

de  là  résulte  que  la  polaire  du  point  T,  relativement  aux 
droites  a(3  et  a'^',  est  la  droite  NL  nienée  par  le  point  N 
parallèlement  à  Taxe. 

La  proposition  précédente  peut  par  suite  s'énoncer 
ainsi  :  La  polaire  du  point  T  relativement  à  la  droite 
A  et  à  la  droite  NL  (cette  dernière  étant  considérée 
comme  double)  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  point 
l'elaiivement  à  FN  (cette   dernière  droite   étant  consi- 
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~Ûérée  comme  triple);  et  de  la  résulte   d^ abord  que  la 
droite  A  passe  par  le  point  N. 

Pour  en  déterminer  un  autre  point,  menons  par  le 
point  T  une  parallèle  à  l'axe  •,  soient  Q  (*)  le  point  où 
celte  parallèle  rencontre  NF,  et  H  le  point  où  elle  ren- 
contre A. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  ci-dessus,  on  aura 

JL  —  JL 
TQ"~TH* 

Menons  par  le  point  H  une  perpendiculaire  à  FT^  en 
désignant  par  I'  son  pied,  on  voit  que  les  deux  triangles 
FQT  et  l'HT  sont  semblables  et  donnent  la  proportion 

FT  ""TQ""3'' 

IT  est  dans  le  tiers  de  FT  et  le  point  I'  se  confond  arec 
le  point  I. 

La  proposition  précédente  est  donc  entièrement  dé- 
montrée. 

Elle  donne  un  moyen  facile  de  mener  à  la  cardioïde 
une  tangente  par  un  point  quelconque  de  la  tangente 
double,  ou  encore  de  lui  mener  une  normale  par  un 
point  quelconque  de  la  droite  BB'qui,  il  est  facile  de  le 
voir,  passe  parles  deux  points  de  la  courbe  où  la  tangente 
est  parallèle  à  l'axe. 

En  particulier,  on  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théo&eme  m.  —  Si,  par  un  point  quelconque  de  la 
cardioïde,  on  mène  la  tangente  et  la  normale  à  la 
courbe  et  si  Von  désigne  par  T  le  point  où  la  tangente 
rencontre  la  tangente  double  AA',  par  N  le  point  oà  la 


I  la  droite  a'/3',  ne  se  trouvQDt  p«8 
aup  la  figupo; '"  '    '         ..  -    ••  >» 1^  — 


(*)  Les  points  Q  ot  a'»  ainsi  que  la  droite 
ur  la  fi{;uro;  le  lecteur  est  prié  d'y  suppléer. 
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normale  rencontre  la  droite  BB'  qui  joint  les  points  de 
la  courbe  ou  la  tangente  est  parallèle  à  Vaxe^  les  deux 
points  T  et  N  sont  vus  du  foyer  suivant  un  angle  droit. 

7.  Quelques  remarques  sur  ce  qui  précède  ne  seront 
pas  inutiles. 

Au  point  a  la  normale  rencontre  Taxe  à  l'infini  et  la 
tangente  le  rencontre  au  point  A  ;  en  désignant,  pour  un 
instant,  par  R'  le  point  de  rebroussement  de  la  courbe, 
on  aura  donc,  en  vertu  de  la  relation  (i), 

AF  ~"  AR'  ' 

d'où  AW  =  AR.  Le  point  R  est  donc  le  point  de  rebrous- 
sement. 

Si  Ton  considère  Tun  des  points  situés  sur  la  droite 
BB'  et  où  la  tangente  est  horizontale,  le  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  avec  Taxe  est  a  Tiniini  et  le  point 
de  rencontre  de  la  normale  est  en  B.  En  vertu  de  la  re- 
lation (i),  on  aura  donc 

FA 
BR  =  3BF,     d'où    BF=:RA  =  -~. 

Les  tangentes  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  du 
point  T  sont,  d'une  part,  la  droite  TM  et,  d'autre  part, 
la  droite  Ta,  cette  dernière  étant  comptée  deux  fois. 

En  vertu  du  théorème  I,  ou  a  donc 


MTI  4- 2  A' TI  =  mult.  TT  ; 


ou,  si  Ton  pose, 


HTInz:^     et     MTH  =  Ô, 


ÔH-3©  =  7:. 

Au  moyen  des  équations  précédentes,  il  est  facile  de- 
tablir  un  grand  nombre  de  relations  entre  les  éléments 
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de  la  fig.    1 9  je  me  bornerai  à   mentionner  les  sui- 
vantes : 

NM~NF  -HABsin^, 

TF=TM-4-ABcosç. 

8.    Le    point   D   étant    déterminé    par    la    relation 

BC 
BD  =  — j  élevons  en  ce  point  une  droite  DIV  perpendi- 
culaire à  Taxe-,  soit  K  le  point  où  cette  perpendiculaire 
coupe  KF.  Menons  KL  perpendiculaire  à  NF  et  NL 
parallèle  à  l'axe-,  abaissons  cnGn^  du  point  de  rencontre 
L  de  ces  deux  lignes,  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male MN. 

Je  dis  que  le  point  y,  oh  elle  rencontre  cette  normale^ 
est  le  centre  de  courbure  de  la  cardioïdeau  point  M. 

Soit,  en  effet,  P  le  ponitoù  cette  droite  coupe  FT,  on 
démontrera  aisément,  eu  s' appuyant  sur  les  propositions 
prt'cédentes,  que 

FP  =  iFï; 
9 

par  suite,  le  point  P  décrit,  lorsque  le  point  M  se 
déplace  sur  la  courbe,  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe 
et  dont  le  pied  est  à  une  distance 

FC  ==  i  FB. 

En  se  reportant  à  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  on  voit  aisé- 
ment que  la  normale  NM  enveloppe  une  cardioïde  ayant 
pour  tangente  double  BB'  et  pour  foyer  le  point  F. 

Le  point  de  contact  de  la  normale  avec  l'enveloppe  est 
le  point  y\  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  voit  aussi  que  la  développée  de  la  cardioïde  est 
une  cardioïde  semblable  à  la  proposée,   le  rapport  de 

réduction  étant -?  proposition  d'ailleurs  bien  connue. 
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9.  Un  autre  mode  de  géuération  de  la  cardioïde  mérite 
d'être  signalé. 

Soient  [fig*  2)  un  cercle  ayant  pour  centre  F  et  un 
point  fixe  P  pris  sur  cette  courbe.  Par  le  point  P  menons 
une  sécante  quelconque  coupant  le  cercle  en  M;  par  le 
centre  F  menons  une  parallèle  à  cette  sécante  rencon- 
trant le  cercle  aux  points  A  et  B,  joignons  enfin  MA 
et  MB.  Ces  droites  enveloppent,  lorsqu'on  fait  varier  la 
direction  de  la  sécante,  une  courbe  qui  est  évidemment 
de  troisième  classe  et  unicursale. 


Si  Ton  cherche  les  tangentes  isotropes  que,  d'après  la 
construction  précédente,  on  peut  mener  à  la  courbe,  on 
trouve  facilement  qu'elles  passent  par  le  point  F;  d'ail- 
leurs la  courbe  n'est  évidemment  pas  tangente  à  la  droite 
de  l'infini. 

On  en  conclut  que  cette  courbe  est  de  troisième  classe, 
unicursale,  et  à  foyer  singulier  triple,  par  conséquent 
c^cst  une  cardioïde.  Quelques  propriétés  intéressantes 
âc  déduisent  du  mode  de  génération  que  je  viens  d'indi* 
quer. 

Il  est  facile,  en  premier  lieu,  de  trouver  le  point  de 
rebpoussement  de  la  courbe.  Je  remai-querai,  à  cet  elTet^ 
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que  sî,  au  point  F,  on  élève  une  perpendiculaire  au  rayon 
FP,  la  droite  HP  esl  une  tangente  à  la  courbe  et  qui 
la  touche  au  point  I  déterminé  par  la  relation 

HI_— . 

Au  point  I,  menons  la  normale  à  la  courbe  et  soit  K 
le  point  où  elle  rencontre  Taxe,  en  désignant  par  R  le 
point  de  rebroussement  de  la  cardioïde*,  on  aura,  en 
vertu  de  la  relation  (i), 

3  2  I 


d'où  Ton  déduit 


PF      ÏK       PR' 


Considérons,  en  second  lieu,  un  point  quelconque  M 
du  cercle^  si,  par  F,  on  mène  une  parallèle  à  MP  ren- 
contrant le  cercle  aux  points  A  et  6,  deux  des  tangentes 
que  Ton  peut  mener  du  point  M  à  la  courbe  sont  les 
droites  MA  et  MB. 

La  troisième  tangente  s'obtiendrait  en  menant  par  le 
point  P  une  parallèle  à  MF  et  en  joignant  au  point  M  le 
point  C  où  cette  parallèle  coupe  le  cercle. 

On  voit  que  les  deux  tangentes  MA  et  MB  sont  à  angle 
droit;  d'où  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Sî,  d'un  point  quelconque  du  cercle 
K  passant  par  le  sommet  de  la  cardioïde  et  ayant  pour 
centre  son  foyer,  on  mène  les  tangentes  à  la  courbe, 
deux  de  ces  tangentes  sont  rectangulaires  [*)• 

10.  Considérons  [fig.  a)  les  deux  points  M  et  C  qui 


(*)  Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  courbes  unieursaîes  de  troisième 
classe^  communiquée  à  la  Société  mathématique  en  novembre  1877. 
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sont  les  extrémilés  d'une  corde  tangente  à  la  cardioïde; 
on  voit  immédiatement  sur  la  Ggure  que  Tare  MH  est 
la  moitié  de  Tare  PC. 

La  cardioïde  peut  donc  être  considérée  comme  l'enve^ 
loppe  de  la  corde  qui  joint  deux  points  mobiles  sur  un 
cercle,  ces  deux  points  décrii^anl  le  cercle  dans  le  même 
sens  et  l'un  ajant  une  vitesse  double  de  la  vitesse  de 
Vautre. 

Supposons  que  les  deux  points  M  et  C  se  soient  dé- 
placés infiniment  peu  et  soient  venus  en  M' et  C;  dési- 
gnons par  T  le  point  de  rencontre  de  MC  et  de  M'C  On 

aura  MM' =- ce  5  d'autre  part,   les   triangles    sem- 
blables MM'T  etCCT  donnent 

Mivr   _  MT  _  I 
ce  ^TC  ""a* 
A  la  limite  on  a 

1.10.       TC 
donc:  2 

Théokemb  V.  —  La  corde  interceptée  par  le  cercle  K 
sur  une  tangente  quelconque  à  la  cardioïde  est  par- 
tagée par  le  point  de  contact  en  deux  segments  dont 
l'un  est  le  double  de  Vautre, 

11.  D^aulrcs  propriélcs  des  normales  à  la  cardioïde 
peuvent  être  déduites  par  des  considérations  entièrement 
différentes  de  celles  qui  précèdent,  et  en  s'appuyant  seu- 
lement sur  la  propriété  suivante,  à  savoir  que  : 

La  cardioïde  ayant  un  axe  de  symétrie  et  ajant 
pour  points  de  rebroussement  les  ombilics  du  plan^ 
tout  cercle  ajant  son  centre  sur  Vaxe  de  symétiie  ne 
rencontre  la  portion  de  la  courbe  située  au-dessus  de 
Vaxe  quen  deux  points  distincts  des  ombilics. 

Ann.  de  Machémat,,  3«  série,  t.  XVII.  (Fcvrier  1 878.)  5 
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De    là^  résulte  immédiatement   la    proposition    sui- 
vante {*)  : 

Théokème  VI.  —  Étant  pris  deux  points  fixes  quel- 
conques A  ef  B  sur  la  cardioïde^  soit  C  un  point  mobile 
sur  cette  courbe;  sur  les  milieux  des  cordes  CK  et  CB, 
èleuons  respectivement  des  perpendiculaires  à  ces  cordes 
et  soient  \  et¥^  les  points  oii  ces  perpendiculaires  cou- 
pent l'axe.  Quelle  que  soit  la  position  du  point  C  sur 
la  courbe,  la  dtjfférence 

I  I 

FÏ"~  FK 
demeure  constante. 

Démonstration.  —  Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées, 
que  les  points  A,  B,  ainsi  que  le  point  mobile  C,  soni 
sur  la  partie  de  la  courbe  située  au-dessus  de  Taxe;  et, 
pour  plus  de  clarté,  je  considérerai  d'abord,  au  lieu  de  la 
cardioïdc,  une  spirique  quelconque,  c^est-ii-dire  une 
courbe  du  quatrième  ordre,  ayant  un  axe  de  symétrie  et 
pour  points  doubles  les  deux  ombilics  du  plan.  Une  spi- 
rique, comme  on  le  voit  aisément,  jouit  de  la  propriété 
qu'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Taxe  de  symétrie  ne 
rencontre  la  courbe  qu'en  deux  points  situés  au-dessus 
de  l'axe  et  distincts  des  ombilics. 

Cela  posé,  A  et  B  désignant  deux  points  fixes  de  la  spi- 
rique et  C  un  point  variable  sur  cette  courbe,  par  les 
milieux  des  cordes  CA  et  CB  élevons  des  perpendicu- 
laires à  ces  droites-,  soient  I  et  K  les  points  ou  ces  per- 
pendiculaires coupent  respectivement  Taxe  de  la  spi- 
rique. 


(")  Les  considérations  qui  suivent  s'appliquent  également  aux  coni- 
ques et  aux  anallagmatiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  qui  ont 
un  axe  de  symétrie,  yoir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  spiriques  (Bulletin 
de  la  Société  philomathtque,  novembre  1869). 
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rétablirai  d'abord  que  les  points  I  et  K  déterminent 
sur  l'axe,  lorsque  le  point  G  se  déplace,  une  division 
homographique. 

En  effet,  le  point  I  étant  donné,  le  point  C  se  trouve 
au-dessus  de  Taxe  et  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  le 
cercle  décrit  du  point  I  comme  centre  avec  lA  pour 
rayon;  ce  point  est  donc  parfaitement  déterminé,  puisque 
ce  cercle  ne  rencontre  la  courbe  au-dessus  de  l'axe  qu'en 
deux  points  distincts  des  ombilics. 

Le  point  C  étant  déterminé,  le  point  K  l'est  également 
quand  on  se  donne  le  point  I,  et  l'on  prouverait  de  même 
qu'à  une  position  du  point  K  correspond  une  position 
unique  du  point  I;  d'où  il  résulte  que  les  points  I  e<  K 
déterminent  sur  l'axe  une  dwision  homographique. 

Cherchons  ses  deux  points  doubles.  Le  point  C  se  dé- 
plaçant sur  une  des  branches  infinies  qui  passe  à  un 
ombilic  ta  en  se  rapprochant  indéfiniment  de  cet  om- 
bilic, le  cercle  passant  par  les  points  A  et  C,  et  symé- 
trique par  rapport  à  Taxe,  a  pour  centre,  à  la  limite,  le 
point  où  la  tangente  en  ci>,  à  la  branche  de  courbe  consi- 
dérée, perce  Taxe,  c'est-à-dire  le  foyer  singulier /corres- 
pondant à  cette  branche  de  courbe.  Ce  point  est,  par  la 
même  raison,  le  centre  du  cercle  limite  passant  par  les 
points  B,  C  et  symétrique  par  rapport  à  l'axe  ^y  est  donc 
un  point  double  de  la  division  homographique.  Le  même 
raisonnement  s'appliquerait  à  la  seconde  branche  de 
courbe. 

Ainsi,  quand  on  considère  une  spirique  générale,  les 
deux  points  doubles  de  la  di^^ision  homographique , 
formée  par  les  points!  et  K,  sont  lesfojers  singuliers  de 
la  courbe. 

Dans  le  cas  particulier  delà  cardioïde,  les  points  dou- 
bles à  l'infini  deviennent  des  points  de  rebroussement  et 
les  deux  foyers  singuliers  viennent  se  réunir  au  foyer 

5. 
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unique  F  de  la  courbe.    La    division    homographique 
formée  par  les  points  I  et  K  a  donc  deux  points  doubles 
coïncidents  en  F;  d'où  le  théorème  qu'il  fallait   dé- 
montrer. 

12.  Supposons  que  Ton  fasse  successivement  coïncider 
le  point  mobile  C  avec  A  et  avec  B;  dans  le  premier  cas, 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AG  se  confond 
avec  la  normale  en  A  et,  dans  le  second,  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  BC  se  confond  avec  la  normale 
enB. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VII.  —  Étant  donnés  deux  points  quelcon- 
ques K  et'&  situés  sur  une  cardioïde,  menons  les  nor- 
males en  ces  points  etj  par  le  point  milieu  de  la  corde 
AB,  une  perpendiculaire  à  cette  corde ^  soient  respecti-- 
\fement  a^b^  i  les  points  où  ces  droites  rencontt^nt 
Vaxe,  le  point  iet  le  foyer  F  de  la  courbe  divisent  har- 
moniquement  le  segment  ab. 

En  effet,  en  supposant  que  le  point  mobile  C  vienne 
successivement  coïncider  avec  le  point  A  et  le  point  B 
et  en  appliquant  le  théorème  précédent,  on  a 

I  I      _        T  T 

d'où 

En  particulier,  si  le  point  B  est  un  des  points  où  la 
tangente  double  touche  la  cardioïde,  le  point  de  ren- 
contre de  la  normale  avec  Taxe  étant  à  l'infini,  on  a  celte 
proposition  : 

Si  Von  désigne  par  a  le  point  oà  la  normale  en  un 
point  A  de  la  cardioïde  rencontre  Vaxe,  et  par  i  le 
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point  où  cet  axe  est  rencontré  par  la  droite  élevée  par 
le  milieu  de  la  corde,  qui  joint  Â  à  l'un  des  points  où  la 
courbe  touche  la  tangente  double,  et  perpendiculaire- 
ment à  cette  corde ,  le  point  a  est  le  milieu  du  seg- 
ment FI. 

13.  Je  m^arrêterai  ici  dans  cette  étude  des  propriétés 
des  normales  à  la  cardioïde.  Dans  une  prochaine  Note, 
je  ferai  l'application  des  mêmes  principes  à  Tétude  de 
diverses  courbes  remarquables  de  la  troisième  classe  et 
déclasses  plus  élevées. 


THÉORIE  DES  INDICES^ 

Par  RF.  FAURE, 

Chef  d'escadrons  d'Artillerie. 

[fiii(*).1 


Propriétés  de  quatre  surfaces  passant 
par  les  mêmes  points, 

168.  Lorsque  la  droite  e'  coïncide  avec  la  droite  s,  la 
relation  (a)'  du  n®  148 devient 

de  sorte  que,  si  Qi  et  ç,  sont  les  paramètres  des  deux 


(*)  Nouvelles  J anales,  a*  série,  t.  XV,  p.  25i,  293,  SSq,  45i,  /|8i,  629, 
et  i. XVI,  p.  5,  160,  193,  249,  289,  5o8,  54i. 
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surfaces  du  système  qui  touchent  la  droite  e, 

le 

/II/ 

1,  ?l  <p3  II 

/  étant  le  coefficient  de  —  (f  dans  Téquation  écrite  ci- 
dessus. 

De  la  première  de  ces  relations  résuite  ce  théorème  : 

Quatre  surfaces  passant  par  les  mêmes  points,  si 
l'on  mène  une  tangente  commune  e  à  deux  d^entre 

elles,  le  rapport  -)  des  indices  de  cette  droite  par  rap- 

port  aux  deux  autres  S  et  S'  est  constant^  quelle  que 
soit  cette  tangente. 

En  remplaçant  le  rapport  -J  par  ses  valeurs,  on  pourra 

donner  à  ce  théorème  des  énoncés  dilTcrents,  analogues 
à  ceux  indiqués  (164). 

Interprétation  géométrique  du  coefficient  L 

169.  Désignons  par  g  et  h  les  points  de  contact  de  la 
droite  s  avec  les  deux  surfaces  du  système,  qui  touchent 
cette  droite, 


de  sorte  que 


Nous  savons  (  154)  que  les  points  g  et  h  sont  conjugués 
à  toutes  les  surfaces  du  système.  Or  il  résulte  du  théo- 
rème (68,  b)  que,  si  l'on  prend  sur  une  droite  fixe  e  deux 

points  g  et  /*  conjugués  à  S',  la  somme  rr  -^  y  est  con- 
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(7'  ) 
stante,  et  que,  si  ces  points  sont  conjugués  à  S,  la  somme 

-^  4-  r^  est  aussi  constante  quels  que  soient  les  points  g 

eti.  Il  suit  de  là  que, si  ces  sommes  sont  nulles,  la  droite 
e  coupera  la  surface  S  en  deux  points  gel  h  conjugues  à 
S' et  la  surface  S'  en  deux  points  conjugués  à  S. 

Ainsi  l'équation  l  =  o  représente  le  complexe  des 
droites  qui  coupent  les  surfaces  S  et  S' en  quatre  points 
harmoniques. 

Les  droites  du  complexe  sont  donc  caractérisées  par 
celte  propriété;  si,  sur  l'une  d*elles,  on  pread  deux 
points  g  elh  conjugués  soit  à  S,  soit  à  S^  la  somme  des 
paramètres  des  surfaces  du  système,  qui  passent  par  ces 
points,  est  nulle-,  par  conséquent,  pour  avoir  des  droites 
du  complexe,  il  suffira  de  construire  les  deux  surfaces 
du  système 


o. 


et  de  mener  à  ces  surfaces  des  tangentes  communes  \  en 
donnant  à  cj)  toutes  les  valeurs  possibles,  on  aura  toutes 
les  droites  du  compleice. 

En  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
que  les  plans  tangents  aux  surfaces  ('î)  et  ( — ç)  enve- 
loppent la  surface 

Cette  surface,  qui  joue  un  rôle  important  dans  Tétude 
du  complexe,  peut  se  mettre  sous  ces  deux  formes 


(a,Ej' 

i.-h.i:, 

-f- 

-1- 

(i,E)' 
(ô.E)' 

i*-?i; 

id,EY 
^    ('/.El' 

= 

\     ?j 

l.-îl'« 

0=2 


(«,E)=  _^     (fl,E) 


Je  *e 
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11  est  aisé  de  le  vérifier,  mais  ou  y  est  conduit  par  la 
considération  suivante.  Soit  F  un  plan  qui  touche  les 
surfaces  (rj»)  et  (  —  y):  il  y  a  une  troisième  surface  du 
système  qui  touche  ce  plan,  et  son  paramètre  9'  est  dé- 
terminé par  la  relation 

?  —  ?-+-?  =r' 

If 

en  écrivant,  dans  m,  F  au  lieu  de  E.  Ainsi  cette  troisième 
surface  a  pour  équation 


=2 


mais  puisque,  en  faisant  varier  le  plan  F,  on  peut  faire 
eu  sorte  que  cette  surface  touche  tous  les  plans  tangents 
communs  aux  surfaces  (cp)  et  (  —  ç),  il  est  évident  qu*en 
remplaçant  le  plan  F  par  le  plan  variable  E  on  obtiendra 
Téquatiou  de  la  surface  enveloppée  par  ces  plans  tan- 
gents, c'est-à-dire  la  première  des  équations  écrites  plus 
haut.  La  seconde  s^obtient  d'une  manière  analogue,  en 

observant  que 

I         I         I  m' 

en  remplaçant  dans  m' le  plan  E  par  le  plan  F. 

Si  l'on  désigne  par  e  et  y*  deux  points  quelconques 
pris  sur  la  droite  e,  on  a 

••^    -^{[e.h)     (/,B)|   [a,/LY[b,Bf 

Cette  relation  peut  s'écrire  sous  la  forme  très -simple 

(181) 

/,./'=  1.1;.+.  Vi;- 2^1;^. 

Si  le  point*f  est  un  point  fixe  donné, 
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est  réquation  de  la  surface  qui  passe  par  la  courbe  SS' 

et  par  le  poinl/j  son  paramètre  9  est  égal  à  ^,\  par  con- 

y 

sequent, 

I,))-+-I/r^,  =  o 

est  Téquation  de  la  surface  qui  passe  par  celte  même 

courbe  et  dont  le  paramètre  a  pour  valeur  —  rf  ou  — y. 

V 
D'ailleurs  les  équations 

lff=io    ou     1^  =  0 

représentent  respectivement  les  plans  polaires  du  point/ 
par  rapport  aux  surfaces  S  et  S'. 
D'après  cela,  Téquation 

/  =  o     ou    1, 1;  -4-  I/i;  -  2l,/i;^=:  o 

nous  montre  que,  pour  avoir  les  droites  du  complexe, 
qui  passent  par  le  point  y,  on  construira  la  surface  —  ^ 
du  système  dont  le  paramètre  est  égal  et  de  signe  con- 
traire à  celui  de  la  surface  du  système  qui  passe  par  le 
pointy,  on  prendra  ensuite  les  plans  polaires  du  point/ 
par  rapport  aux  surfaces  S  et  S',  et  Ton  fera  passer  un 
cône  par  le  point/*,  et  Tintersection  de  la  surface  — y 
par  Tun  ou  l'autre  de  ces  plans  polaires.  Les  arêtes  de 
ce  cône  sont  les  droites  du  complexe  qui  passent  par  le 
point/. 

170.  Considérons  trois  surfaces  4>,,  4>2,  4>3,  passant 
par  l'intersection  SS'.  On  peut,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, tracer  des  triangles  conjugués  h  S,  dont  les  som- 
mets a,  &,  c  soient  situés  respectivement  sur  les  surfaces 
*i)  *i»  *»•  Prenons  le  pôle  d  du  plan  abc  par  rapport 
à  S;  nous  formons   ainsi  un  tétraèdre  abcd  conjugué 

à  S,  et  nous  savons  alors  (68,  b)  que ^ ■{  =  const. 
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Or,  si  f  1,  9t,  Çs  sonl  les  paramètres  des  surfaces  4>if 
4>s,  4>8,  on  a 

de  sorte  que,  les  trois  premiers  rapports  qui  figurent 
dans  Texpressiou  écrite    ci-dessus  étant  constants,  le 

quatrième  -^  est  aussi  constant,  et  par  conséquent  (158) 

le  point  d  décrit  une  surface  4>^  qui  passe  aussi  par  la 
courbe  SS^  Nous  connaissons  huit  points  delà  surface  S4; 
car,  si  nous  menons  un  plan  E  qui  touche  les  trois  sur- 
faces 4>i,<E>j,  4>8,  les  points  de  contact  déterminent  (154) 
un  triangle  conjugué  à  S  5  donc  le  pôle  de  ce  plan  E,  par 
rapport  à  S,  sera  sur  la  surface  4>v.  De  là  ce  théorème  : 

Quatre  surfaces  S,  4>j ,  4>j,  ^^  passant  par  les  mêmes 
points,  si  les  sommets  a,  t,  c  d'un  triangle  conjugué 
à  S  sont  situés  respectiuement  sur  les  surfaces  4>,,  4>,, 
4>3,  le  pôle  du  plan  abc  pris  par  rapport  à  S  décrira 
une  surface  4>4,  gui  passera  par  les  points  communs  aux 
surfaces  données  et  par  les  pôles  [par  rapport  à  S)  des 
huit  plans  tangents  communs  aux  surfaces  4>i,  <t>2,  <î>3. 

D'où  le  suivant  : 

Quatre  surfaces  S,  4>i,  4>j,  <1>3  passant  par  les  mêmes 
points,  si  les  sommets  a,  b^  c  d'un  triangle  conjugue  à 
S  sont  situés  respectwement  sur  les  suif  aces  4>i,  4>2,  4>3, 
le  plan  de  ce  triangle  enveloppera  une  surface  Z  qui 
touchera  les  huit  plans  tangents  communs  aux  surfaces 
4>,,  4>2,  4>8  et  qui  sera  inscrite  à  la  déueloppable  formée 
par  les  plans  menés  à  la  surjace  S  en  ses  points  d'in- 
tersection ai^ec  les  autres  surfaces. 

Cette  surface  Z  est  d'ailleurs  conjuguée  au  tétraèdre 
autopolaire  des  surfaces  données. 
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Corollaires.  —  i°  Lorsque  quatre  suif  aces  S,  4>j, 
*«î  *3  passent  par  les  mêmes  points^  on  peut  construire 
une  surface  2  qui  touche  les  huit  plans  tangents  com- 
muns aux  surfaces  *i,  4>2,  4>,,  ainsi  que  les  plans  tan- 
gents de  S  menés  en  ses  points  d'intersection  auec  les 
autres  surfaces. 

2®  On  prend  pour  S  un  cône.  Étant  donnés  trois  sur- 
faces <!>,,  <I>j,  4>8  et  un  cône  ayant  la  même  courbe 
d'intersection  y  si  l'on  prend  sur  ces  surfaces  respective- 
ment trois  points  a^b^c^  tels  que  les  droites  da,  db^  de, 
menées  au  sommet  d  du  cône^  soient  des  diamètres  con- 
jugués de  ce  cône,  le  plan  abc  enveloppera  une  surface 
2  qui  sera  inscrite  au  cône  et  qui  touchera  les  huit  plans 
tangents  communs  aux  surfaces  données. 

Si,  dans  ce  corollaire,  on  prend  pour  cône  celui  qui, 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  ^,,  passe  par  le  cercle 
imaginaire  de  TinGni,  nos  surfaces  sont  liomocy cliques, 
et  nous  voyons  que  : 

Étant  données  trois  surfaces  homocj cliques  *I>i,4>g. 
*s,  si  l'on  prend  sur  chacune  d'elles  des  points  a,  b^c 
tels  que  le  trièdre  oabc,  dont  le  sommet  est  au  centre 
commun  o,  soit  trirectangle  en  o,  le  plan  abc  envelop- 
pera une  sphère  qui  touchera  les  huit  plans  tangents 
communs  aux  surf  aces  données. 


S«LI!T10N  DE  LA  QUESTION  DE  HEGAAIIQIIE  ÉLÉMENTAIRE 

PROPOSÉE  AU  CONCOURS  o' AGRÉGATION  EN  1875*, 

Par  m.  GAMBEY. 


Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  deux  poids 
égaux  Pj  mobiles  sans  frottement  sur  une  circonférence 
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fixe,  située  dans  un  plan  vertical^  et  sur  une  tige  recti- 
ligne  pouvant  librement  tourner  autour  d'un  point  A, 
pris  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  circonférence. 
On  négligera  les  dimensions  des  poids  mobiles. 

Soient  M  et  M' les  positions  des  poids  ;?;  O  le  centre 
de  la  circonférence  5  OB  le  rayon  sur  lequel  est  pris  le 
point  Â^  posons  enfin 

MAB  =  a,     MOB  =  p. 

Les  réactions  dues  à  la  résistance  de  la  circonférence 
étant  normales  à  cette  courbe  n'influent  pas  sur  le  mou- 
vement des  poids;  on  peut  donc  les  négliger.  Il  suffira 
d'évaluer  les  composantes  tangentielles  des  poids  mo- 
biles, et  d'écrire  que  leurs  moments,  par  rapport  au 
point  fixe,  sont  égaux;  ce  qui  donne 

AMcosp  =  AI\roos(2a  — p). 

Les  triangles  OAM,  OAiVr  donnent  en  outre 

AM  _  OM  __         kW 
sinp        sina        siD(2a  —  p) 

On  déduit  aisément  de  ces  relations 

sinap  =:sin(4a  —  ap); 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

4a-~  2pr=2Kir4- 2P, 

d'où 

(.)  a  =  K^-HP; 

ou  bien 

d'où 


2 


4a  —  2P=(2K-+-   1)7:  — 2p, 


2  a  =  K--4-7* 

2      4 
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Mais  l'angle  OMA  =  a  — (3  ne  peut  être  droit;  donc  il 
faut  se  borner  à  la  relation  (a). 

Si  l'on  y  donne  à  K  toutes  les  valeurs  entières  à  partir 
de  zéro,  on  obtiendra  toutes  les  positions d^équilibre  : 

pour  K  =  G,     a=  -^ 

pour  K:=  ly     a  =  -7-  • 
4 

Les  valeurs  suivantes  de  K  reproduiraient  les  deux 
positions  déjà  obtenues. 

Ainsi  la  tige  doit  être  à  4^  degrés  sur  le  diamètre  ho- 
rizontal de  la  circonférence.  Il  est  facile  de  distinguer  la 
position  d'équilibre  stable  par  cette  considération  que 
le  centre  de  gravité  du  système  des  deux  poids  doit  être 
le  plus  bas  possible. 

Cette  même  considération  donne  immédiatement  une 
solution  géométrique  de  la  question.  Cela  revient,  en 
effet,  à  chercher  le  point  le  plus  bas  et  le  point  le  plus 
haut  du  lieu  géométrique  des  milieux  des  cordes  qui  pas- 
sent par  le  point  A.  Or  on  sait  que  ce  lieu  est  une  cir- 
conférence ayant  pour  diamètre  OA.  On  retrouve  ainsi 
les  résultats  précédents. 

(*}  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Duranloo,  chargé  de  cours 
au  lycée  du  Puy. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  HATHfiHATIQlIES  SPÉCIALES 

PROPOSÉE    AU    CONCOURS    d' AGRÉGATION    Elt    187^; 

Par  m.  GAMBEY, 


ji  un  ellipsoïde  donné  on  circonscrit  une  série  de 
su? faces  du  deuxième  ' ordre  2,  la  courbe  de  contact 
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étant  r intersection  de  V ellipsoïde  par  un  plan  fixe  P. 
On  circonscrit  ensuite  à  chaque  surface  2  un  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  donné  A  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact  des  cônes 
et  des  surfaces  S  ; 

2®  Classer  les  surfaces  qui  forment  le  lieu  quand  on 
suppose  le  plan  V  fixe  et  le  point  A  mobile  dans  l'es- 
pace. 

On  déterminera^  pour  chacune  des  variétés  du  lieu, 
les  surfaces  qui  limitent  les  régions  de  l'espace  où  se 
trouvée  alors  le  point  A. 

L'équation  d'an  ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres 
conjugués  de  longueurs  a,  6,  c,  choisis  de  manière  que 
le  plan  des  xy  soit  parallèle  au  plan  P,  étant 

.r'         r'        z* 

si  Ton  déplace  parallèlement  à  lui-même  le  plan  des  xy^ 
de  manière  qu'il  coïncide  avec  le  plan  P,  cette  équation 
deviendra 

7»  +  ^-^ -71--'  =  °' 

h  étant  la  distance  de  la  nouvelle  origine  à  l'ancienne. 
L'équation  générale  des  surfaces  S  sera  alors 

et  celle  du  plan  polaire  du  point  A  (a,  |3,  y)  par  rapport 
à  ces  surfaces 

%x       Br       7*4-7 — ^-^^v  ^'  —  r--f-^7 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
de  contact  dont  on  cherche  le  lieu  satisfaisant  aux  équa- 
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lions  (i)  et  (a),  on  obtiendra  ce  lieu  en  éliminant  X  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  donne 


h-J       pr2 

azx 

c-          b' 

a' 

//y  +  K' 

K^y 

c'        • 

c^ 

en  posant  c'  — A'  =  K*. 

On  peut  encore  écrire  ainsi  cette  équation 


'[5 


far       ,        w   -  ^ 


Discussion,  —  On  constate  facilement,  en  supposant 
K«>o: 

1°  Que  toutes  les  surfaces  (S)  passent  par  le  point  A 
et  par  le  pôle  du  plan  P,  point  qui  a  pour  coordonnées 

x  =  o,    j  =  o,     «  =  -j^  ? 

a°  Qu'elles  ont  en  commun  Tellipse 

et,  par  suite,  ne  peuvent  être  des  paraboloïdes  hyper- 
boliques ni  des  cylindres  paraboliques^ 

3**  Que,  poury^o,  elles  représentent  des  hyper bo- 
loïdesy  et  pour  y  =  o  deux  plans  dont  l'un  est  le  plan  P 
et  l'autre  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'el- 
lipsoïde^ 

4°  Enfin  qu'elles  sont  bùangentes  à  l'ellipsoïde, 
comme  le  montre  la  forme  (S)',  et  qu'elles  le  coupent 
suivant  le  plan  P  et  le  plan  polaire  du  point  A. 

Gardant  les  hypothèses  y^o  et  K*  ^  o,  nous  classe- 
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rons  les  surfaces  (S)  en  employant  la  décomposition  en 
carrés. 

Multipliant  par  47>  deux  carrés  se  forment  immédia- 
tement, et  l'on  obtient 


(3)    M  '      '■  ' 

après  avoir  posé 


47(/i7+K^)g        4K^_ 


a?        B^        4//7 

h  —  -h  ^—^  =  P. 


Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

I.  P^o.  Multiplions  par  P  l'équation  (3)  et  formons 
le  carré  par  rapport  à  z;  il  vient 

On  peut  encore,  par  une  transformation  facile,  écrire 
ainsi  le  second  membre  ; 

Posant 

-iyr—cz                 lyr  —  ps                               27f//7  4-K»^        ^ 
==A,      ^ =  o,      i*^ ; =W 

l'équation  (4  )  prendra  la  forme  caractéristique 
(I)  VA^-hVB'-O^q. 

II.  P  =  o.  Si  P  est  nul,  on  ne  peut  plus  multiplier 
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par  P;  mais,  en  annulant  cette  quantité  (3),  on  obtient  la 
forme  ci-dessous 

(II)  A»-t-B«-4-D  =  o, 

après  avoir  posé 

On  voit  que,  P  érant  négatif,  on  aura  des  ellipsoïdes 
réels,   parce  que  Q  est    alors  nécessairement   négatif, 

sauf  pour  a  =  o,  P  =  o,  7  =  —»  auquel  cas  les  sur- 
faces (S)  se  réduisent  à  un  point,  le  point  A,  pôle  du 
plan  P.  Tandis  que,  pour  P  >-  o,  on'aura  des  hjperbo» 
loïdes  à  une  nappe,  si  Q  est  positif,  des  cônes  réels 
pour  Q  =  o,  et  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  si  Q 
est  négatif. 

Si  P=::  o,  on  aura  des  paraholoïdes  elliptiques^  à  moins 
que  D  ne  se  réduise  à  une  constante,  ce  qui  arrivera,  si 
l'on  a  aussi  Q  =  o.  En  effet,  la  seconde  forme  de  Q 
montre  que,  si  l'on  a  simultanément  P  =  o,  Q  =  o,  011 
a  nécessairement  Ay  -+-  K*  =  o,  et,  par  suite,  D  se  ré- 
duit à  —  2 — Y~*  Dans  ce  cas  Féquation  (II)  sera  celle 

d'un  cylindre  elliptique  dont  Taxe  est  défini  par  les 
équations  A  =  o,  B  =  o. 

Avant  de  poursuivre  cette  discussion,  étudions  la  na« 
ture  et  la  position  des  surfaces  représentées  par  les  équa- 
tions P  =  o,  Q  =  o,  où  nous  regarderons  a,  (3,  y  comme 
les  coordonnées  courantes  d'un  point. 

La  première  représente  un  paraboloïde  elliptique», 
tangent  à  Torigine  au  pian  P  et  situé  tout  entier  du  côté 
des^  négatifs;  ses  diamètres  sont  parallèles  à  Taxe  des  z. 

La  deuxième  représente  un  cône,  ainsi  que  le  montre 
la  première  forme  de  Q,  abstraction  faite  du  facteur 
Jnti.  de  Biathémat,,  a*  série,  t.  XVH.  (Février  1878.)  6 
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-~-î  qui  n'est  pas  nul,  La  seconde  forme  de  Q  montre 

cône  est  circonscrit  au  paraboloïde  P  .-=:  o,  la 
le  contact  étant  Tintersectiondu  plan  A74-  K':=ro 
paraboloïde.  Il  en  résulte  que  le  plan  P  est  à 
Uance  du  centre  de  celte  courbe  et  du  sommet  du 
:=  o.  Du  reste,  le  sommet  de  ce  cône  est  le  pôle 
P^  d*où  il  suit  qu'il  est  aussi  circonscrit  à  Tellip- 

pouvons  maintenant  délimiter  nettement  lesdi- 
égions  occupées  par  le  point  A  quand  Téqua- 
)  représente  telle  ou  telle  surface.  Ces  régions 
nombre  de  tfms  : 

lie  qui  occupe  l'intérieur  du  paraboloïde  P  =rr  o, 
tous  les  points  de  laquelle  on  a  P<;o.  Elle  cor- 
aux ellipsoïdes  de  l'équation  (S);  car,  à  cause 
sition  du  cône  Q  =  o,  ou  a  nécessairement  pour 
is  de  cette  région  Q  v'o. 

îlle  qui  est  située  à  Tintérieur  du  cône,  mais  à 
!ur  du  paraboloïde,  et  pour  tous  les  points  de  la- 
naP]>oetQ<^o.  Elle  correspond  aux  hyper- 
à  deux  nappes  de  l'équation  (S). 
Il  fin  celle  qui  est  tout  entière  à  l'extérieur  du 
=  o  et  pour  laquelle  on  a  nécessairement  P  ^>  o 
o.  Elle  correspond  aux  hyperboloïdes  à  une 
eTéqualion  (S). 

ne  transition,  si  le  point  A  est  sur  le  paraboloïde 
Téquatiou  (S)  représente  un  paraboloïde  ellip- 
Til  est  sur  le  cône  Q  =  o,  la  même  équation  re- 
3  aussi  un  cône.  Enfin,  si  le  point  A  est  sur  la 
le  contact  de  P  ==  o  et  de  Q  =  o,  la  surface  (S) 
ite  un  cylindre  elliptique.  Si  Ton  avait  K*  <;o, 
lire  hl^  c,  le  plan  P  ne  couperait  plus  réellement 
ïde.  On  aurait  toujours  Q^CT^o,  sauf  pour  c^  =  o, 
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(3  =  0  01  7=:::=  -r- •  H  n'y  auraît  donc  plus  d'ellipsoïdes 
imaginaires,  ni  de  cônes  imaginaires,  à  moins  que  Ton 
n'eût  a  =^  o,  (3  =  o,  7  =  — >  auquel  cas  les  cônes  se  ré- 
duiraient à  un  point,  le  point  A,  intérieur  à  Tellipsoïde 
et  pôle  du  plan  P.  Il  n'y  aurait  plus  également  de  cônes 
réels  proprement  dits,  ni  d'hyperboloïdes  à  une  nappe. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Humbert,  élève 
du  lycée  de  Besançon;  Duranton,  chargé  de  cours  au  lycée  du  Puy; 
V.  Hioux,  professeur  au  lycée  de  Rennes;  A.  Tourrettes,  censeur  au  ly- 
cée d'Albi;  Escary,  professeur  au  lycée  de  Chàteauroux;  Lévy,  profes- 
seur au  lycée  de  Rennes. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1228 

(Tolr  a*  série,  l.  XVI,  p.  19a); 

Par    m.    V-    JAMET, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Brieuc. 

Sur  une  normale  menée  par  un  ombilic  O  à  une  sur- 
face  du  second  degré,  il  existe  un  point  P  tel,  quen 
menant  par  ce  point  une  transi^ersale  rectiligne,  ren- 
contrant  la  surface  en  des  points  M,  M',  l'angle  MOM' 
est  constamment  droit,  quelle  que  soit  la  direction 
donnée  à  la  transversale .  Et  le  plan  polaire  du  point  P, 
par  rapport  à  la  surface  considérée,  est  parallèle  à  un 
plan  cyclique  de  cette  surface. 

La  mêlhode  que  je  vais  suivre  montre  que  les  ombilics 
d'une  surface  du  second  ordre  jouissent  de  la  propriété 
énoncée,  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  points  de  la 
surface. 

6. 
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Soîl  une  surface  du  second  ordre;  prenons  pour  ori- 
gine un  point  de  la  surface,  pour  axe  des  z  la  normale 
en  ce  point,  et  pour  axes  des  a:  et  des  j^  deux  droites  pa- 
rallèles aux  axes  de  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  pian  parallèle  au  plan  tangent  à  Torigine. 

L^équatîon  de  la  surface  est  alors  de  la  forme 

r'-h  A'y^-r-A'^z^-hiByZ'^-iiB'az  ■+-  ilz~  o. 

ns  tourner  les  axes  des  x  et  des  y  d'un  angle  <y 
de  Taxe  des  z.  Uéquaiion  de  la  surface  dans  ce 
I  système  d'axes  sera 

—  j'sîn^j'-f- A'(jrsin9  4-  y  cosç)^  + A"z^ 
[x  sin  f  +  ^cos ^)  «  -h  2  B' (xcos^  —  j sin  y)  z  -h  2 /»  =:  o. 

ins  cette  équation,  on  fait  jr  =  o,  on  obtient  une 
1  qui  représente  la  section  faite  dans  la  surface 
Duveau  plan  des  j^z.  Celte  équation  est 

(  A  sin»  <p -f- A' ces»  j' -4- A'' i' 

+  2(Bcosf  —  B'sinyjj'z-f- 2/«  =  o. 

Intenant  une  droite  située  dans  le  plan  des  yz^  et 
qualiou  sera 

///  r  H-  //  3  =  I . 
on 

>-|-  A'cc)s'y)r' 

'z^-hn  (B  cosy  —  B'  s\nf)jrZ'^2lz[mx  -+-  riz)  =r  o 

itéra,  dans  le  plan  des  jz^  les  deux  droites  qui 
Torigine  aux  points  où  cette  droite  coupe  la  co- 
présentée  par  Téquation  (i). 
dernière  équation  peut  s'écrire 

y-4- A'cos>)j» 

(B  cosf  —  B'siny  -h  Cmjjz  -f-  (A'^-h  2//*)  i'  :=:  o. 
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Poar  que  ces  deux  droites  soient  rectangulaires,  il  faut  et 
îl  suffit  qu'on  ait 

A  sin'9  -4-  A'cos'y  -f-  A"  4-  2 /«  =  o, 


d'où 


Asin»©  4- A'cos»»-4- A" 

n-z i — î 

a/ 


Portant  cette  valeur  de  n  dans  Téquation 


il  vient 


Asin'-p  -f- A'cos>-f-  A" 

m  Y  — z  z=  i 

2/ 


La  droite  représentée  par  cette  équation  coupe  Taxe 
des  z  en  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  est 

^ 

A  sin*ff  -t-  A'  eus' y  -t-  A" 

Pour  que  celte  distance  soil  indépendante  de  f ,  il  faut  et 
il  suffit  que  A  =  A',  c'est-à-dire  que  Forigine  soit  un 
ombilic  de  la  surface. 

Si  la  condition  A  =  A'  est  satisfaite,  les  coordonnées 
du  point  P  sont 

2/ 


A -4- A" 

Le  plan  polaire  de  ce  point  a  pour  équation 

~  2(  A"c  -f-  Bj^  4-  B'x  4-  C)  +  (  A  'h-  A'')  z  =  o. 

Le  plan  mené  par  Forigine  parallèlement  à  celui-ci  a  pour 
équation 

(  I  )  A"s  -t-  2B/  4-  2B'.r  —  Az. 

D'ailleurs  Téquation  de  la  surface  peut  s'écrire 

A(-r^4-j^')  4-»(A"z4-2B7  4-2B'ar)  4-2/z:i=o; 
par  conséquent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
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de  rinlersection  de  la  surface  avec  le  plan  représenté  par 
Téqualion  (i)  satisfont  à  Téqualion 

îUe  d'une  sphère,  ce  qui  démontre  la  propriété 


La  jnème  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Rlanc; 
;  A.  Morel;  B.  Lannoy;  A.  Berthomieu,  élève  du  lycée  de 
H.  Picat,  élève  du  lycée  de  Grenoble  ;  Ch.  Brunot,  élève  du 
jon  ;  H.  Dessoudcixy  élève  du  lycée  de  Bordeaux  ;  A.  Genouille, 
au  lycée  de  Tournon. 


Question  1231 

(roira*  série,  t.  XVI,  p.  a4o}  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

point  M  on  mène  trois  normales  à  une  conique, 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
ar  les  trois  pieds  de  ces  normales;  démontrer 
droite  OP  et  la  quatrième  normale  que  Von 
ner  du  point  M  à  la  courbe  sont  également  in^ 
ur  les  axes. 

conique  est  une  hyperbole  équilatère,  la  droite 
e  par  le  pied  de  la  quatrième  normale, 

(Lagcf.rre.  ) 

L  A,  B,  C  les  pieds  des  trois  premières  normales 
âed  de  la  quatrième.  Je  prends  les  axes  de  la 
pour  axes  des  coordonnées,  et  je  suppose,  pour 
idées,  que  la  conique  est  une  ellipse  :  pour 
>ole,  il   suffira  de  changer  dans  le  résultat  &* 

i  .r,,  fi  les  coordonnées  du  point  M  et 


Digitized  by  VjOOQIC 


(8;) 

réquatiou  de  la  conique.  Les  pieds  des  quatre  normales 
sont  les  inlersections  de  celle  conique  avec  l'hyperbole 

(a)  c^xy  —  a}x^y  -h  ^*j|X  =n  o. 

Le  cercle  circonscrit  au  i  ri  angle  ABC  a  une  équalion 
de  la  forme 

(3)  X'  -4- r*  —  -lOior.  —  2P/  -h  S  —  o, 

en  posant  a*  -h  (s*  —  R*  =  S. 
De  Téquation  (2)  on  tire 


■;4) 


(5) 


En   reportant  cette   valeur   dans   les    équations    (i) 
et  (3),  on  obtient  les  équations 


{e^x* —  2fl'c'j:,    x^  -4-  ^a^c*Xia 
—  ne*  a 


x^  -r-  !ia*c^XiX 


a*x\  rr=0, 


—  la*x\v. 

—  2û'c'j?,S 


x->r  o>  jtJS  =  O, 


-r-  a*x\ 
-r-  b'y\ 

qui  déterminent,  la  première  les  abscisses  des  points  A, 
B,  C,  D,  et  la  seconde  celles  des  points  A,  B,  C^  P' 
[P'  étant  le  point  de  l'hyperbole  (2)  diamétralement 
opposé  au  poinl  P]. 

Ces  deux  équations  ayant  trois  racines  communes, 
leurs  premiers  membres  admettent  un  diviseur  commun 
du  troisième  degré 


[à] 


x*  H-  2a* j;;  a 
-f-  2a»c»x,T 
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où  T  =  S  4-  «*,  que  l'on  obtient  en  les  retranchant  Tua 
de  l'auire. 

Eu  exprimant  que  le  reste  de  la  division  est  nul, 
quel  que  soit  x,  on  a  les  trois  équations 

(6)   4a»A'/.a(r»a-4-^,p— x,r,)-4flVa»-T-V»r.TO, 


(8)  4ûVa»  — C»TV==:0, 

en  posant,  pour  abréger,  c*  T -4- a  A*yi  j3  —  b*jr\  =  V. 
En  ayant  égard  à  l'équation  (8),  l'équation  (7)  se  ré- 
duit à 

«*.^.x(r.  —  2p)  — pV::=0, 

d'où 

et,  par  suite, 

(9)  4r«ap'  =  X,  («'x.a  4-  PV'.P)  (>  .  ~  2^]'. 

En  remplaçant  V  par  sa  valeur  dans  l'équation  (6), 
on  a 


4û'^^Jia(7,a  -hx.p  — x»j,)  — 4«'^*a*  H" 


P' 
et,  en  ayant  égard  à  Téquation  (9), 

4(J.«  4-  or.p  -  X.7,) p  -  X,  [y]  -  4r.p  -i-  4PM  ^  o, 
(10)  4ap— X|j,  n^O. 

On  voit  que  les  centres  des  quatre  cercles  circonscrits 
au  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  normales 
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pris  trois  à  trois,  sont  situés  sur  une  hyperbole  équîla- 
tère  ayant  pour  asymptotes  les  axes  de  la  conique  et  pas- 
sant par  le  milieu  de  OM. 

Au  moyen  de  l'équation  (lo),  l'équation  (9)  peut 
être  remplacée  par 

(9')  4û«a(a  —  ar,)+4^'(P-r.) +  «'*:-+- ^'jî—^*  =  0, 

qui  représente  une  conique  de  même  espèce  que  la  pro- 
posée,  passant  par  les  centres  des  quatre  cercles. 

En  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division  du  poly- 
nôme (4)  par  le  diviseur  (d)^  on  a  l'abscisse  du  point  D, 

puis 

et,  par  suite, 

coefficient  angulaire  de  la  quatrième  normale  1V1D. 

De  même,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la  division 
du  polynôme  (5)  par  le  diviseur  (€2),  on  a  l'abscisse  du 
point  P'  symétrique  du  point  P  par  rapport  au  centre 
de  l'hyperbole  (si) 

V  g»^.(2p-J.) 

X   =  2a —  2ûr  H ^— YjT 

2c'a  2c2p 

^c^cL^  -f-  2r/'ar,p  —  /7^r,7, 


r 
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et,  en  vertu  de  l'équation  (to), 

X  X, 

coefficient  angulaire  de  OP'. 

La  droite  OP'  est  donc  parallèle  à  MD. 

Les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole  (a)  étant 

— P  et ^>  celles  du  point  F  symétrique  de  Y'  par 

rapport  à  ce  centre  sont 

__       'y.a^x,        x\^a}^  —  ^'j,)  _  x,(2o^p  H-  6'ri) 
■*'"       ""?  âc^P  ""  2c»p  ' 

_       2 A ^r ,        2 fl« p  —  h-yx  __        (2fl^p  4-  6* j, ) 

y—      '',  ^ii       —  ""        J.1       • 

Le  coefficient  angulaire  de  OP  est  donc 

r      2p 


jr         x. 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère, 
i'  =  a*,  les  coordonnées  du  point  D 

^_.r.(2p-.r.)  2p-rt 

j:  =  T- >      r  — 

4P  2 

vérifient  Téquatioix 

X  Xx 

de ,1a  droite  OP. 

Donc  la  droite  OP  passe  par  le  pied  de  la  quatrième 
normale.  c.  q.  f.  d. 
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Question  124S 

(TOir  a*  térie,  t.  XTI.  p.  338); 

Par  m.  BARTHE, 

ÉlèTe   du  lycée  de  Bordeaux. 

Tonte  corde  menée  paY  le  foyer  d'une  parabole  est 
égale  au  quadruple  du  rayon  vecteur  du  point  de  con- 
tact de  la  tangente  parallèle  à  cette  corde, 

(P.  Sondât.) 

Soient  P  le  pôle  de  la  corde  focale  AB,  qui  se  trouve 
sur  la  directrice^  I  le  milieu  de  celle  corde,  M  le  point 
de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  la  corde ^  on  a, 
d'après  une  propriété  connue, 

PM  -r^  MI, 
puis 

PM:^MF, 

d'où 

PI  ^2 MF. 

Mais  le  triangle  rectangle  PÂB  donne 

T.,       AB 
PI.-.-; 

donc 

AB=::.4MF. 

Aor^z.  —  Autres  solutions  de  MM.  Moret-Blaac  ;  H.  Lez  ;  G.  Cochery  ; 
B.  Robaglia;  F.  Pisani,* professeur  à  Naples  ;  Th.  Franchy,  mattre  ré- 
pétiteur au  lycée  de  Moulius;  A.  Droz,  ingénieur;  G.  Carraud,  élève 
du  lycée  de  Chàteauroux  ;  R.  Beangey,  élève  du  lycée  de  Grenoble  ; 
E.  Fauquembergne,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin  ;  G.  Lam- 
biotte,  élève  de  l'École  des  Mines  de  Liège;  Numa  Parra,  J.  Lapierre» 
L.  TroupeDat»  J.  Chambon,  élèves  du  lycée  de  Bordeaux;  A.  Genouille, 
professeur  au  lycée  de Tournon;  Ad.  Protard,  élève  du  lycée  de  Moulins; 
E.  Bnnoyer,  élève  du  lycée  de  Marseille;  A.  Didier,  élève  du  lycée  de 
Grenoble;  E.  Fauquembergue,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quen- 
tin; E.  Ambert,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Montpellier;  S.  K.,  à  Vienne 
(Aatriche). 
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del  Prof.  F.  BHoschi  slD.-B.  Boncompagni. 

Note  sur  Jean^ André  de  Segner^  fondateur  de  la  Météoro- 
logie mathématique;  par  le  D^  Sigismond  Giinther. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 
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Mai.  —  Prospetlo  storico  dello  svîluppo  della  Geometria 
moderna.  Scritto  postuiuo  del  D'  Ermanno  Hankel.  Tradu- 
zione  dai  (edesco  del  D'  Alfonso  Sparagna. 

Commeraorazione  di  Ermanno  hankel;  per  Guglielmo  von 
Zahn,  Traduzione  dal  tedesco  del  D'  Alfonso  Sparagna. 

Catalogo  dei  lavori  del  D'  Ermanno  Hankel, 

Juin.  —  INoticesur  la  vie  et  les  travaux  de Loais-Othon  Hesse; 
par  M.  Félix  Klein  ;  traduit  de  Tallemand  par  M.  Paul  Mansion, 

Copernico  in  Italia.  —  Traduzione  dal  tedesco  del  ly  Al^ 
fonso  Sparagna, 

Copernico  in  Bologna.  —  D'  F.  Hipler,  Traduzione  dal  te- 
desco del  D'  Alfonso  Sparagna. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Juillet.  —  Intorno  alla  vila  ed  agli  scritti  di  Gianfrancesco 
Malfeutiy  matcmadco  del  secoio  xviii.  —  G.-B.  Biadego. 

Catalogo  dei  lavori  di  Gianfrancesco  Malfatti,  —  Catalogo 
dei  lavori  relativi  al  probleuia  Maifatti.  —  Lettere  inédite  di 
Gianfrancesco  Malfatti. 

Août.  —  Lettere  inédite  di  Gianfrancesco  Malfatti  (fine). 

Annunzi  di  recenti  pubblicauoni. 

Septsmbbe.  —  Goffredo  Fritdiein,  Necrologia  del  D'  Mau- 
rizio  Cantor.  Traduzione  dal  tedesco  del  D'  Alfonso  Sparagna. 

Catalogo  dei  lavori  del  D'  Goffredo  Friedlein.  —  B.  Boncom- 
pagoi. 

Notice  sur  la  vie^  les  travaux  de  Fictor^Am'uce  Le  Besgue ; 
par  MM.  Abria  et  /.  Hoûel. 

Catalogue  des  travaux  de  F. -A.  Le  Besgue.  —  Notice  sur 
les  principaux  travaux  de  F.-A.  Le  Besgue^  rédigée  par  lui- 
même. 

Notice  sur  les  opuscules  de  Léonard  de  Pise;  par  V.-A.  Le 
Besgue. 

OcTOBEE.  —  Prophatii  Judaei  Montepessulani  [a.  i3oo) 
proœmiuro  in  Almanach  adhuc  ineditum  e  versionibus  duabus 
antiquis  (altéra  quoqueinterpolata),  unacum  lexlu  hebraico  e 
manuscriptis  primum  edidit,  suamque  versioneni  latinam  ver- 
balem  adjecit  Mauritius  Steinschneider. 
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AnDunzi  di  recenti  piibblicazîoni. 

NoYEMBEE.  —  Lettre  à  D.-B.  Boncompagni,  sur  la  vie  elles 
travaux  de  M.  Louis-Amélie  Sédiilot;  par  M.  le  D'  C.-E.  Sé^ 
dillot. 

Cataiogo  dei  lavori  di  Litigi-Jmelio  Sédiilot.  —  B,  Bon- 
compagnie 

DÉCEMBRE.  —  Sulla  nazionalità  del  Copernico;  por  Mau- 
rizio  Cantor.  (Traduzione  dal  ledescodel  D^  Jl/onso  Sparagna.) 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

ladici  degli  ariicoli  e  dei  nomi. 

Tirages  a  part. 

Scritti  inediti  di  Francesco  MaaroUco^  pubblicati  dai  Prof. 
Federico  Napoli  (gennaio  afebbraio  1876}. 

Commemorazione  di  Ermanno  Hankel^  per  Guglielmo  von 
Zahn,  traduzione  dal  tedesco  dei  D'  Jl/onso  Sparagna  (mag- 
gio  1876). 

Prospetto  storico  dello  sviluppo  délia  Geometria  moderna, 
scritto  poslumo  del  ly  Ermanno  BankeL  Traduzione  dal  te- 
desco del  D""  Alfonso  Sparagna  (maggio  i876). 

Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Loais-Othon  Hesse;  par 
Félix  Klein^  Professeur  à  1-École  Polytechnique  de  Manich, 
traduite  de  Tallemand  par  M.  Paul  Mansion,  Professeur  à 
rUniversité  de  Gand  (giugno  1876]. 

Goffredo  Friedlein.  Necrologia  del  jy  M^urizio  Caniorjtm— 
duzione  dal  tedesco  del  D'  Jl/onso  Sparagna ,  seguita  da  un 
cataiogo  dei  lavori  del  medesimo  G.  Friedlein;  compilaio  da 
£,  Boncompagni  {setlembre  1876). 

Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Fictor-Jmédée  Le  Besgue^ 
Correspondant  de  l'Institut,  Professeur  honoraire  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Bordeaux;  par  M.  O.  Abria^  Doyen  de 
la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  et  /.  Hoûel,  Professeur  à 
la  même  Faculté,  suivie  de  deux  travaux  inédits  de  r.-A,  Le 
Besgue  (settembre  1876). 

Cataiogo  dei  lavori  di  Luigi^Ainelio  Sedillot ;  compilato  da 
B,  Boncompagni  (novon)bre  1876). 
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La  vie  et  les  travaux  de  Jean  Hévélius\  par  X.-C  Béziat 
settembre,  ottobre,  novembre  et  décembre  1876). 

Intorno  alla  somma  délie  quarte  potenze  dei  nuroeri  natu- 
rali,  —  Nota  di  ^.  Boncompagni  (tomoX,  maggio  1877). 

Gemscidy  astronome  et  géomètre  arabe,  mort  avant  i45o, 
a,  dans  un  passage  de  sa  Clef  du  calcul,  traduit  par  Wœpcke, 
donné  et  appliqué  au  cas  de  n  =z\o  la  formule 

=  (i-f-2-+-3-}-.  :,-hn)-h'={i-\-2'h3'h  .  .  .--(//— i)-i-/?—ï) 

X(i=-i-a5+3*-f-...-;-/i'), 

pour  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  nombres  natu- 
rels. Fermât,  dans  une  Lettre  du  4  novembre  i636,  a  donné 
la  formule 

5(i*-4-2*-!-3«-H..--f-/i') 

Le  P.  /.  Prestet  a  donné,  en  161 5,  la  formule  générale 

{a  -t-  nbY-^'  —  «"+'  —  nb"'-^'  —  ^ ^*S«_,  j 

^-'—  :        (m^i)b  ' 

qui  se  réduit  facilement  à  la  suivante  : 

(a -i-nr)"'-*-^ — fl"'-^''       m  "'^'"""0.0 

Sa.  =:  ^ : rSm^i ô r'Om^-i 

(m  -h  i]r  2  2.0 

m  [m — i)(w — ''•^  _sc  "'^ 

5—7 r'Sfli-j  —  •  .  . ; — ^ 

2.3.4  //«  4- I 

(léinontrée  dans  plusieurs  Traités  d'Algèbre  élémentaire. 

iDtorno  alla  parola  :   «  Cumulo  »  usata  da  Francesco   dal 
Sole  ;  ÎD  senso  di  «  mille  milioni  ».  —  B^  Boncompagni  (août 

1879). 
François  del  Sole^  arithméticien  de  Château-Thierry,  a,  dans 
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un  Traité  d'Arithmétique,  imprimé  à  Ferrare  en  i5^6,  em- 
ployé le  raot^  CumulOf  dans  le  sens  de  mille  miliions.  — 
Etienne  de  la  Rochcy  dans  son  Traité  d'Arithmétique,  iin— 
primé  en  i52o,  a  donné  au  mot  Billion  le  sens  de  million  €ie 
millions.  —  Jacques  Pelctier^  dans  un  Traité  d^ Arithmétique, 
imprimé  pour  la  première  fois  en  1549*  ^^ploî^»  ^^QS  ^^  même 
sens,  le  mot  milliard, 

PUBLICATIONS  RfiCBNTES. 


1.  Cours  de  Mathématiques  élëoieiitaires.  —  Appen- 
dice aux  Exercices  de  Géomélrie^par  F.  I.  C.  (1877). 

2.  Exercices  de  Géométrie  descriptive;  par  F,  I.  C. 

(1877). 

3.  Sopra  alcune  questioni  dinamiche,  Memoria  clie 
fa  seguito  a  quella  intorno  ai  principii  foiidameulali 
délia  Dinamica,  delProf.  Dominico  Chelini,  S.  P.  —  Bo- 
logna.  TipI  Gamberini  e  Parmeggiaui,  1877. 

4.  Le  Funzioni  meiriche  fondamentali  negli  spazi  di 
quante  si  vogliano  dimensloni  e  di  curvalura  costante; 
dî  Eniico  d'Oyidio. —  Roma,  coî  lipidelSalviucci,  1877, 

5.  L'Astronomie  pratique  et  les  Observatoires  o.n 
Europe  et  en  Amérique;  3*  Partie  :  Étals-Unis  d'Amé- 
rique; par  C.  André  et  A.  Angot.  In-18  Jésus. —  Paris, 
Gaulhier-Villars,  1877. 

ERRATA  DES  TARLES  BB  LOGARITHMES  BB  SCVRON. 


Page  a53,  ligne  5,  colonne  des  cotang  :  au  lieu  de  o,  65 1 5868,  lis^z 
o,85ij86S. 

Cette  faute  a  été  signalée  par  M.  Laming,  employé  du  Bureau  des 
Longitudes. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DBS  AUGUSTINS,   55,  A  PABIS. 

KoToi  franco^  eoDtre  mandat  de  poste  ou  Taleur  sur  Paris,  en  Europe,  Algérie^ 
tgjrpte^  Maroc f  Russie  d'Asie,  Tunisie,  Turquie  d'Asie,  —  Pour  les  Etats-Unis 
dt  l'Amérique  du  Hardy  ajouter  5o  centimes  par  Tolnme*  —  Pour  les  autre» 
pays,  suirant  les  coiiTentions  postales. 


TRAITÉ 


DS 


MÉCANIQUE  GÉNÉRALE, 


COMVKnrAHT 


LES  LEÇONS  PROFBSSfiES  A  L'ÉCOLE  POLYTECPIQVE 


Pak  h.  RESAL. 

■unss  »■  i.*nisTiT0T.  iraiinBOft  »bs  misbs,  amoirt  ad  caaiTÉ  D'ABriuiiiK 
tous  ut  ÉTVDit  scuurripiftiJBS. 


Ton  I  :  Cinématique,  —  Théorèmes  généraux  de  la  Mécanique.  —  De  Véauilibre 
et  du  mouvement  des  corps  solides,  ln-8,  avec  figures  dans  le  texte  ;  1873.    9  rr.  5o  c. 

ToiE  11  :  Frottement,  —  Équilibre  intérieur  des  corps,  —  Théorie  mathématique 
de  la  poussée  des  terres,  —  Équilibre  et  mouvements  vibratoires  des  corps  isotropes, 
—  Hydrostatique, — Hydrodynamique,  —  Hydraulique, —  Thermodynamique,  suivie 
d<U  théorie  des  armes  à  feu.  ln-8,  arec  figures  dans  le  texte;  1874.    9  fr.  5o  e. 

Ton  III  :  Des  machines  considérées  au  point  de  vue  des  transformations  de  mow 
ffment  et  de  la  transformation  du  travail  des  forces, — Application  de  la  Mécanique 
À  t Horlogerie.  In-8,  aTec  belles  figures  ombrées  dansle  texte;  1876 1 1  fr. 

Ton  IV  et  dernier  :  Moteurs  animés.  —  De  Veau  et  du  vent  comme  moteurs.  ^^ 
Heehines  hjrdrauliques  et  élévatoires.  —  Machines  à  vapeur,  à  air  chaud  et  à  gaz, 
Id-8,  arec  300  belles  figures,  levées  et  dessinées  d'après  les  meilleurs  types  ; 
'M i5  fr. 


»00«4 


Le  tome  IV,  qui  termine  le  Traité  de  Mécanique  générale  de  U.  IL  Resal, 
s'adresse  à  la  fois  aux  constructeurs,  aux  ingénieurs  et  aux  professeurs  de 
Sciences  appliquées.  Il  renferme,  en  effet,  des  théories  et  des  formules  pra- 
tiques nouvelles  et  environ  aoo  gravures  sur  bois  intercalées  dans  le  texte, 
et  qui  sont  des  réductions  de  dessins  d'ateliers. 

Des  aperçus  théorioues  nouveaux  sur  les  roues  à  aubes  courbes,  les  pro- 
PQlseurs  à  palettes  et  a  hélices  des  b&timents  à  vapeur,  les  pompes^  le  bélier 
Mraulique,  les  réservoirs  d'air,  le  moteur-pompe  donnent  à  la  cmquième 
Partie  du  Traité  de  Mécanique  générale  un  caractère  original. 
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Les  OuYrages  qui  ont  para  jusqu'à  ce  jour  sur  les  madUnes  à  vspwr 
donnent  peu  de  délails  sur  ht  construction  des  ^nérateurs,  quoique  celte 

2uestion  soit  de  la  dernière  importance  au  point  de  vue  de  la  sécurité. 
l'Auteur  a  largement  comblé  cette  lacune.  Les  conditions  de  résistance  te 
générateurs,  en  tenant  compte  de  la  clouure,  des  fonds  plats  et  bombés  et 
des  rivets,  la  transmission  de  la  chaleur  à  travers  les  parois,  les  chaudières  à 
circulation  évitant  les  dépôts  et  incrustations,  le  mouvement  des  gaz  dans 
les  foyers  et  les  cheminées,  les  injecteurs,  les  manomètres  métalliques,  les 
pistons  suédois,  qui  sont  maintenant  les  seuls  employés,  ont  été  l'objet  d'é- 
tudes très-approfondies. 

L'Auteur  expose  ensuite  une  théorie  complète  des  systèmes  de  distribution 
connus  jusqu'à  ce  jour,  des  machines  à  vapeur  au  double  point  de  vue  ther- 
mique et  mécanique,  de  la  marche  à  contre-vapeur  et  du  tirage  dans  les  loco- 
motives. Parmi  les  types  des  machines  à  vapeur  dont  il  s'est  spédalement 
occupé,  on  doit  citer  les  machines  à  admissions  et  échappements  indépen- 
dants qui,  en  raison  de  leur  rendement  eonsid^raUe,  sont  à  Tordre  tfu  jour, 
la  roacnine  rotative  de  MU.  Blinary  frères  et  celle  4e  M.  Bebrens. 

Deux  Chapities  respeativement  consacrés  aux  machinfs  i  air  cbaad  et  «ox 
machines  à  gaz  terminent  le  Volume. 


Extrait  de  la  Table  des  Matières  du  Tome  HT. 

V*  Partie.  ^  Des  MOTEUBa  kvmtB,  De  l'eau  et  du  veut  cohvb  HonoEf. 

Des  MAGUMBt  HTDEAOUQOBS  ET  Al^ATOIBBS. 

Cbap.  l,—  Des  moteurs  animés, —  Tableau  des  quantités  de  travail  journalier  que 
peuvent  produire  les  moteurs  animés.  —  Transport  horisontal  des  fardeaux.  — 
Tableau  des  e£fets  utiles  que  peuvent  produire  lliomme  et  les  animaux  dans  le 
transport  horizontal  des  fardeaux. 

Chap.  II.  —  De  Veau  comme  moteur,  —  §  I.  Des  récepteurs  à  axe  horizontal: 
Puissance  absolue  d'une  chute  d*eau.  —  Roues  à  augets.  — Roues  de  oôté, —  Roue  à 
vanne.  «-Roues  à  aubes  planes  recevant  l'eau  eo  dessous. —  Roues  à  aubes  côuriMs 
de  Poneelet.--*  Roues  pendantes  des  bateaux.^  Propulseurs  à  palettes  des  batesn 
à  vapeur.  -*-  Propulseurs  hôlieoides  des  bateaux  à  vapeur.  —  $  IL  Des  réceptêVi 
hydrauliques'  à  axe  vertical  :  Catégories  des  turbines.  —  Premiéf»  catégorie.  ^ 
Turbine  Foumeyroa.  — -  Deuxième  catégorie.  -^  Turbines  Fontaine  et  Joofsl.  — 
Troisième  catégorie.  -^  Roua  à  injeatioa  extérieure  de  PoneeUt» 

Chap.  III.  —  Du  ifent  comme  moteur.  —  Moulins  è  vent  è  axe  horisontal.  — 
Anémomètres.  ^  Anémomètre  de  Combes.  •—  Moulinet  de  Woltmann. 

Chap.  IY.  —  Machines  élévatoires,  —  Des  ponupes  à  mouvement  de  va-et-vieat 

—  Description  de  leurs  principaux  organes.  —  Pompe  aspirante.  —  Pompe  fou- 
lante. —  Pompe  aspirante  et  foulante.  —  Pompe  Letestn.  —  Application  des  ré- 
servoirs d'air  aux  pompes  foulantes.  -^  Pompes  à  Incendie.  — -  Pompe  rotatîTS. 
Bélier  hydraulique.  —  Vis  d'Arcfaimède.  —  De  quelques  autres  machines  élévatoire». 

Cbap.  V.  —  Des  machines  à  colonne  d'eau,  —  Machine  à  colonne  d'eam  à  simpla 

effet  de  Huelgoat.  —  Machine  à  colonne  d'eau  à  double  eifet.  «  Moteur  pompe. 

Chap.  Vl,-^  Machines  soufflantes. ^ SonfHtia,  ^MsLCtdnes  soufflantes  à  cylindre. 

—  Ventilateurs.  — •  Vis  pneumatique.  —  Trompes. 

VI*  PABcm.  f-*  Dm  machhis  a  TAfvnif  a  aa  obaw  m  a  au» 

Ou».  I.  •—  Des  maehinef  thermiques  en  général^  —  Digression  sssr  ta  ThermO' 
dynamique,  —  Des  machines  thermiques  en  génénd.  —  Introduction  de  l'élément 
calorifique  dans  la  formule  que  donne  la  vitesse  d*écou1ement  d'un  fluide.  —  Vi- 
tesse d'écoulement  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  qui  n^rouve  ni  perte  ni 
gain  de  chaleur.  —  disHew  interne  totale  q«e  possède  le  tuida  lorsque  tovt« 
sa  fbret  vive  asi  éteinte  à  la  attita  de  tevbilleiuiemtnÉB  dna  la  eapadlé  q«i  ^ 
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reçoit» -^Chaleor  interne  d'iia  jet  d'eau  chauds  dana  l'atmo^hèra  «pvèa  que  t*me 
sa  force  Tire  eat  éteinu.  «^  Chaleur  interne  d'i^  tnélange  d'un  jet  d^sau  et  d'un 
jet  de  Tapeur  humide  a'échappant  de  la  mAme  chaudière  lorsque  aa  forée  yne 
est  détruite. 

Chap.  II.  -^  Généralités  sur  les  machines  à  vapeur»  *-  Organea  des  machines  à 
Ttpenr.  ->  Machines  a?ec  ou  sans  condensation.  -^  Mluphines  fixes,  looomobiles  lo« 
comotifcs.  —  Machines  des  bateaux  à  Tapeur. 

Cha?.  III. —  Des  chaudières  à  vapeur, —  %  I.  D^prismpsttS9  types  de  générsUeurs: 
Chaudières  cylindriques. — Notions  sur  la  construction  des  chaudières.  —  Chaudières 
à  bouilleurs.  —  Chaudières  à  foyer  îotérieor.  -^  Chaudières  tubulaires.  —  Chau- 
dières Terticales.  —  Des  effets  destructeurs  des  eaux  acides  sur  les  chaudières.  — 
Des  dépôts  et  incrustations.  —  Oéjecteur  Dumery.  —  Des  chaudières  à  circulation 
d'eau.  -^  Générateur  BelleTille.  ~  J  II.  Des  fojrers  et  du  combustible  i  Des  grilles. 
^  Consommation  du  combustible  par  heure  et  par  mètre  carré  de  surface  de 
grille.  — >  Relation  entre  la  surface  de  la  grille,  la  section  des  carneaux  et  de  la 
cheminée.  —  Température  des  gaz  provenant  de  la  combustion.  —  De  la  pression 
des  gaz  dans  les  foyers  et  à  l'extrémité  des  carneaux.  *?-  Du  mouTement  dea  gaz 
dans  les  cheminées.  —  Des  fumivores.  —  g  III.  Productùm  de  la  vapeur,  ^U/tm- 
tatton  :  Poids  de  Tapeur  que  peut  produire  i  kilograoune  de  combustible.  •.—  Éts- 
Ination  de  la  surface  de  chauiTe  d'une  chaudière.  —  Production  de  Tapeur  par 
mètre  carré  de  cette  surface. — De  la  transmission  de  la  chaleur  par  la  paroi  d'une 
chaudière.  —  Relation  entre  la  surface  de  la  grille  et  la  surface  de  chauffe.  — 
MouTcment  de  la  Tapeur  dans  un  tuyau  doni  l'enTelopoe  est  perméable  à  la 
chaleur.  —  Alimentation.  —  Injecteur  automoteur.  —  §  IV.  De  Vexplosiou  des  gé» 
ftérateurs  et  des  appareils  de  sûreté  :  De  l'explosion  des  générateurs  et  des  appa- 
reils de  sûreté.—  Ligne  de  niveau,  tube  indicateur,  flotteur,  sifflet  d'alarme.— 
Flotteur  magnétique.  —  Soupapes  de  sûreté.  »  Des  manomètres.  —  Théorie  du 
manomètre  métallique  tubulaire  de  M.  Bourdon.  —  Des  épreuTcs  et  des  catégories 
des  chaudières.  —  %  Y.  De  la  résistance  des  ckaudihres  :  Résistance  d'un  cylindre 
creux  soumis  à  des  pressions  uniformes  extérieure  et  intérieure.  —  Épaisseur  que 
doit  SToir  un  corps  cylindrique  ou  un  bouilleur  en  ayant  égard  à  la  clouure.  — 
Chaodièrea  en  tûle  de  fer,  en  tôle  d'acier,  en  cuiTre  rouge.  —  Cisaillement.  — 
Diamètre  des  riTcts.  —  Cuissards.  —  Équilibre  d'élasticité  d'une  enveloppe  très- 
mince  limitée  par  deux  surfaces  de  révolution  équidistantes  soumises  okaaune  à 
ane  pression  uniforme.  —  Cas  d'un  fond  plat.  —  Fonds  sphériques.— Conditions 
de  résistance  d'une  enveloppe  cylindrique  terminée  par  deux  fonds  identiques, 
adaptée  de  la  même  manière  et  soumise  à  une  pression  intérieure.  —  Relation 
qui  doit  exister  entre  les  épaisseurs  du  corps  cylindrique  d'une  chaudière  et  les 
fonds  sphériques  qui  la  terminent  pour  que  les  tensions  élastiques  développées  dans 
les  derniers  soient  les  mêmes  que  s'ils  faisaient  partie  d'une  enTeloppe  sphérique 
complète. 

Gbap.  IY.  —  Des  organes  des  machines  à  vapeur  étnutgers  A  la  distribution.  — 
Cylindre.  —  Enveloppes  des  cylindres.  —  Du  piston.  —  Du  proûl  rationnel  des 
i^ents  à'wÊ  piston.  —  Des  segments  arec  faux  segments.  —  Purgeurs.  —  Des 
organes  an  moyen  desquels  on  opère  la  transformation  du  mouToment  reetiligne 
aUernatif  en  cireulaire  alternatif,  maehines  à  eennesion  directe,  à  cylindres  con- 
iagués.  —  Régulateur  de  Titesse.  —  Machines  à  détente  Tariable.  —  Condenseurs 
a  sorlace,  à  injection  et  mixtes.  —  De  la  quantité  d'eau  à  introduire  dans  le  con- 
denseur. —  Cataracte.  —  Des  machines  à  basse,  moyenne  et  haute  pression.  — 
Indicateur  de  pression. 

Gh&p.  V.  —  Des  différents  systèmes  de  distribution.  —  CI.  Distribution  à  simple 
tiroir  à  coquille;  détenu  fixe  :  Théorie  analytique  de  la  distribution.  ^  Représen- 
tation graphique  du  jeu  de  la  distribution.  — De  la  distribution  dans  les  machines 
^  balancier.  —  §  U.  De  la  distribution  dans  les  machines  oscillantes.  Renversement 
de  la  marche  f  Coulisse  ordinaire,  des  bateaux  à  Tapeur  des  laos  suiaees.  -r-  $  lll. 
Distribution  au  mojren  d'un  seul  tiroir  à  renversemesU  de  marche  et  à  détente  va- 
riable :  Coulisses  de  Stéphenson,  reuTcrsée,  d'AlIan,  de  P.  Finck,  d'Eusinper  de 
MTaldeffg.  —  MarAe  à  contre^apeur.  —  §  IV.  Distribution  à  détente  variable  par 
■n  seul  tiroir  de  M.  Fareot.  —  §  V.  Distribution  à  deux  tiroirs  •  Distribution  de 
Gousenbach.  —  Distribution  de  Meyer.  —  Distribution  de  Poloneeau.  —  %  yi.  Dis» 
trihutionpar  des  soupapes, 
Cbap.  yi.  —  Théorie  des  machines  à  vapeur:  Rendement  théorique  maximuai 
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d'une  machine  thermique.  —  Machine  à  Tapeur  théorique.  <-»  Dca  machines  à  vu* 

Seur  usuelles  supposées  parfaites.  —  Du  rendement  calorifique  des  machines  in* 
ustrielles.  —  Du  rendement  mécanique  d'une  machine  à  Tapeur.  —  Des  causes 
2ui  peuvent  influer  sur  le  rendement  d'une  machine  à  Tapeur.  —  Influence  de 
I  pression  dans  la  chaudière  d'une  machine  sur  le  prix  de  rerient  du  traveil  pro* 
duit.  —  Des  chemises  de  Tapeur  considérées  au  point  de  Tue'  économique.  —  Sur 
h  limite  inférieure  que  l'on  doit  attribuer  à  radmission  dans  une  msœliins  « 
Tapeur.  —  Machines  à  Tapeurs  combinées.  —  Machines  à  Tapeur  surchauUSe. 

Chap.  Vil.  —  Det  prineiptuix  typet  de  machines  à  -vmpeur.  —  J  I.  Mackities  à 
vapeur  à  simple  effet  :  Machines  de  Gornwall.  —  $  11.  Machines  fijcesà  dosebU  effet 
sans  détente,  à  condensation  :  Machines  dé  Watt.  —  $  111.  Machines  à  détente  fixez 
Machines  à  un  seul  cylindre.  —  Machines  à  cylindres  combinés.  —  $  IV.  Machines 
h  détente  variable.  Distribution  par  tiroir  :  Machine  du  système  rarcot.  —  Ma- 
chine à  Tapeur  horixontale.  —  $  V.  Des  machines  à  détente  variable,  à  aetmissiont 
et  échappements  indépendants  :  Machine  Corliss.  —  Machine  Sulter.  —  $  Vl.  Lo» 
comobâes  :  Machines  loeomobiles  et  mi-fixes.  —  $  VII.  Locomotives  :  Du  tirage 
dans  les  locomotlTea.  —  De  la  marche  à  contre-Tapeur.  —  $  VIII.  Machinet  à  iw* 
peur  de  navigation  :  IVfpes  diTcrt.  —  §  VIII.  Machines  à  vapeur  rotatives  .-  Machine 
de  MM.  Minary  frères.  —  Machine  Behrens. 

Ghap.  VIII.  —  Des  machines  à  air  chaud.  —  Machine  à  air  chaud  d'Éricsson.  — 
Machine  à  air  chaud  de  M.  Beïon.  —  Machine  à  air  chaud  de  M.  Lcmoine. 

Ghap.  IX.  —  Des  machines  àgaz.  —  Machine  Lenoir.  —  Moteur  à  gaz  de  Iff.  Hngon. 
—  Machine  à  gaz  de  MM.  Otto  et  Langen.  —  Calcul  du  trftTail  produit  duos  les 
machines  à  gaz. 


A  LA  MÊME  LIBRAIRIE. 


POKGELET,  Membre  de  l'Institut.  —  Cours  de  Môcantqne  appliquée  aux 
machines;  publié  par  M.  Kbetz,  Ingénieur  en  chef  des  Manufaclares  de 
rËtat.  2  volumes  in-8,  se  vendant  séparément  : 

i**  Partie  :  Machines  en  mouvement ^  Régulateurs  et  transmissions^ 

Résistances  passives,  avec  117  fig.  et  a  planches;  1874 la  fr. 

a*  Partie  :  Mouvement  desfltUdes,  Moteurs,  Ponts-levis,  avec 
III  figures;  1876 la  fr- 

RESAL  (H.),  ancien  Élève  de  TÉcole  Polytechnique.— Ëléments  de  Méca- 
nique ,  rédigés  d'après  les  programmes  d'admission  pour  TËcole  Poly- 
tecnni^e,  adoptés  par  l'Université,  suivis  d'additions  relatives  à  la 
mécanique  des  systèmes  de  points  matériels,  extraites  des  lieçons  de 
Mécanique  physique,  professées  de  i838  à  1848 ,  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Pans,  par  M.  Poncelet,  Nouvelle  édition,  revue  et  corrigée.  In-8, 
avec  planches  ;  1862 4  fi*.  5o  c. 

RESAL  (H.'),  Ingénieur  des  Mines,  Docteur  es  Sciences.  —  Traité  de 
Cinématique  pure.  In-8,  avec  77  figures  dans  le  texte;  i86a. . .     6  fr. 

RESAL  (H.),  Ingénieur  des  Mines,  Docteur  es  Sciences.  —  Traité  élémen* 

taire  de  Mécanique  céleste.  In-8,  avec  planche  ;  i865 8  fr. 

L* Auteur  a^est  proposé  pour  but  dans  cet  Ouvrage  d'axpoter  les  principes  fon* 
damenuui  de  la  Mécanique  céleste  à  i^aide  de  démonttrationa  astei  limpict 
pour  être  introduites  dans  l^enaetgnement. 

ItM  Paris.  -  Imprtmtrtt  «t  GAUTHIER-V1LLAR8.  qasi  4ss  Avfasttas.  ftS. 
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LIBRAIRIE  DE  6AUTH1ËR-V1LLARS, 

QUAI   DBS  GRANDS-AUGUSTINS,   55,   A  PARIS. 

ANNALES  D0  BUREAU  DBS  LONGITUDES  ET  DE  L'OBSERVATOIRE  DE 
MONTSOURIS.  Tome  I.  In-4)  avec  une  planche  sur  acier  donnant  la  vue 

de  rObsenratoire;  1877 3o  fr. 

Crêfttîon  d«  rObMrvAtoire  de  MonUouris  et  publication  de  ses  travaux  pour 
l'année  1876 {but  de  la  publication  actuelle;  plan  et  position  de  l'Observatoire  ; 
par  MM.  Mouchez  et  Lawr*  —  Obienrations;  Réduction  des  observations  de  pas- 
Mr^es  faites  en  .1876  à  l'Observatoire  de  Montsoaris.  -o-  F.phëmèrides  pour  1878  des 
eujtles  de  culmination  lunaire  et  de  longitude;  par  M.  Lœwy.  —  Délor  mi  nation 
de  la  latitude  d'un  lieu  par  l'observation  d'une  hauteur  de  l'étoile  polaire; 
par  N.  Lmwx.  —  Tables  générales  de  réduction  des  observations  méridiennes  ; 
par  M.  l.tgwjr^ 

ANNUAIRE  DE  L'OBSERVATOIRE  DE  MONTSOURIS  pour  1878;  Météo- 
rologie, Agrionlivro,  Hygiène  (conlenank  le  résumé  des  travaux  de 
I  année  1877  :  Magnétisme  terrestre;  carte  magnétique  de  la  France; 
électricité  atmosp/térique ;  hauteurs  (mrométriques ;  température  de  l^air 
et  du  soi  ;  acttnométrie  ;  analyse  chimique  de  Vair  et  des  eaux  météoriques  ; 
étude  microscopique  des  poussières  organiques  tenues  en  suspension  flans 
Vair  et  dans  les  eaux  météoriques  ou  destinées  h  r alimentation;  évapo- 
ration  à  la  surface  de  Veau;  végétation),  7»  année.  In-8,  avec  108  figures 
ou  diagrammes  dans  le  texte  et  la  Carte  des  courbes  d'égale  déclinaison 
magnétique  en  France 2  fr. 

CâHOURS  (Augnsie),  Membre  de  TÂcadémie  des  Sciences.  —  Traité  de 

Chimie  générale  élémentaire. 

CHIMIE  INORGANIQUE.  Leçons  prof essées  à  V École  Centrale  des  Arts 

et  Manufactures,  3' édition.  1  volumes  in-i8  Jésus,  avec^So  figures  et 

8  planches;  1874.  [Autorisé  par  décision  ministérielle,), ,,  »     lo  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 6  fr. 

CHIMIE  ORGANIQUE,  Leçons  professées  à  V École  Polytech- 
nique, a*  édition.  3  volumes  in-i8  Jésus  avec  fig.;  1874-1875.     i5  fr. 
Chaque  volume  se  vend  séparément 6  fr. 

DISLERS  (P.),  Ingénieur  des  constructions  navales,  Secrétaire  des  travaux 
de  la  Marine.  —  Les  Croieenrs,  la  Guerre  de  oonree.  Grand  in-8, 
avec  3  planches;  1876 6  fr. 

DISLERE  (P.),  Ingénieur  des  constructions  navales.  Secrétaire  du  Conseil 
des  travaux  de  la  marine.  —  La  Qnerre  d'escadre  et  la  Guerre  de  côtee 
{Les  nouveaux  navires  de  combat).  Un  beau  volume  grand  in-8,  avec 
nombreuses  figures  gravées  sur  bois,  dans  le  texte  ;  1876 7  fr . 

FOlJIUfi£it  (F.-E.),  lieutenant  de  vaisseau.  —  Détermination  immé- 
diate de  la  déTiation  du  compas  par  la  nouvelle  méthode  des  compas 
conjugués.  Grand  in-8,  avec  flgures  ;  1878 3  fr. 

MATHIEU  (Ëmfle).  —  Dynamique  analytique.  In-4  ;  1877 i5  fr. 

MATHIEU  (Emile),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon.  •— 
Court  de  Physique  mathématique.  In-4,  avec  figures  dans  le  texte; 
>^73 i5  fr. 

ZEUNER,  Professeur  de  Mécanique  à  TÉcole  Polytechnique  fédérale  de 
Zurich.  —  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur,  avec  ses  Applications 
Aix  Maghinbs.  2*  édition,  entièrement  refondue,  avec  figures  dans  le 
texte  et  nombreux  tableaux.  Ouvrage  traduit  de  l'allemand  et  augmenté 
Qun  Appendice  comprenant  les  travaux  postérieurs  à  la  publication  du 
jexie  allemand,  en  particulier  les  importantes  recherches  de  M.  Zeuner  sur 
'|s  propriétés  de  la  vapeur  d'eau  surchauffée;  par  M.  Mi  Arnthal,  ancien 
^-'ève  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  et  M.  Ach,  Caùn^,  Professeur 
^«  Physique  au  Lycée  Condorcet.  Un  fort  volume  in-8  ;  1869. . . .'    10  fr. 
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(Itouxième  Série.)  —  Février  1878. 
TABLE    DES    MATIÈRES. 

Février  1878.  Pogcs. 

Mémoire  sur  la  représentation  des  surfaces  et  les  projections  des 

cartes  géographiques  ;  par  M.  ^.   Tissot .\q 

Sur  la  cardioïde;  par  M.  Laguerre ,  55 

Théorie  des  indices  (fin);  par  M.  Faute, . (>9 

Solution  de  la  question   de   ftlécani(|ue   élémentaire  proposée  au 

Concours  d'agrégation  en  1875;  par  M.  Gambey 7'"» 

Solution  de  la.questjon  de  M  a  thémaliq  nés  spéciales  proposée  aw 

Concours  d'agrégation  en  1875;  par  M.  Cambey, . .  «. 77 

Sotution  de  la  question  127.8;  par  M.  V,  Jamet,, é .  •  . .  83 

Solution  de  la  question  ii3i  ;  par  M.  Moret-Bianc, 86 

Solution  de  la  questioà  1245  ;  par  M.  Barthc. c)i 

Bibliographie  étrangère c)0 

Publications  récentes * q6 

Errata  des  Tables  de  logarithmes  de  SchrÔn .  , ,  do> 

tiBRAiRiB  DB  GAUTHIER-VILLARS,  quai  des  Augustins»  55. 

ANNUAIRE  pour  l'an  1878,  publié  par  le  Burean  des  Longitudm  (conte- 
nant des  Notices  scientifiques  :  Sur  la  Météorologie  cosjtùqtie;  par 
M.  FAiTB,  membre  do  l'Institut.  -^  Note  sur  le  réseau  plmtosphérique  so^ 
laire  et  sur  la  Photographie  envisagée  coni/ne  ntoyen  de  découvertes  en 
Astronomie  physique;  par  M.  Janssen,  memj)re  de  l'Institut.  —  In-i8 
avec  une  épreuve  photoglyptique  de  la  surface  du  Soleil,  obtenue  sans 
aucune  intervention  de  la  mam  humaine,  et  avec  la  Carte  des  cou rbi'ii 
d'égale  déclinaison  magnétique  en  France) i  fr.  5o  c^ 

La  Météorologie  cosmique;  par  M.  Paye,  membre  de  rtnstitut.  —  ItiOiicnce  do 
la  Lune  sur  le  temps.  —  De  l'axiome  î  Toot  ae  tient  dans  Ja  natuhe,  *-  D^Hni- 
tation  da  domatnedeB  causes  en  Météorologie.:  exelusion  de  l'uDÎYeft  sfellairo; 
exclusion  de  notre  système  planétaire.  —  Caractère  essentiel  de  la  Météorolonip 
actuelle.  —  De  l'empirisme  en  Météorologie.  Ses  conditions.  —  Influence  de  JupitVr 
sur  les  taches   du  Soleil.  —   Influence  des  taches  du  Soleil  sur  le  màgaotlsmo 

'terrestre.  -«  loQuenee  des.  taches  du  Sk>leil  sur  la  température.  Oscillation 

diurne  de  Taiguille  aimantée.  —  Oscillation  diurne  du  baromètre.  —  Influence 
des  étoiles  filantes.  —  Aurores  boréales.  —  Influence  de  la  Lune  sur  le  magné- 
tisme terrestre.  — 'Aflînité  naturelle  de  la  Météorologie  et  de  TÀstronomie. 

Déclinaison  de  l'aiguille  aimantée;  par  M-  Marié-Dayt,  directeur  do  rOfMérra- 
tolre  de  Montsottris.^  -*-  Changement-  horaires  moyens  d«  la  déeMnaiaoD.  - 
Déclinaison  de  l'aiguille  aimantée  dans  les  ctiefs-Hcûx  de  départements  et  dans 
quelques  TÎlles  deÉ  pays  voisins.  —  Déviation  du  compas  dans  les  ports. 

Note  sur  le  réseau  pkvtosphé^iq-ue  Ao^^i^,,et  âtW\la  Photographie  enfisa^ér 
comme  moyen  de  découvertes  en  Astronomie  physique;  par  M.  Jamsseh,  membre^de 
rinstîtut.  —  Ia  Photographie  solaire  est  placée  dès  maintenant  dans  !««  «ondî- 
tiotis  où  elle  peut  nous  révéler  les  faits  Injs  pltn  îniportaDta  «ut*  la 'cossUlution 
du  Soleil.  C'est  une  méthode  nouvelle  qui  s'ouvre  Rêvant  l'observateur  et  qui 
pourra,  avec  Taide  de  l'Analyse  spectrale  et  de  l'ancienne  Optique,  conduire  à  la 
solution  définitive  des  grandâ  problèmes  que  soulève  l'astre  dti  jour,  la  IVotin^ 
expose  les  résultat»  teut  noifvttiiu  que,  dés  j|.préflânt,  Mi  ilnukien  a  pu  obtenir 
en  suivant  cette  voie.  —  La  Planche  jointe  à  l'Annuaire  est  uve  photographie 
d'une  portion  de  la  surface  solaire.  Cette  photographie  résulte  d'^n  grandisse- 
ment  au  triple  d'une  portion  d'une  épreuve  originale  de  3o5'"™  de  diamètre. 
Le  cliché  de  ce  grandissement  a  servi  à  faire  un  contre-type,  qui  a  ensuite  été 
reproduit  par  fa  photoglyptîe. 

Ce  qui  est  ici  d'un  haut  intérêt,  c  est  que  la  liialn  humaine  n*e«t  tnt^rtifnne  m    • 
rien  pour  la  production  do  cette  image,  qui  est  entièrtment  due  à  ]*a«tfoD  de  la 
lumière. 
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Cu.  DRISSE, 


■  tptTITCOK    *    L' t  COLI  ^pO^TZtUBHiqOB, 
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l>EUXIÈME  SÉRIE. 

TOME  DIX-SEPTIÊME. 


ntBLICATMR  rONDiE  BN  l84a  Mk  MM.  fiBRONO  BT  TBBQCm, 
KT  COEITIMit  »M  MM.  CMORO,  moraST  BT  ■f«CBt. 


MARS  1878. 


S'adrttMr,  pour  la  rédaction,  à  M.  OERÛNO,  me  Halle,  4d  et  42, 
on  à  M.  BRISSE,  rtitf  d'Enfer,  ». 

(ArrnAMCHift.) 
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:  ...       M.  GERONO, 

Profeiiear  de  MathémaliqoM, 

j  M.  Ch.  BR1S6E, 

1                                    Répâllteur  à  l'Ecole  Polytechfltqot,  Agrégé  de  l'UniverBiie. 
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Publication    fondée    en    1842    par    MM.    Cberono    et    Terqvem, 
et  continuée  par  MM.  Cberono,  Vrouhet  et  Bour^et. 


Les  Nouvelles  Annatç^  fie  Mathématiques  psrajsBènt  chaque  mois  ot 
forment  par  an  un  volomaip-S  de,  36  feuilleç,  .s^vec  figures  dans  le  texte. 
L'année  1878  est  en  cours  de  publication. 
On  ne  peut  s'abonner  que  pour  Tannée  entière. 

L'abonnement^est  augmenté  de  S  francs  à  partir  de  l^année  1869,  el  le^ 
!  prix  pour  les  divers. paya  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu'il  suit  : 

j  Pari» 15  fr. 

Pays  faisant  partie  de  IXInion  dâB.poâtea  (nHoins  los  ÉtaU-Dnis 

;  de rAmérique  du  Nord),  c'est-à-dire  Europe,  Egypte,  Maroc, 

Réussie  d'iUBiei  Tufisle^  Xurqi^ie  d'Asio, ^ . .{» ^ .  ^..  • il     . 

Etats-Unis  de  l'Américj^ue  du.  Nord.  .:..,.&.•..*%.'..»;)...«....     19 
Autres  pays ., 20 


S 


PaBMXinUB  Sé&ZB  :  20Tolume8in-8(1842àl86l).  240rr«ncs,payabIo.-> 
de  la  manière  suiTante  :  100  francs  comptant,  et  les  140  francs  restants  en  un 
bon  à  trois  mois  à  Tordre  de  M.  Gjiqtble^Villars ,  à  partir  dePepoquede  la 
lÎTraison  des  20  volumes.  ' 


Les  tomesjà  Vil,  X  et  XVI  à  X,X  (  1843-1948,  l85l  et.  j857'iS6i  ) 
'^esè'vép'dcini  mis  sé)pbi'réiaerit.  •••,«'•' 

I  Les  autres  tomes  de  la, première  série  se  tepdent  séparément. . . .  « .     12  ir 

I       La  BBUXtÉBKB  SAtitB,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chaque 
!  mois  par  cahier  de  48  ntteM*    • 

t  Les  tomes  1  k  V  (1862  à  1866)  ne  se  Tendent  fMi9  séparément. 

I  Les  lomes  eoivants  de  la  deuxième  série  se  Tcndeat  séparénent.  « .     15  l'r. 
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SUR  LA  RESOLUTION  DES  É«lIATiONS  NlIIIÉRi«llES -, 

Par   m.    LAGUERRE. 

[SDITE   (*).] 


II. 

Examen  du  cas  où  toutes  les  racines  de  V équation 
sont  réelles, 

S.  Considérons  une  équation  du  degré  n,  ¥{z)  =  o, 
ayant  toutes  ses  racines  réelles. 

Soit  la  courbe  dont  Téquation  est  //  =  F(z),  prenons 
un  point  quelconque  M  sur  cette  courbe  et  par  ce  point 
menons  une  parallèle  à  Taxe  des  u  et  la  tangente  à  la 
courbe.  Soient  respectivement  P  et  T  les  points  où 
ces  droites  coupent  l'axe  des  z  \  portons  sur  cet  axe,  à 
partir  du  point  P  et  dans  la  direction  PT,  une  longueur 
PT  égale  à  TixPT. 

Du  théorème  I  et  de  l'interprétation  géométrique  de  la 
méthode  de  Newton,  on  déduit  immédiatement  la  pro- 
position suivante  : 

La  courbe  dont  V équation  est  u  =z  F  (z)  rencontre 
nu  moins  une  fois  Vaxe  des  z  entre  les  points  T  et  T'. 
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quantité  imaginaire  quelconque  a  H-  |3i  par  un  point  d^un 
plan  ayant  respectivement  a  et  (3  pour  abscisse  et  pour 
ordonnée  relativement  à  deux  axes  rectangulaires  arbi- 
trai rement  choisis. 

lation  F{z)  ==  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles, 

rses  racines  seront  représentées  par  divers  points 

des  abscisses. 

posé,  j^énoncerai d'abord  laproposition  suivante: 

ondition  nécessaire  et  suffisante  pour  quune 
n  F[z)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  est 
que  point  du  plan  et  son  point  dériyfé  soient 
e  part  et  diantre  de  l^axe  des  abscisses, 

fet,  si  un  point  m  et  son  point  dérivé  ^  se  trouvaient 
^me  côté  relativement  à  Taxe  des  abscisses,  on 
,,  par  les  deux  points  m  et  fx,  faire  passer  un  cercle 
lièrement  d'un  même  côté  par  rapport  à  cet  axe. 
ion,  en  vertu  du  théorème  1,  aurait  donc  au  moins 
ne  imaginaire,  ce  qui  est  contraire  à  Vhypothèse. 
iroquemeni,  si  l'équation  a  des  racines  imagi- 
on  peut  trouver  une  infinité  de  points  dont  les 
[érivés  sont  situés  du  même  côté  relativement  à 
5  abscisses. 

it  pour  le  démontrer  de  remarquer  que,  quand 
t  m  du  plan  tend  vers  une  racine  ^  de  l'équation, 
dérivé  |x  tend  vers  la  même  racine  ]  en  pre- 
suffisamment  rapproché  de  Ç,  on  pourra  évî- 
it  faire  en  sorte  que  le  point  dérivé  soit  situé 
e  côté  relativement  à  Taxe  des  abscisses. 
)position  précédente  est  donc  entièrement  établie. 

i  droite  a[3  désignant  l'axe  des  abscisses  {fig*  i), 
n  point  quelconque  du  plan  et  [a  son  point  dérivé, 
je  viens  de  le  faire  remarquer,  les  deux  points  M 
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ei|x  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  Ysme  des  abscisses  ^ 
menons  par  ces  points  un  cercle  quelconque,  et  soient  H 
et  K  les  points  où  ce  cercle  coupe  l'axe  «p. 

En  vertu  du  théorème  I,  le  cercle  renferqie  au  moins 
une  racine,  et  comme,  par  hypothèse,  toutes  les  racines 
de  I  équation  sont  réelles,  cette  racine  est  comprise  entre 
les  points  H  et  K. 

Les  points  M  et  |x  restant  fixes,  on  peut  faire  varier 
le  cercle,   et  l'on  obtiendra  ainsi  une  infinité  de  seg- 

Fig.  i. 


menls  analogues  à  HK  et  tels  que  chacun  d'eux  renfer- 
mera au  moins  une  racine.  Soit  I  le  point  de  rencontre 
de  M  ^  avec  l'axe  ;  au  point  I,  élevons  une  perpendicu- 
laire de  longueur  IM,  telle  que  IP  =  MÎ  X  fJ-h 

Les  divers  segments  dont  je  viens  de  parler  sont  vus  du 
point  P  sous  un  angle  droit. 

A  chaquepoint  M  du  plan  correspond  doncuu  point  P, 
défini  comme  je  viens  de  le  dire,  et  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée  dans  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  le  point  P,  on  mène  deux  droites  rectangulaires 
quelconques  interceptant  sur  F  axe  un  segment  RS,  ce 
segment  renferme  au  moins  une  racine  de  V équation  et 
en  renferme  au  plus  [n  —  i  ). 

7- 
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Eq  considérant  diverses  posi lions  du  point  M,  on  ob- 
tiendra autant  de  positions  du  point  correspondant  P. 
îst  facile  de  se  rendre  compte  comment  ces  points  P 
it  distribues  dans  le  plan. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Téquation  soit  du 
âsième  degré  et  désignons  par  a,  i,  c  (fig.  2)  les 
ints  qui,  sur  l'axe  aoc',  représentent  les  racines  de 
[}uation. 

Sur  chacun  des  trois  segments  ai,  bc  et  ca  comme 
mètres  décrivons  une  demi-circonféroiace  :  nous  ob- 
adrons  ainsi  trois  arcs  de  cercle  formant  une  sorte  de 
ingle  curviligne  ad  h  al  cV  a. 

FÎR.    1, 


En  examinant  la  figure,  on  verra  facilement  que  deux 
ntes  rectangulaires  quelconques  passant  par  un  point 
lé  dans  l'intérieur  de  ce  triangle  interceptent  sur  Taxe 
segment  renfermant  au  moins  une  racine  de  Téqua- 
a  eten  renfermant  au  plus  deux.  Au  contraire,  si  Ton 
md  arbitrairement  un  point  en  dehors  de  ce  triangle, 
peut  toujours  par  ce  point  mener  deux  droites  rec- 
igulaires  interceptant  sur  Taxe  un  segment  ne  com- 
ïnant  aucune  racine  de  Téquaiion  ou  les  comprenant 
ites. 

Fous  les  divers  points  P  couvrent  donc  une  porlion 

plan  comprise   tout  entière  dans  le  triangle  curvi- 

tie  adhdcVa^  et  il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  qu» 
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la  limite  est  tangente  aux  cercles  aux  points  a,  £,  c  et  a 
un  rebroussement  en  chacun  de  ces  points. 

Dans  la  fig.  2 ,  cette  portion  du  plan  a  été  couverle 
de  hachures.  [A  suivre.) 


SUR   LE  BINOME  DE  NEWTON^ 

Pae  m.  g.  de  LONGCHAMPS, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  an  lycée  de  Poitiers. 


L'objet  de  cette  Note  est  une  démonstration  de  la  for- 
mule du  binôme,  dans  le  cas  d'un  exposant  entier.  Cette 
démonstration  est  directe  (*)»  elle  repose  simplement 
surFidentité  (**) 

i,2...(j-+-i) 
-+-2.3...(j+2)  (   _  {z'^i]z,,.[z—y] 


-+-(«— r)(*-r  +  0 


identité  facile  à  vérifier  (***) 
En  développant  les  premières  puissances  de  (x  -h  a), 


(*)  Voyez  sur  ce  sujet:  E.  Catalan,  Nouvelles  Annales ,  p.  5g,  1S74, 
et  Lacbetit,  Algèbre  y  a*  édition. 
(**)  Cette  identité  est  un  cas  particulier  de  l'identité 

ar(x-4-i)(jrH-2)  ...   {x-^-f]  \ 
(j:-t-i)(x-t-Q)   ...  \x+jr-Jf\)  f  _(z-^\)z..Jz—y)'-(x-^y)  ...  x(x—\) 

(  r-1-t*  ' 

proposée  par  M.  Uaton.  Voyez  Nouvelles  Annales^  p.  4^6;  187^. 

(***)  Elleest,  en  effet,  évidente  pourz  —  r=  i,  et  Ton  Yoit  immédia» 
tentent  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  s — y^  elle  est 
piicore  vraie  [)our  la  valeur  de  z — y  supérieure  d'une  unité. 
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on  aperçoit  une  loi,  loi  facile  à  généraliser  et  en  vertu 
de  laquelle  on  peut  poser 

Il  s'agit  donc   de  déterminer  les    coefficients  A^^i, 

Am,tr  •  •  •  • 

1.  Multiplions  les  deux  membres  de  Tégalité  précé- 
dente par  X  -ha^  nous  aurons 

H-  1  4-  A<«,, 

-f-  A„.*      I  ^-*+'  -f- . .  .  -f-  «"•■»•'. 
■+-  A„,i_,  I 

Diantre  part,  et  d'après  la  notation  que  nous  adoptons, 
on  peut  écrire 

(.r -+- fl ]•»+' =  ^+' -h  A^,,,  a«" -h  A«+,,,  £i»«"-^ -+- . . . 
+  A«4.,,ia*x^-*'*-'  -I-  .  .  .  -+-  a**-'. 

Identifions  ces  deux  résultais;  on  aura  d'abord 

Aan_i,i  =  14-  Aot  ,, 
A«i,i  :=  I  -h  Am^i,!, 


et  par  suite 


A,,,  =  I  -+-  A,,,. 
Ajoutons  et  remarquons  que  Ai,i  =  i,  on  obtient 

(0  A«4..,.=  — ^^ 

Cherchons  A„^.i, 8 .  On  a 

ou,  puisque  A,„,i  =  m,  d'après  l'égalité  (i), 
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par  suite 


As,!  =  Aa,,  -h  2. 

Ajoutons  et  remarquons  que  A,^,  =  i ,  on  trouve 

2.  Les  égalités  (i)  et  (a)  font  pressentir  la  loi  à  la- 
quelle obéissent  les  coefficients  du  développement  de 
(x-j-a)".  Nqus  admettrons  donc  que 


m{m  —  i) .  .  .  (/7i  —  /'  4-  i) 

^  I  .  2 .  .  .  X- 


quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  A,  pourvu  qu^elle  soit 
entière  et  au  plus  égale  à  m,  et  nous  allons  démontrer  que 

'^'  ^-*-'  = 77^7771 

Egalons  en  effet  les  deux  coefficients  de  «^x"*"***"*  dans 
les  deux  développements  de  {x  -H  0)"*+^  et  nous  aurons 

AoH-i.i  -— -  Aji,4  -+-  Aj||,A_i| 

par  suite 

A«,*  =  A„-.i,*  -h  A.,_,,*_,, 


Ai^_,,*=:  A*,it  -h  A4,iJ>.,. 


Ajoutons;    remarquons  que   Ax,i=i  d'après  Tiden- 
tité  (3),  et  remplaçons  aussi 

Am-ii      •••>     A»_-i,i_i,     A«,*-i 

parleurs  valeurs  respectives  tirées  de  cette  identité  trans- 
formée par  le  changement  de  k  en  [k  —  i),  nous  ob- 
tenons 

A^,*^i+  7:2...(x-hi)  ' 
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OU  enfin,  et  en  nous  servant  de  l'identité  citée  au  début 
de  cette  Note, 

( m  -+-  })nr.  .  .(m  —  X'  -h  i) 


A«+i,4  =: 


r.2..  .(X^  — i)/t 


La  loi  des  coefficients  est  donc  généralisée,  et  la  for- 
mule du  binôme  établie. 


REMARQUES  SDR  QUELQUES  POINTS  DE  L4  THEORIE 
DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES; 

Par  un  ABONNÉ. 


1 .  Etant  donné  un  polynômey*(x),  du  degré  n,  on  sait 
le  rôle  important  que  joue  sa  dérivée^'  (x)  dans  la  réso- 
lution de  réquationy(a:)  =  o. 

Dans  la  plupartdes  cas,  ou  peut  remplacer  cette  dérivée 
par  le  polynôme 

ç(x)=(X~x)/'(x)^/./(^'), 

qui  renferme  une  constante  arbitraire  X  et  qui,  quel  que 
soit  i,  est  généralement,  ainsi  que  la  dérivée,  du  degré 

2.  Supposons,  par  exemple,  qu'en  effectuant  sur  f(x) 
ei(^(x)  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur,  en 
changeant  de  signe  tous  les  restes,  nous  formions  une 
suite  de  polynômes,^,  cp,  cp^,  Çj, ...,  analogues  à  ceux  que 
Ton  forme,  dans  la  méthode  de  Sturm,  en  prenant  pour 
point  de  départ  les  polynômes  y  et/'. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  démonstration,  on 
voit  clairement  que,  si  l'on  fait  varier  x,  la  suite  des 
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termes/,  (p,Çi,  ...  ne  peut  perdre  de  variations  que  quand 
f{x)  s'annule.  Dans  ce  cas,  l'expression 


passe  évidemment  du  positif  au  négatif,  si  x  >  X,  et  du 
négatif  au  positif,  si  j:  <[  X. 

D'où  la  proposition  suivante,  due  à  M.  Hermile  (*): 

Siy  dans  la  suite  des  polynômes  f^  Ç>  Çn  ^a»  •••5  o« 
substitue  deux  nombres  ol  et  (3  (a  <^  (3),  t excès  du 
nombre  des  variations  de  cette  suite  pour  x  =■  a,  sur  le 
nombre  des  variations  de  cette  suite  pour  x  =  (3,  est  égal 
à  V excès  du  nombre  des  racines  de  V équation  f[x)  =  o, 
comprises  entre  a  et  ^  et  plus  petites  que'k^  sur  le  nombre 
de  ces  racines  qui  sont  plus  grandes  que  X. 

II  est  clair  que  la  proposition  précédente  peut  servir 
aux  mêmes  usages  que  le  théorème  de  Sturm,  en  ayant 
soin,  lorsque  Ton  veut  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  a  et  (3,  de  substituer  le  nombre  X 
dans  la  suite,  si  X  est  compris  entre  a  et  (3. 

Je  remarquerai  maintenant  que  Ton  peut  toujours 
déterminer  X,  de  telle  sorte  que  le  polynôme  <p(x)  s'a- 
baisse au  degré  [n  —  2).  On  aura,  par  suite,  une  division 
de  moins  à  faire  que  dans  l'application  de  la  méthode  de 
Sturm;  ce  qui,  dans  certains  cas,  pourra  être  plus  avan- 
tageux. 

3.  Je  prendrai,  comme  second  exemple,  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

M.  Maleyx,  qui  a,  dans  ce  Journal,  publié  plusieurs 
Notes  intéressantes  sur  la  séparation  des  racines  (**),  a 

(*)  Mémoire  sur  l'équation  du  cinquième  (Lgré,  p.  3i. 
(*♦)  ^ow.  Ami.,  1*  série,  t.  XI,  p.  /jo/j,  et  t.  XUI,  p.  385. 
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remarqué  que  les  racines  de  Téquation   du  cinquième 
degré  pouvaient  être  séparées  en  résolvant  deux  équations 
du  deuxième  degré. 

Le  procédé  suivant  sera  peut  être  plus  commode  dans 
la  pratique. 

En  désignant  psLrf[x)  un  polynôme  du  cinquième 
degré,  déterminons  X  de  telle  sorte  que  le  polynôme 

ç(^)  =  (X-a:)/'(x)+5/(x) 

s'abaisse  au  troisième  degré  ;  puis  effectuons  la  division 
de  f  par  cp.  Nous  obtiendrons  l'équation 

où  Q  et  R  sont  des  polynômes  du  second  degré. 

Eu  remplaçant  9  par  sa  valeur,  la  relation  précédente 
peut  s'écrire 

/(,-5Q)  =  (l-^)Q/'(;r)  +  R; 

on  en  conclut  que  les  racines  def[x)  =  o  sont  séparées 
par  les  racines  des  équations 

X  —  X  =  o,     Q  =  o,     R  =  o, 

dont  une  est  du  premier  degré  et  deux  du  second  seu* 
lement. 


GOKGOIIRS  GÉNÉRAL  DE  1877. 


Mathéma  tiques  spéciales . 

Rechercher  les  surfaces  S  du  second  degré,  sur  les- 
quelles existe  une  droite  D,  telle  que  Thyperboloïde  de 
révolution  H,  qui  a  pour  axe  une  génératrice  recliligne 
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quelconque,  G,  de  la  surface  S,  et  du  même  système 
que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogonale- 
ment  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette  droite. 

Si  Ton  considère  tons  les  hyperboloïdes  H  qui  se  rap- 
portent à  une  même  surface  S,  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  : 

I**  Trouver  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers  F 
des  hyperboloïdes  H' conjugués  des  hyperboloïdes  H  5 

a**  Par  l'un  des  foyers  F  de  l'hyperboloïde  H',  on 
mène  un  plan  P  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  G  et  D,  et  faisant,  avec  cette  dernière, 
un  angle  supplémentaire  de  celui  que  "fait,  avec  cette 
même  droite,  l'axe  G  de  l'hyperboloïde  H-,  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  où  le  plan  P  coupe  la 
droite  D  à  l'un  des  points  où  ce  plan  coupe  la  courbe 
d'intersection  de  la  surface  S  et  de  Thyperboloïde  H. 

Mathématiques  élémentaires. 

Etant  donnés  deux  plans  P  et  P  et  un  point  A  en 
dehors  de  ces  deux  plans,  on  considère  toutes  les  sphères 
qui  passent  par  le  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux 
deoic  plans  donnés  : 

I®  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  sphère  variable; 

»•  Trouver  le  lieu  du  point  où  cette  sphère  touche  l'un 
des  plans. 

Philosophie. 

Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  trouver  : 

1^  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  irièdre  dont  les  trois 

arêtes  sont  tangentes  à  cette  sphère,  et  dont  les  trois  faces 

sont  égales  chacune  à  60  degrés  ; 

a®  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  trièdre  dont  les  plans 
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(  'o8) 
des  trois  faces  sont  tangents  à  la  même  sphère,  et  dont 
les  trois  angles  dièdres  sont  égaux  chacun  à  120  degrés. 

Rhétorique, 

I.  Par  un  point  A,  pris  au  dehors  d'une  circonférence 
donnée  O,  on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente 
AB,  terminée  au  point  de  contact  6,  et  l'ondemaDde 
quelle  doit  être  la  distance  AO  pour  que,  en  faisant 
tourner  la  figure  autour  de  cette  droite,  l'aire  de  la  sur- 
face engendrée  par  A6  soit  la  moitié  de  la  surface  en- 
gendrée par  la  circonférence  O. 

II.  Cartes  géographiques. 

Seconde, 

I.  Un  train  omnibus  va  du  point  A  au  point  C,  en 
passant  par  le  point  B,  où  il  s*arrête  cinq  minutes^  qua- 
torze minutes  après  avoir  quitté  B,  il  rencontre  un  train 
express  qui  marche  en  sens  contraire,  et  dont  la  vitesse 
est  double  de  la  sienne.  Cet  express  est  parti  du  point  G 
au  moment  où  le  train  omnibus  était  à  ^5  kilomètres  du 
point  A*  On  sait,  en  outre,  que  le  train  express  met 
deux  heures  pour  franchir  la  distance  CB,  et  que  si, 
une  fois  arrivé  en  A,  il  repartait  immédiatement  de  ce 
point,  il  arriverait  en  C  trois  quarts  d'heure  après  le 
train  opmibus. 

On  demande  combien  chaque  train  fait  de  kilomètres 
à  rheure,  et  quelles  distances  séparent  A,  B,  C. 

II.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  Tangle 
droit  d'un  triangle  rectangle  sur  Thypoténuse  partage 
ce  triangle  en  deux  triangles  partiels  :  démontrer  que  le 
carré  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  total  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits 
dans  les  triangles  partiels. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(    ïop  ) 

Troisième. 

I.  Un  négociant  a  acheté,  en  Bourgogne,  24  pièces  de 
vin  à  80  francs  la  pièce  de  228  litres,  et,  dans  le  Midi, 
3  muids  de  vin  à  1 10  francs  le  muid  de  700  litres.  Il  a 
payé,  en  outre,  820  francs  pour  le  transport  et  Temmaga- 
sinage,  plus  61  fr.  60  c.  par  hectoliire  pour  les  droits 
d'entrée  et  d'octroi.  En  mélangeant  ces  deux  quantités 
de  vin,  et  en  ajoutant  une  certaine  quantité  d'eau,  il  a 
obtenu  un  mélange  dont  il  a  rempli  36  fûts  de  228  litres. 
A  quel  prix  doit-il  vendre  chacun  de  ces  fûts  pour  gagner 
1200  francs  sur  l'opération? 

II.  Soit  ÂBC  un  triangle  dans  lequel  l'angle  A  est 
droit,  et  l'angle  B  double  de  l'angle  C.  On  construit  en 
dehors  du  triangle  ABC  :  1°  sur  l'hypoténuse  BC,  le 
carré  BCDE;  2°  sur  le  côté  AB,  le  triangle  équilatéral 
ABF;  3°  sur  le  côté  AC,  le  triangle  équilatéral  ACG.  On 
joint  le  point  F  au  point  G,  et  au  point  E  rextrémiié 
du  côté  BE  du  carré  BCDE. 

On  suppose  l'hypoténuse  BC  égale  à  a,  et  Ton  de- 
mande de  calculer  : 

i^  Les  côtés  AB,  AC  du  triangle  ABC; 

2°  Les  distances  du  point  F  à  la  droite  BE,  et  la  dis- 
tance du  point  G  h  la  droite  AF; 

3"  La  surface  du  quadrilatère  EFGD. 

On  appliquera  les  formules  trouvées  en  supposant  l'hy- 
poténuse a  égale  à  5  mètres. 

ENSEIGNEMENT   SECONDAIRE  SPÉCIAL. 

Mathématiques  appliquées  et  Géométrie  descripliye, 

I.  Sur  deux  plans  inclinés  P,  Q,  faisant  avec  le  plan 
horizontal,  le  premier  un  angle  de  60  dt^grés,  le  second 
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un  angle  de  3o  degrés,  et  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  rintersectîon  des  plans  P  et  Q,  on  place  deux  petits 
poids  égaux  réunis  par  un  fil  qui  s'enroule  sur  une  petite 
poulie  dont  Taxe  coïncide  avec  Tinlersection  des  plans 
P  et  Q,  et  dont  les  dimensions  sont  telles  que  les  deux 
portions  du  fil  sont  respectivement  parallèles  aux  deux 
plans  inclinés. 
On  demande  : 

i^  Dans  quel  sens  se  produit  le  mouvement; 
2^  Quels  sont  les  espaces  parcourus  par  les  poids, 
après  trois  secondes; 

3°  Quelles  sont  les  vitesses  acquises  par  ces  mêmes 
poids,  après  trois  secondes. 

U.  On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un 
hexagone  régulier,  dont  un  côté,  égal  à  4  centimètres, 
coïncide  avec  la  ligne  de  terre;  cet  hexagone  est  l'une 
des  bases  d'un  prisme  oblique,  dont  les  arêtes  sont  hori- 
zontales et  forment  un  angle  de  6o  degrés  avec  la  ligne 
de  terre;  la  seconde  base  du  prisme  est  dans  un  plan 
arallèle  au  plan  vertical  de  projection  situé  à  12  ceuti- 
aètres  en  avant  de  ce  plan.  Sur  la  face  supérieure  du 
risme  repose  une  sphère  qui  a  4  centimètres  de  rayon, 
t  qui  touche  le  plan  de  la  face  supérieure  du  prisme  au 
entre  du  parallélogramme  formé  par  cette  face. 

On  demande  de  représenter  le  système  de  ces  deux 
orps  solides,  et  de  dessiner  leurs  ombres  propres, 
ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  prisme,  et  les  ombres 
ortées  par  les  deux  corps  sur  les  plans  de  projection. 

On  supposera  le  système  éclairé  parla  lumière  dîieà 
5  degrés. 
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QUESTION   DE   LICENCE    (1866); 

Par  m.   J.  GRIESS, 

à  Zurich. 


Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  projection  de 
son  rayon  de  courbure  sur  une  droite  fixe  située  dans 
son  plan  ait  une  longueur  constante. 


La  longueur  da  rayon  de  courbure  est 

h(£)"f 


F  = 


Le  cosinus  de  l'angle  du  rayon  de  courbure  avec  la  droite 
est  égal  au  sinus  de  l'angle  de  la  tangente  avec  la  même 
droite.  Si  elle  est  prise  comme  axe  des  x,  et  que  w  dé- 
signe ce  dernier  angle,  on  a 


lango*  : 

-lu' 

donc 

dx 

\/ 

-m 

donc  la 

projcclio 

n  du  rayon 

de  courbure  sera 

IH 

-m  ]■ 

dx 

d'y 

Mtr 
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donc  l'équation  différentielle  de  la  courbe  sera 

€i^r         dx        ^'      ^  dr^         rf^L'        \dx)   y 
Pour  inlégrer  celle  équaiion,  je  pose 
dx'^^'      dx^'"  dc^ 


donc  on  a 

dx 

Pi^-^P')' 

Posons 

P  = 

langw, 

on  a 

dp_ 
dx 

1       d(^y 
cos^w  dx 

et  il  vient 

I       d(ù 
ces'  w  dx 

==  langw 

I 

o, 

cos'w 

donc 

dfù 

a 

tango» 

=  dx  = 

cos6>  dta           d  sin  &> 

a : =  a  —. 

sino)               smu 

a  " 
on  a  maintenant 

=  /sin&), 

a* 

sin  w  =  c"  ; 

dy 
dx' 

=  langM, 

û[;^  =  tangb)^x, 

//v  -=  ta 

ad(ù             , 

^    langfc 
EJiminanl  o),  on  a 


-  =  arc  sin  I 
a 


Cette  équation  représente  une  série  de  courbes,  tan- 
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gCDtes  à  Taxe  des  y  en  des  points  dont  les  ordonnées 
sont 

TT  Stt  QTT 

a  —  'i     CL — j      w^ — ?      •••5 

2  2  2 

ces  différentes  courbes  sont  comprises  entre  des  droites 

j:=:o     et     a:  =  flir,     x=:iaTt     et     j:  =  3air, 
j:=2/ïflir     et     j:==  (2/î  H- i)aw, 

et  elles  ont  en  même  temps  ces  différentes  droites  pour 
asymptotes.  Elles  sont  toutes  étendues  vers  le  côté  des 
X  n^atifs. 


QUESTION  DE  LICENCE  (NOVEIBRE  1815); 
pa&  m.  h.  courbe, 

Professeur  au  lycée  de  Fribourg  (Suisse  ). 


Déterminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  con- 
dition 

0P.MN  =  3lÔm\ 

dans  laquelle  "k  désigne  une  constante  donnée^  O  /'o- 
rigine  des  coordonnées ,  M  un  point  quelconque  de  F  une 
des  surfaces  y  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  O  sur  le  plan  tangent  en  M,  et  N  la  trace  de  la  nor- 
male sur  le  plan  des  j^. 

Soient  a:,  j^,  z  les  coordonnées  du  point  M-,  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  courantes;  Téquation  du  plan  tangent 
en  M  sera 

Ann.  de Malhimat. .^•%éTU,  I.XYII.  (Mars  1878.)  8 
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en  posaQt;  pour  simpliGer, 

dz  dz 

lormale  au  poini  M  a  pour  équations 

(Y-r)H-7(Z-^)==o. 

listance  OP  de  l'origine  au  plan  tangent  a  pour 
sion 

^«      ^  —  P^  —  Qy 

0P=:  — ' 

^p"  -h  ^»  -4-  i 

race  N  de  la  normale  sur  le  plan  des  xy  ayant  pour 
unées 

Z=:0,      X  =  .r-h/>z,      Yz=  jr  -\-  qzy 

;ueur  MN  a  pour  expression 


n,  comme  on  a 

ion  de  condition  peut  s'écrire 

dz  dz  ^  x^  +  r'-f-2* 

dx  dy  z 

5l  Téquation  différentielle  des  surfaces  cherchées, 
a  donc  à  intégrer  les  équations  simultanées 

dx       dy  zdz 


.T         y  j2— X(j:a-4-j2_f_zî) 
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La  première  donne 


^=c. 


La  seconde  peut  alors  s'écrire 

dj:  zx 

En  désignant  par  t  une  variable  auiciliaire,  et  en  po- 
sant 

,,  ,      fiz  dt 

z  =  rjF,      d  où      ---  =  a?  - — \-  ty 
dx  dx 

elle  déifient 

dt            ^fi4-C»-4-/'l  ,  dK  tdt 

X  —-  =z: ou       —  A  —  r= 


dx  t  j:  I  -h  C  -+-  ^'  ' 

et,  en  intégrant. 

log  (  1  4-  C  +  /"  )^  -f-  logx^  =  const. 

Remplaçons  t  par  ~>  C  par  —  »  et  passons  aux  fonc- 
tions inverses,  nous  aurons 

En  faisant  C  =  ^(C),  9  désignant  une  fonction  arbi- 
traire, on  a,  pour  représenter  toutes  les  surfaces  cher- 
cbées,  l'équation 


ai^^ij^x'-^-y'-hz^y  =f[Çj' 


8. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQDE 

(1875); 

Pa&  m.  moret-blanc. 


Une  conique  donnée  dejorme  et  de  grandeur  se  dé- 
place  de  manière  que  chacun  de  ses  foyers  reste  sur 
une  droite  donnée.  Dans  chaque  position,  on  mène  à 
la  conique  des  tangentes  parallèles  à  la  droite  que  dé^ 
crit  l'un  des  foyers.  Déterminer  le  lieu  des  points  de 
contact. 

Soient  ac  la  distance  des  foyers,  a  a  et  a  &  les  axes  de 
la  conique. 

3e  suppose  d'abord  que  les  deux  droites  données  se 
rencontrent  en  un  point  O;  je  prends  ce  point  pour  ori- 
gine des  coordonnées  rectangulaires,  et  la  droite  à  la- 
quelle les  tangentes  doivent  être  parallèles  pour  axe 
des  X. 

Soit 

l'équation  de  l'autre  droite,  a',  ma'  les  coordonnées  du 
foyer  F'  placé  sur  cette  droite  et  a  l'abscisse  du  foyer  F 
placé  sur  la  première.  On  a 

(i)  (a'  — a)'-|-/ii'a'>r=4c>. 

Soient  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  parallèle 
à  Ox,  X  et  j^ ses  coordonnées,  FP,F'P'  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  foyers  sur  la  tangente;  on  a,  par  un 
théorème  connu, 
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oa 

•(2)  jr[y  —  m  a'  )  =:  b^. 

Les  triangles  rectangles  FPM^F'P'M,  ayant  un  angle 
aigu  égal  en  M,  donnent 

/ov  r  y— ma! 


En  éliminant  a  et  a'  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3), 
on  aura  pour  Féquation  du  lieu 


X  = 


_  j'-~  b^       b^sJ/^c^x'^[x^  —  b^Y 


my  7(7' -H*') 


L'équation  ne  changeant  pas  quand  on  change  à  la  fois 
les  signes  de  x  et  àej^  il  suffit  de  considérer  les  valeurs 
positives  de  j^  on  obtiendra  ainsi  une  première  partie 
delà  courbe;  la  seconde  sera  symétrique  de  la  première 
par  rapport  au  point  O. 

Posons 

et  considérons  d'abord  le  cas  où  la  conique  mobile  est 
une  ellipse.  On  a 

r*—  b- 
my 

y  ne  pouvant  varier,  pour  la  réalité  de  X,  que  de  a  —  c 
à  a-hc. 

Si  Ton  construit  entre  ces  ordonnées  extrêmes  Tare 
d'hyperbole 

X  r= , 

my 

ayant  pour  asymptotes  les  deux  droites  données,  ce  sera 
une  ligne  diamétrale.  A  partir  de  chaque  point  de  cette 
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ligne,  on  portera  vers  les  abscisses  positives  et  négatives 
la  valeur  correspondante  de  X.  Si  y  croît  de  û — c  à 
a  -hc,  X  croît  de  zéro  à  un  maximum,  puis  décroît  de  ce 
maximum  à  zéro.  On  obtient  ainsi  un  ovale  incliné  auquel 
il  faut  adjoindre  son  symétrique  par  rapport  au  point  O. 
X  atteint  son  maximum  pour  la  valeur  de  y  déterminée 
par  Téquation 

obtenue  en  égalant  la  dérivée  de  X  à  zéro. 

Si  la  conique  mobile  est  une  hyperbole,  y  croissant 
de  c  —  a  à  S,  X  croît  de  zéro  à  Tinfini,  puis  y  croissant 
de  6  à  c-ha,  X  décroît  de  Tinfini  à  zéro.  On  obtient 
ainsi  une  courbe  discontinue  composée  de  deux  branches 
ayant  pour  asymptote  la  droite  j^  =  6,  du  côté  des  ab- 
scisses positives  et  du  côté  des  abscisses  négatives.  Il  faut 
y  joindre  la  courbe  symétrique  par  rapport  au  point  O. 
On  a  ainsi  quatre  branches  présentant  huit  points  d'in- 
flexion. 

Lorsque  les  deux  droites  données  sont  rectangulaires, 
la  ligne  diamétrale  devient  Taxe  des  y\  les  deux  droites 
données  sont  deux  axes  de  symétrie. 

Si  les  droites  données  sont  parallèles,  en  appelant  nd 
leur  distance,  on  a 

y''—iily  —  h^,     doù     y  =:d±Ls[d'~-^b'. 

Le  lieu  se  compose  de  deux  parallèles  aux  deux 
droites,  ce  qui  était  évident  a  priori. 

Note.  ~  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gambey. 
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THÉdRIE  ÉLÉIENTAIRE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 

[suite  (*).] 


RELATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ENTRE    LES    FONCTIONS 
AUXILIAIRES. 

Posons 


on  aura 

4y  _  H'(x)e(x)-e'(.r)H(x) 

Or,  eu  différentiant  les  formules  (5),  on  a 


•H(x)e 


e'  (x  +  aK'  v/^)  =  -  e'(xi  -"  ~«~  ''-^«'»^-'> 


e(x) 


Or  les  deux  fonctions  H(x)  et  0  (ar)  possèdent  la  période 
4 K  ;  il  en  est  donc  de  même  de  H'(x)  0  {x)  —  0'(a:)  H(j:), 
et,  quand  on  y  change  a:  en  x  H-  aK'y/ —  i,  en  vertu  de 
(a),  cette  fonction  devient 


(*)  Nouvelles  Annales,  a®  série,  t.  XVI,  p.  78,  211,  36i,  385,  433,  48i. 
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en  d'autres  termes,  elle  s'est  trouvée  multipliée  par 

Or  les  fonctions  &{x)H.{x)  et  0,(x)Hi(x)  sont  dans 
ce  cas;  on  doit  donc  poser 

(3)  H'(ar)0(x)  —  E(x)@'{x)  =  Ae(^)  R(x)  -h  Be,(x)H,(jr), 

ou>  en  divisant  par  0'  et  en  tenant  compte  de  (i), 

^O-^^HW      ^e.(x)H.(x) 

rfr  e(x)  e(a:)    0(x) 

Mais,  si,  dans  (3),  on  change  x  en  — j:>  on  a 

B'(x)e(a:)  —  H(x) e'{x)  =—  A0(x)  H(*)  -f-  Be,(x)  H, (x), 
et,  en  comparant  cette  formule  avec  (3),  on  a 

A  =  o; 


donc 


dx        e  e 


Si,  dans  (3  ),  on  fait  x  =  o,  on  a 

H'(o)e(o)  =  Be,{o)H,(o), 
Tirant  B  de  là,  la  formule  précédente  donne 

fr.  dy  _  H^(o)e(o)   e.(x)H.(x) 

^^^  €/x""e,(o)H.(o)      0»(x)     • 

Entre  cette  formule  et  les  formules  (i)  et  (a)  du  para- 
graphe précédent,  éliminons  @i(x)  et  Hi(x);  nous 
aurons 

/^y_H>)r      e>)   -ir     HîH    -1 
W~e'(o)L      h;(o)-^JL      eî(o)-^J- 

Cette  équation  serait  identique  à  celle  qui  nous  a  servi 
primitivement  à  définir  le  sinus  de  Tamplitude  de  x,  si 
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Ton  supposait 


(5) 


_  e,  (o)    _  e,  (o)  H  ( j)  _   I    H  (j) 
""-H.(o)^-  H,(o)  eW  -  0t  e(x)' 
e.(o)  H'(o)  _ 
H,to)  e(o)  -  •' 

HÎ(o), 


e;(o) 
et  l'on  aurait 


=  k. 


On  a  donc  bien 

snar=  —-7-7  ^  )  {9 
eW  H,(o) 

et  il  est  nettement  établi  que  la  fonction  sno:  estmono- 
drome,  puisqu'on  peut  la  former  de  toutes  pièces  en  la 
considérant  comme  le  quotient  de  deux  fonctions  mo- 
nodromes. 

Maintenant  reprenons  les  formules  (i)  et  (a)  du  pa- 
ragraphe précédent-,  on  peut  les  écrire,  en  divisant  par 

0'(*), 

,_HMf)  e(o)       HUx)e'(o) 

-e'H|Hî(o)-^e'W  u;(o)* 
H'(x)i-:;(o)      9;(x)e'(o). 
_  -e'(x)eT(o)'^e'(x)  eî(o) 

La  première,  en  vertu  de  (5),  sera  satisfaite  en  posant 

n,(x)   e(o) 

-— T-f  „  ',  ,  =  cosani^  =  cn.r, 

e(x)  H.(o) 

et  la  dernière  donnera 
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ou  bien 

0,(.r)    0(0)  / ; 

0(x)  0,(0)        ^ 

unera  aussi,  pour  x  =  K, 

H^(K)  Hîjo)       0Î(K)  0MO) 

0^(K)  0;(o)      0'(K)  0;(o)' 

HMo)        ©Mo) 

-0;(o)     0;(o)' 

mier  terme  du  second  membre  est  k*,  le  second 
ic  la  quantité  désignée  plus  haut  par  k'*;  k'  est  ce 
us  avons  appelé  le  module  complémentaire.  On 
le  tableau  suivant  : 


TABLEAU    N°    k, 


I     H(.r) 


dn.=  V^?i-W, 

H;jo)_eMo[       »_  e>)       *_H>] 
-e|(o)-H"(o)'        ~eî(o)'     X-'-e'io) 


dx 


X'-l-X"=i, 

K=r--.= 
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H  I  4 

c    a 


H 

c 


.  .-,11  J 

:;"  Il  II  + 

O     ^      Ci      ^  ^ 

B  £    ^    G  fi 

■5    73     T3     -O  -;3 


+ 

C 
n3 


C    )4 


0  "• 

1  S 


8  1^ 

Il  5 

T  + 

c  c 


O     I  •m 


+ 

s     c      c 


+ 


H 

c 


"^     TS      "^ 


Il    •*  ^ 

T   I  + 

"  J^  v£L 

-5    fi  = 

•o    -o  'O 


c 
o 


Il  ^  ^ 

"   I    + 

I      es     es 


H 

S 


I      + 


c 

-3 


H\H 


H 

I 

C 


c 


+ 


H 

+ 


^ 


V  ^         M     I  1 

Z  IT          ^     ^     \^ 

I  LL  .=  + 
\4 


î^     ?     c. 


+  + 

es        CJ 


c 


c 


c 
n3 


=  Ls 


C 


I 
+ 


-3  ^ 


+    ,t 


M 


ùj    ^    ùi 


+ 


s 


S      <N 


II 


i     ^ 
+1 


.1 


es 

+ 

es 
es 


\4 
c» 


c 

-3 
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RELATIONS  Eifl:RE  SDj:,  cnj:  ET  dno:. 
A  la  fonction  sn x,  déGnie  par  l'équation 

(.)  g  =  V(,-«>)(,-X-««), 

nous  avons  adjoint  les  fonctions 


dnar=:«'=  ^1  —  k^u^. 

La  formule  (i)  pourra  alors  s'écrire 


du  , 

---  ==  eux  dn  j:  =  iw. 

dx 


Des  formules  (a)  on  déduira 

d9  u       du 


dx  yji^a'dx 

dw  k^u        du 


dx  ^i  —  k^u^^^ 

Ainsi  on  a 

'  dsax 


=:—k^m. 


dx 


=  cnx  àiïXj 


/o^  ;  dcnx 

(3)  <  — - — = — dnxsDJT, 

^    '  ^     dx 

dànx 

— ; —  =  —  A-'sn  X  en  X. 
dx 

Maintenant,  si  l'on  observe  que 

A'  A" 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  "5) 
les  formules  (3)  pourront  s'écrire 

g  =  V^(i-««)(i-it«««), 


Rien  n^esl  plus  simple,  en  partant  des  formules  (3),  que 
de  former  les  équations  auxquelles  satisferaient  tang  am  x , 
cotamx,  • .  •  •  On  formera  ainsi  le  tableau  suivant  : 

TABLBAU   N^    5. 

dsnx 


dx 


=  cnxdnxy 


dcïïx 
[i5]  \  — ^ — ^^  —  dnxsnx. 


dx 

ddna 
dx 


=  —  X*'snxcnx. 


Fonctions.  Lear  équation  différentielle. 

^  =  V(.-«')(i-*>«'), 


U    =    %XïXy 


u  =  cna:. 


g=-y(.-«.)(.-.^«.), 


.6]/ 


u  =  laiigain;r,       -^  =  ^(i -+- «»)(n- *'•«»), 


<(  =  cotainj;,         —  =— v'(>  +  "'K^'"-»"  «')» 


M  =  »écamx,         ^=-^' y  (•*'—')  ("'-pï)' 
u  =  cosécaiiif ,     •— =  J(«'— 1)(«'— A'), 

ax 
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Ce  dernier  tableau  est  utile  pour  la  rédu€lioo  de  Tin- 
tégrale 


f'. 


rlu 


aux  fonctions  elliptiques. 

FORMULES    D^ ADDITION. 

Considérons  maintenant  le  produit 

H(ar-*-a)H(a:  — û)  =zB{x); 
on  a  (  tableau  n"  1  ) 

Ô(x-f  2K)  =:ô(x), 

Les  fonctions  H'  et  0*  satisfont  à  la  même  ëquatioo; 

donc 

H(x  -+.  a)B[x  —  fl)  =  AH»(«)  -+-  B0»(x). 

Pour  déterminer  A  et  B,  on  fera  x  ==  o  ^  on  aura  alors 

--H»(a)=B0»(o). 

On  fera  ensuite  a:  =  K'  v^ —  i-,  on  aura  alors 

H  (K' v^^  +  fl)  H  (K' v^=7  —  fl)  =  AU»  (kV^) 

ou 

—  e(<i)e[— a)=:  — Ae»(o). 
On  a  donc 

"""      e^'  e«(o)' 

et,  par  suite, 

H  (^  +  «y  H  (x  -  «)  =  — ^^— ^^^^^pi-i— A-^ . 

On  obtient  de  la  même  façon  une  foule  d^ autres  for- 
mules,  que  nous  résumons  dans  le  tableau  ci-après. 
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TABLEAU    n°    6. 


H(j:  — ajH^4?-+.a)  = ^j^^^r , 

-  H.(o)©{o)  "W^W       H. (0)0.(0)  "''"')  ^'t-^" 
[,.]  (  H(ar-a)H.(x4-a) 

e,(fl)0(fl)  „,  x„  ,  X       H(fl)0(a)    ,  .     ,  , 
0(0)0,(0)    ^  ^  '^  ^     0(0)0,(0)    ^  ^    -^  ^' 

H(x--tf)0,(j:-h/ï) 

-  H.(o)0(o)  ^ ^"^î  ^' ^""^  "  H. (0)0(0)  ® (^)  °'(-^^ ' 

0(x  —  a)  0(x -*-«)  — ^^^^j , 

0(x--<i)H(j:4-a) 

___  H.(fl)0.(fl)H(x)0(j:)H-H(flf)0(^)H.(x)0.(x) 

-  e.(o)H.(o) 
[18]  (  0(x-a)H,(x-+.fl) 

_  0(g)0,(fl)H^a:)H,(x]  •>-  H(g)0(/y)0(.r]  0,(4:) 
"*■  0(o)0,(o)- 

S[x  —  a)  Bi[x  ■+■  a) 

__  H,(a]0ffl)H(x)0.(j?)  —  H{a)e,{a]e{x]ïlt{j:) 

\      """  eio)H,(oj 

En  combinant  ces  formules  par  voie  de  division,  et  en 
ayant  égard  aux  formules  du  tableau  n^  4,  on  trouve, 
par  exemple,  en  divisant  la  première  [17]  par  la  se- 
conde [17], 

,  sn'j:  —  sn'fl 

snfx  H-  a)  = -  , 

^  snxcnadna  —  snacnxanjc 
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et,  en  multipliant  haut  et  bas  par 

snx  CDU  dn a -h  sna  CDJ?  dn  j;, 

,  ,        snxcnaâna -^-snacuxânx 

sn  (^  -f-  a]  = ; ; 

c'est  par  ce  moyen  que  Ton  formera  le  tableau  suîyant 
TABLEAU  n^  7. 


sn  (a  ±ib)=  — — , 

r     T      /       /    _A_  i\       en  a  en  b -riz  sn  a  snb  du  a  dnb 

[19]      (  cn(a±b)=  ^        — , 

■-  ^-'      1       '  '  I— .  A*sn'«8n'^ 

,    ,      ,    ,,       ânadnbziz  k^snasnbenacnb 
dn[a±b]  ^ -^- ; • 


Pour  a=zb 


^snaenadna 

sn2tf  = 7-—- — , 

I  —  k^sn^a 


r      T  y  en*n — sn^adn^a 

[20]  \  cn2fl  = 


dn2a  ; 


1  —  ^*sn^a 
dn'rt  —  ^'sn'flcn'fl 
I  —  A'sn'/i 


[2.] 


sn(a  +  b)  +  sn(a  —  b)  =  Gsnacnôdn6, 

sn{a  -h  5)  —  sn («  —  ^)  =  Gsnbcna  dna, 

en(a  -^  b)  -h  en  (a  —  b)  =  Gcnacn*, 

cn[a  -h  6)  —  cn(fl  —  b)  = — Gsna  su 6 dna dn^, 

dn(a  -+-  ^)  -h  dn{fl  —  A)  =  Gdnfl  dnb, 

dn[a  -\-b)  —  dn(a  —  ô)  =— G^^snosn^cnflcn^- 


On  a  posé 


f  —  X*sn*flsn'6 
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Les  formules  d'addition  [19]  sont  les  premières  que 
Ton  ait  trouvées  sur  les  fonctions  directes.  Elles  sont 
analogues  aux  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie; mais  ce  n'est  pas  comme  nous  venons  de  le 
montrer  qu'elles  ont  été  trouvées. 

C'est  en  intégrant  Téquation 

dx  ,  dr 


y/ll  _  ^a[(|  _  X">.r.)  \J[i^X')[  l  -  ^'f'] 


o, 


que  Ton  est  arrivé  à  la  découverte  des  formules  d'addi- 
tion. La  méthode  la  plus  simple  qui  ait  été  donnée  pour 
rintégration  de  cette  formule  est  due  à  Lagrange.  D'au- 
tres méthodes,  plus  simples  en  apparence,  ont  Tincon- 
vénient  de  s'appuyer  sur  des  artiGces  qui  supposent 
évidemment  que  Ton  connaît  d'avance  l'intégrale. 

[Jl  suiWe,) 


THÊORÉHE  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DES  QUINCONCES; 

Par    m.   Édouaed    LUCAS. 


Les  sommets  ou  les  centres  d'un  échiquier  quelconque 
ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d^un  triangle  équi^ 
latéral. 

En  effet,  si  l'on  prend  l'un  des  sommets  pour  origine 
des  coordonnées  rectangulaires,  et  si  Ton  désigne  par 
(ayb)el[c^d)  les  coordonnées  des  deux  autres  sommets, 
on  devrait  avoir 

a'^^b-'  —  c'  ~^d^  —  [a  —  cY  -T'[b-—  d]\ 
j4nn.  de  Mathcmat.,  i*  série,  t.  XVIJ.  (Mars  1H7S.)  9 
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ou 

et,  par  suite, 

3(a^-^b')=z(a-^cY-h[b'hd]\ 

Donc  le  nombre  3  diviserait  une  somme  de  deux 
carrés,  que  Ton  peut  supposer  premiers  entre  eux^  ce 
qui  est  impossible. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1232 

(  Toir  2*  série,  t.  XVI,  p.  140)  ; 

Pae  m.  h.  lez. 

En  un  point  M  d'une  conique,  on  construit  la  para- 
bole  osculatrice  et  Von  prend  le  symétrique  P  du  foyer 
de  cette  parabole  par  rapport  à  la  tangente  en  M  :  dé- 
montrer  que  le  point  M  et  son  symétrique  îi  par  rapport 
à  P  sont  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique, 

(  Lagueure.) 

Prenant  pour  axe  des  x  la  normale  au  point  M  et  pour 
axe  des  y  la  tangente  au  même  point,  on  pourra  écrire, 
pour  Féquation  de  la  conique, 

ax^-h  ihxy  -f-^' —  7.px  =  o; 

le  centre  de  cette  conique  a  pour  coordonnées 


a  —Ir'      ^  a  —  h 
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Une  tangente  parallèle  à  la  normale  en  M  rencontrant 
Taxe  des  y  en  deux  points  donnés  par  Tëquation 

on  détermine  facilement  le  rayon  R  du  cercle  concen- 
trique, lieu  des  angles  droits  circonscrits  &  la  conique  :  il 

.    .     I  ,  p^i-h  a 
est  égal  a  -  — .  ~  • 
a  —  n^ 

L^équation  de  ce  cercle  est  donc 

\  a^/i'j   ^  Y^  a  —  à^J         [a  —  h'Y 

Les  coordonnées  du  point  N,  pris  sur  OM  de  manière 
que  OM.ON  =  R',  sont  celles  du  pôle,  par  rapport  au 
cercle  en  question,  de  la  droite  x  —  hj'=o  perpendicu- 
laire à  OM;  on  trouve  pour  leurs  valeurs 

'_  P  ^_     f'P 

L'équation  d'une  parabole  tangente  en  M  à  Taxe  des  y 

peut  s'écrire 

m'*x^-k-:imxy  4-j^* —  ^\x  =  o. 

Retranchons-la  de  l'équation  de  la  conique  et  écrivons 
que  la  seconde  corde  d'intersection 

(a»—  m')  j?-f-  a(^  —  m) y  —  i  [p  —  \)  ^=i  o 

se  réduit  à  Taxe  desj",  il  en  résultera 

m  =  A,  X  =/^» 

et  Ton  aura,  pour  l'équation  de  la  parabole  osculatrice, 

(  A  J?  4- /)' —  2/?a:  =  o. 

A  Faidede  formules  connues,  on  trouve  pour  les  coor- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  '3=») 
données  du  foyer 

—        ^  _        P^ 

son  symétrique  P  par  rapport  a  la  tangente  en  IVl  est  donc 
le  milieu  du  sèment  MN. 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1237 

(Totr  1'  »érle,  t.  XYI,  p.  187); 

Pau    m.    GAURET, 
Professeur  au  lycée  de  Saint-Brîeuc. 

Ayant  posé,  pour  abréger, 

2 

^        a'-4-p'-4-7»4-^-4-a  — p-f-7-t-^ 
Q= , 

_        a'-t-p^-f-7'-f-^2-t-a-f-B  —  7-h(î 
2 

_,         a»-hP'4-7'-f-^-+-a  +  B-f-7  —  ^ 

S  = > 

2 

oUa^^^y^^  sont  des  entiers  donnés  ^  on  propose  de  dé- 
composer, au  moyen  de  formules  directes,  V  expression 

P'  -♦-  Q'  +  R'  -f-  S» 

en  deux  facteurs  représentés  chacun  par  une  somme  de 
quatre  carrés  entiers.  (S.  Reàlis.) 

Posons 

A=:a*4- ?'-l-7'-h  ^'     et     2B  =« -+- p  +  7  -h  <î, 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  i33  ) 
il  vient 

P=:--+-B-a,     Q=è_hB-p, 

d'où 

pt  H_  Qt  4-  RI  -f.  S'  =  A[A  -f-  2B  -4-  i] 

=  (a'-+-  p»-f-  7^-4-  ^^  )  («'-h  P'-f-  7'-f-  ^'+  a4-p-f-7-f-^-f-i; 

=  i(a'-*- p»-f- 7'.-h  ^^[(aa+ij'-f.  (9.p  +  i)'+ (27 -+-i)»]. 

iVbre.  —  La  m6me  question  a  été  résolue  par  MM.  Th.  Franchy, 
maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins,  et  Moret-Blanc. 


Question  1241 

(voir  a*  lérlo,  t.  XYl,  p.  a88); 

Par   m.    J.    GHAMBON, 

ÉlèYO  du  lycée  de  Bordeaux. 

Trouver  renueloppe  d'un  plan  passant  par  les  ex- 
trémités de  trois  diamètres  conjugués  d*un  ellipsoïde. 
Montrer  que  ce  lieu  est  le  même  que  celui  du  centre 
de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  variable. 

(Gbnty.) 

Solution  analytique.  —  Supposons  Tellipsoïde  rap- 
porté à  son  centre  et  à  ses  axes  \  son  équation  sera 

Si  nous  considérons  un  point  (a,  (3,  7),  le  plan  polaire 
de  ce  point  sera 

/   \  ao:        6r        72 

ety  pour  que  ce  plan  passe  par  les  extrémités  de  trois 
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diamètres  conjugués,  il  suffît  que  oc^^^  y  satisfassent  a  la 
relation 

(en  se  rappelant  que  —  -f-T^  4-  -  =  3  est  le  lieu  des 

sommets  des  trièdres  circonscrits  à  Tellipsoïde  et  dont 
les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués j. 

Pour  avoir  Tenveloppe  des  plans  représentés  par  l'é- 
quation (i),  on  n'a  qu'à  éliminer  a,  |3,  y  entre  les  équa- 
tions (i),  (2)  et  les  suivantes  : 

4  =  4  =4>     c'est-à-dire     L|  =  l 

à"        b^       f* 

L'élimination  se  fait  immédiatement,  en  mettant  ces 
dernières  équations  sous  la  forme 


a} 

h' 

"  P'  ' 
b' 

7» 

I 

=  3' 

d 

*où  l'on  tire 

OL^ZX 

,    P- 

3r, 

7  =  3, 

Le  lieu  cherché  est 

donc 

x" 

r'      2' 

I 
^3" 

C'est  un  ellipsoïde  homothétique  à  l'ellipsoïde  donné. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  lieu  est  le  même  que  celui 
des  centres  des  sections  faites  dans  l'ellipsoïde  par  des 
plans  satisfaisant  aux  conditions  du  problème.  On  sait, 
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en  effet,  que  )e  centre  d*une  section  faite  par  un  plan  est 
le  point  d'intersection  de  ce  plan  avec  le  diamètre  qui 
lui  est  conjugué.  Pour  avoir  ce  dernier  lieu,  il  n'y  aurait 
qu'à  éliminer  a,  p,  y  entre  les  trois  relations 

ax        Br        7« 

X        y        z 

a^^  b-^  z^~  ^' 

Ce  sont  précisément  les  trois  relations  qui  ont  servi  h 
trouver  le  lieu  précédent. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  le  parallélépi- 
pède construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  pris 
pour  arêtes  aboutissant  au  même  sommet  :  le  lieu  du 
sommet  opposé  k  celui-ci  est  un  ellipsoïde  dont  les  demi- 
axes  sont  ayjîy  by[^^  cyji^ayb^c  étant  les  demi-axes  de 
Tellipsoïde  donné. 

Or  on  sait  que,  si  Ton  mène  le  plan  passant  par  les 
extrémités  A,  B,  C  des  diamètres  conjugués  OA,  OB, 
OC,  ce  plan  coupe  la  diagonale  du  parallélépipède  au 
tiers  de  sa  longueur  à  partir  du  point  G.  On  voit  ainsi 
que  le  lieu  M  du  sommet  du  parallélépipède  opposé  au 
sommet  O,  le  lieu  N  du  centre  de  la  section  faîte  par  le 
plan  ABC,  sont  deux  ellipsoïdes  homothétiques  a  Tellip- 
soïde  donné. 

Cela  étant  admis,  menons  le  diamètre  conjugué  au 
plan  ABC  et  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  M  au  point 
où  cet  ellipsoïde  est  rencontré  par  le  diamètre,  ce  plan 
tangent  sera  parallèle  au  plan  ABC.  Or  l'enveloppe  de 
ce  plan  tangent  est  l'ellipsoïde  M  ^  donc  Tenveloppe  du 
plan  ABC  est  l'ellipsoïde  N.  c.  q.  f.  d. 
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Note.  —  Solutions  analogues  par  MM.  F.  Pisani,  professeur  à  Gir- 
genti;  Ch.  Brunot,  élève  du  lycée  de  Dijon;  H.  Dessoudeix,  élève  du 
lycée  de  Bordeaux;  Moret->Blanc ;  Y.  Jamet,  professeur  au  lycée  de 
Saint-Brieuc ;  E.  Dunoyer,  élève  du  lycée  de  Marseille;  Cl.  Talon,  élèie 
au  lycée  de  Moulins;  P.  Barbarin,  élève  de  l'École  normale. 


Question  1S48 

(Tolri'sërle.  t.XYl,  p.  336); 

Par    m.    C.    MOREATJ, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Démontrer  que  ^5  est  égal  à  la  limite  du  rapport 
des  deux  séries 

I        I        I        I  I        I         I  I 

12313  141'       ^9 

dans  lesquelles  chacun  des  dénominateurs  est  donné 

par  la  relation 

(E.  Lucas.) 

Lorsqu'une  fonction  de  n  est  déterminée  par  l'équa- 
tion 

et  par  les  conditions  initiales 

on  peut  représenter  cette  fonction  par  l'expression 

OU  z  est  Tune  des  deux  racines  de  l'équation 

z'  —  xz  4- 1  =  o. 
Pour  la  première  des  deux  séries  proposées,  on  a 
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les  dénominateurs  successifs  sont  donc  donnés  par  la 
formule 


D„== 


*"(i-4-2 
et  le  terme  général  de  la  série  est 


-^»] 


I  -f-  z2"+' 
Pour  la  seconde  série,  a  =  i;  on  a 

D„  =  —, :  , 

et,  comme  les  signes  sont  alternés,  le  terme  général  est 


I  — -z" 


Il  résulte  de  cela  que  le  rapport  des  deux  séries  propo- 
sées est 


{^, 


I  -h  «* 


....) 


I  —  z 


\I  —  z  I  — z*  1 2*  / 


I  -^z  f{z] 

1  — i7(i]' 


Supposons  maintenant  que  x  soit  plus  grand  que  a, 
et  que  l'on  choisisse,  pour  2,  celle  des  deux  racines  de 
Téquation  donnée  plus  haut,  qui  est  plus  petite  que 
l'unité;  tous  les  termes  àe  f[z)  et  de  9(2)  pourront  se 
développer  en  séries  convergentes.  Développons,  par 
exemple,  /  { z  )  ;  on  aura 


/(»)=* 


1 

— 

Z 

-f-2'    - 

-Z» 

4-  **  — . .  . 

-1-2 

— 

2-f-2'    — 

2** 

+   2'»-... 

+  «^ 

— 

2' 

-4-2'^- 

-2" 

-f-2"—..  . 

-+-2' 

— 

2'« 

-f-2»'- 

2" 

+  2»»  —  ... 

-f-2» 

— 

Z'' 

'^-Z''- 

-2^ 

-f-Z^"— ... 

4-.  . 
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(  «38) 
et,  en  faisant  les  sommes  des  colonnes  verticales,  on  re- 
trouve les  termes  successifs  de  ç{«).  Ainsi  f{z)  =  y(«), 
ce  qui  montre,  en  passant,  que  la  fonctiony*(2)  est  paire, 
puisque  <f{z)  n'est  aulre  chose  quey( — z);  il  s'ensuit, 
d'autre  part,  que  le  rapport  des  deux  séries  considérées 
se  réduit  à 


I  H- g  _       /  I  4-  2'  H-  2  z  __       /. 
I  — »  "~  V   I  4-  «'  —  2«  ~"  V 


-r  -I-  2 


Dans  le  cas  particulier  de  la  question  1248,  on  a  x  =  3, 
et  le  rapport  des  deux  séries  est  bien  égal  à  y/S. 

Noie.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  J.  de  Virieu,  profeir- 
•<^ur  à  Lyon;  H.-J.  Krantz,  à  Bréda. 


Question  1249 

(  TOtr  a*  série,  i.  XVL  p.  384  )  ; 

Par   m.    C.   MOREAU, 

Capitaine  d'Artinerie. 

On  a  la  série  rapidement  convergente 
3  -  s/5       I  I 


-h 


2  3       3.7        3.7.47        3.7.4731207 

dans  laquelle  chacun  des  facteurs  du  dénominateur  est 

égal  au  carré  du  précédent  diminué  de  deux  unités. 

(E.  Lucas.) 
Soit  posé 

jr,=:3,    r.  =  7»   ri  =  47»    •••» 

et,  en  général, 

/„  =  7^_i  — 2. 

On  peut  évidemment  représenter  y„  par  l'expression 

•>" 
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OÙ  x  est  Tuoe  quelconque  des  deux  racines  de  Téqua* 

don 

a? —  3x-f-  1  =  o. 
On  déduit  de  là 

H-  jr*  I  -I-  **  I  -h  .r» 

et  la  série  proposée  devient 

I  r    jt'  ;g«  ,r^ "1 

i l.H-^*  "^  (i+x»);i-+-^)  "^  li-f-;c»)[i-hx*)(n-x*)  "^—J* 

Or  la  série  écrite  entre  crochets  est  connue  :  c'est  un  cas 
particulier  de  celle  qui  a  fait  l'objet  de  la  question  1181 
(yoirt.  XV,  a*  série,  p.  i35  et  i8o),  et  l'on  sait  qu'elle 
a  pour  limite  i  ou  x',  suivant  que  x  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  l'unité. 

II  résulte  de  cela  que  la   somme  de  la  série  pro- 
posée  est  égale  à  la  plus  petite  racine  de   l'équation 

3^*—  3x  -+-  I  =  o,  c'est-à-dire  à —  • 

2 

Autrement.  —  On  peut  toujours  poser 

fil  chercher  à  déterminer  a. 

Or,  5Î  l'on  élimine  successivement  du  second  membre 
^•0'i»7n  . . .,  on  obtient 


11 

2 

1 
~~7x 

4- 

I 

H-.  .  . 

r»- 

■  a.  n  ri 

2 

I 

~"  ri 

-f- 

I 

-+-.  .. 

Z_^r^r^  . 

.  -r/i-i 

, 

1 

I 

1 

y^Jn-^x 
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Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  le  second  membre 
de  la  dernière  de  ces  égalités  tend  vers  zéro 3  on  a  donc 


a  =:  lim 


X^yy  •  •  •  Xn—\ 
Gela  posé,  la  relation  générale 

donne,  par  son  élévation  au  carré, 

On  en  déduit  facilement 

et  Ton  voit  que 

'i-n --r-^^  =  V;T^  =  «  =  s/5. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  que  l'on  a,  en  gé- 
néral, 

\Xn  ynXur^x  XnXn-^xTn-^t  J 

\Xn—\  yn—\Xn  / 

Il  est  facile  de  voir  également  que 

(-F:)(-i)(-f,)-=f 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vladimir  Uahbê, 
Moret^Blanc  et  J.  de  Virieu. 
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Question  1250 

(TOlr  a*  série,  t.  XVI,  p.  384  )  : 

Par  m.  C.   M  OREAU, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Recherche  des  lignes  telles  que  la  corde  qui  sous-tend 
leurs  intersections  av>ec  les  côtés  d^un  angle  droit  piv^o- 
tant  sur  un  point  Jixe  enveloppe  un  cercle  autour  de  ce 
point. 

On  sait  que  V ellipse ^  rapportée  à  son  centre,  forme 
un  cas  particulier  de  cette  catégorie  de  courbes, 

(HatOK  de  la  GOUPILLIÈRE.) 

Prenons,  pour  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  cherchée ,  sa  dislance  OM  =?  p  au  point 
Gxe  O  choisi  pour  origine  et  Tangle  XOM  ==  z  que  fait 
le  rayon  vecteur  OM  avec  une  droite  quelconque  OX 
passant  par  le  point  O.  Menons  le  rayon  vecteur  OM'  =  p 
perpendiculaire  sur  OM,  et  traçons  la  hauteur  OH  du 
triangle  OMM'. 

Pour  que  la  corde  MM'  enveloppe  un  cercle  autour 
du  point  O  lorsque  l'angle  droit  MOM'  pivote  sur  ce 
point,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distance  OH  de  cette 
corde  à  Torigine  reste  constante  quand  l'angle  z  varie  \ 
par  suite,  la  relation 

P        P  OH 

existant  entre  les  côtés  de  Tangle  droit  et  la  hauteur  du 
triangle  rectangle  OMM',  devra  avoir  lieu,  avec  une 
même  valeur  de  OH,  pour  tous  les  couples  de  rayons 
vecteurs  rectangulaires. 

Cela  posé,  on  peut  toujours  concevoir  que  l'équation 
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de  la  courbe  cherchée  soit  mise  sous  la  forme 


I  I 


r  étant  une  constante. 
Il  s'ensuit 

cl  par  conséquent 

On  voit  donc  que  la  condition  (i)  sera  remplie  si  Ton  a, 
quel  que  soit  z, 

(3)  /(.+  ^)  =-/(.). 

Ainsi  l'équation  (a)  est  Téquation  générale  des  courbes 
jouissant  de  la  propriété  énoncée,  si  la  fonction  f{z) 
satisfait  à  la  seule  condition  de  changer  de  signe  lorsque 

la  variable  augmente  de-;  r  est  le  rayon  du  cercle  en- 
veloppe des  cordes  correspondant  à  deux  rayons  vecteurs 
rectangulaires. 

La  fonction /( 2 )  est  périodique;  en  effet,  si,  dans 

Téquation  (3),  on  augmente  z  de  -9  il  vient 

La  période  est  tt,  ce  qui  montre  que  le  point  O  est  on 
centre  de  la  courbe. 

Cherchons  à  mettre /*(z)  sous  une  forme  plus  ex- 
plicite. 

Si  Ton  ne  considère  que  des  fonctions  ayant  une  valeur 
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(  i4^  ) 
unique  et  bien  délerminée  pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, y*(r)  ne  peut  être  qu'une  combinaison  de  fonctions 
simplement  et  doublement  périodiques  jouissant  de  cette 
même  propriété  et  admettant  la  période  ?r.  Or  les  pre- 
mières s'expriment  au  moyen  de  sin^z  et  de  cos  aj?;  les 
secondes  s'expriment  au  moyen  des  fonctions  elliptiques 
qui,  lorsqu'elles  admettent  la  période  ir,  peuvent  aussi 
être  représentées  à  l'aide  de  sin  2S  et  de  cos  2je  \  donc,  en 
définitive,  on  pourra  remplacer  l'équation  (a)  par  la 
suivante  : 


.4)  ~  =  —^  +  «p(sin2z,  cos 2Zj, 

où(f  désigne  une  fonction  arbitraire  soumise  à  la  seule 
condition  d'être  impaire,  c'est-à-dire  de  changer  de  signe 
lorsque  les  variables  sinaz  et  cos  a  2  changent  elles- 
mêmes  de  signe  toutes  les  deux  en  même  temps. 
Prenons  pour  exemple  la  fonction  impaire  simple 

f  (sm22,  cos2Zi  =  —  [psia^z  -h  g  cosaz;; 

il  en  résulte 

2r» 


1  -h  /?  SIU  2  Z  -h  y  cos  2  i 

OU,  en  coordonnées  rectangulaires, 

équation  d'une  conique  rapportée  à  son  centre. 

Dans  le  cas  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  a  et  b^ 

on  a 

I  I        I 

le  cercle  enveloppe  est  toujours  réel  et  fini. 
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Dans  le  cas  de  T hyperbole,  on  a 


le  cercle  enveloppe  n'est  réel  et  fini  que  si  l'axe  trans- 
verse est  plus  petit  que  Taxe  non  transverse. 

I\fote,  —  La  même  question  a  été  résolae  par  MM.  Vladimir  Habbé  cl 
Moret-Blanc. 


GORRESPONIANGB. 


M.  Kœnigs,  élève  de  l'École  de  l'Immaculée  Concep- 
tion, à  Toulouse,  a  envoyé  une  solution  géométrique  de 
la  question  34,  déjà  résolue  analytîquement,  même  tome, 
p.  39. 

M.  Eugène  Delmas,  élève  du  lycée  de  Lyon,  11  envoyé 
une  solution  de  la  question  1230,  résolue  déjà,  même 
tome,  p.  46. 

M.  P.  Barbarîn,  élève  de  TÉcole  Normale,  a  envoyé 
une  solution  détaillée  de  la  question  1049,  déjà  résolae, 
a*  série,  t.  XII,  p.  328.  Il  arrive  à  ce  résultat  intéressant 
que  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
une  hypocycloïde  à  a/?-f-  1  rebroussements  est  une  cir- 
conférence de  cercle. 

M.  Ed.  Guillet,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins, 
a  envoyé  une  solution  géométrique  très-simple  de  la 
question  1209,  déjà  résolue,  2*^  série,  t.  XV,  p.  555. 
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Librairie  peGAUTHIER-VILLARS,  quai  des  Augcstijcs,  55,  a  Paris. 
E!rvoi  Fiuifco  da:(8  tocs  les  pats  faisant  partie  se  l'usiion  postale. 


SOLEIL, 

Par  le  P.  A.  SECCHI,  S.J., 

Directear  de  rObsenratoire  du  Collège  Romain,  Correspondant  de  l'InsUlnl  de  France. 


DEUXIÈME  ÉDITION,  ENTIÈREMENT  REFONDUE. 


Première  et  seconde  Partie.  -—  Deux  beaux  volumes  grand  in-8,  avec 

Atlas;  1875-1877.  Prix  des  deux  volumes  m.hetés  ensemble:    30  fr. 

On  nffind  séparément  : 

I*"*  Partie  :  Un  volume  grand  in-8»  avec  i5o  figures  dans  le  texte  et  un  Atlas 
comprenant  6  grandes  Planches  gravées' sur  acier  (l.  Spectre  ordinaire  du  Soleil  et 
Spectre  d'absorption  atmosphérique. —  II.  Spectre  de  diffractiony  d'après  la  photo- 
^ra1)hie  de  M.  Henrt  Drapée.  —  III,  IV,  V  et  VI.  SoecWe  normal  du  Soleil,  d'après 
A?m;stb(}m,  et  Spectre  normal  du  Soleil,  portion  ultr€i^ioleUe,  par  M.  A.  Cornu): 
1875 : :   18  fr. 

II''  Partie.  Un  volume  grand  in-8,  avec  nombreuses  figures  dans  le  texte,  et 
i3  Planches  dont  12  en  couleur.  (là  VIII.  Protubérances  solaires.  —  IX.  Tjrffe  de 
tache  du  Soleil.  —  X  et  XI.  JSébuleuses,  etc.  —  XII  et  XIII.  Spectres  stellaires); 
1S77 ï8  fr. 

C'est,  pour  les  hommes  voués  à  Fétudo,  une  trop  rare  bonne  fortune,  que 
l'un  des  maîtres  dont  les  travaux  originaux  ont  puissamment  contribué  à 
fonder,  à  enrichir,  à  avancer  une  branche  de  la  science,  veuille  bien  s'appli- 
quer lui-même  à  exposer  dans  un  ouvrage  didactique  les  travaux  des  autres 
avec  les  siens,  et  ouvrir  à  de  nouveaux  travailleurs  le  chemin  qu'il  s*est 
frayé  péniblement.  Les  hommes,  peu  nombreux,  dont  les  facultés  supé- 
rieures ont  réussi  à  reculer  les  bornes  de  nos  connaissances,  préfèrent  géné- 
ralement, de  notre  temps  surtout,  témoigner  de  leur  activité  par  la  publi- 
cation de  Mémoires  originaux  sur  les  points  spéciaux  dont  ils  ont  fait  leur 
domaine  :  le  charme  puissant  qui  s'attache  à  la  recherche  de  vérités  nou- 
velles, l'éclat  plus  vif  qu'elles  projettent,  le  travail  plus  pénible  et  plus  ingrat 
qu'impose  la  rédaction  d'un  ouvrage  où  il  faut  rendre  justice  à  tous  et  se 
taire  comprendre  de  lecteurs  moins  préparés,  toutes  ces  raisons  expliquent 
suffisamment  la  tendance  dont  nous  parlons.. 11  faut  cependant  reconnaître  le 
prix  inestimable  de  ce&  écrits  dans  lesquels  un  maître  de  la  science  expose, 
avec  l'autorité  qui  s'attache  à  ses  découvertes,  l'ensemble  des  connaissances 
acquises  dans  le  domaine  qu'il  cultive;  promène  son  regard  exercé  sur  les 
travaux  accomplis  pour  en  faire  ressortir  l'enchaînement,  les  conséquences, 
les  lacunes;  discute  les  méthodes  d'observation,  les  théories  proposées;  fait 
au  lecteur  la  confidence  de  ces  mille. petits  secrets  dont  se  compose  l'art 
précieux  de  chercher  la  vérité  dans  les  sciences;  marque  enfin  la  direction 
dans  laquelle  il  faut  marcher  vers  l'inconnu.  Aussi  les  écrits  de  ce  genre, 
en  trop  petit  nombre,  que  possède  la  littérature  scientifique,  tels  que  les 
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Ossements  fossiles  de  Cuvier,  la  Chimie  appliquée  aux  aris  de  M.  Dumas, 
la  Mécanique  analytique  de  Lagrange,  jouissent-ils  d'une  solide  et  univer- 
selle  réputation. 

Tel  sera  sans  nul  doute  le  sort  du  bel  Ouvrage  sur  Le  Soleil  dont  le  R.  P. 
Secchi  publie  aujourd'hui  la  deuxième  et  magnifique  édition.  Rien  r.e 
manque  à  la  fortune  d'un  pareil  livre  :  brillant  succès  de  la  première  édition, 
aujourd'hui  connue  de  tout  le  monde;  réputation  méritée  de  l'auteur;  impor- 
tance et  attrait  du  sujet,  l'étude  du  Soleil  étant  Tune  de  celles  où  la  science 
contemporaine  s'est  signalée  par  les  découvertes  les  plus  remarquables  et  \^ 
plus  inattendues;  enfin,  exécution  splendide.  Â  tout  ce  que  la  première  édi- 
tion renfermait  d'instructif  sur  le  Soleil  sont  venus  s'ajouter,  dans  la  deuxièroe, 
bien  des  progrès  accomplis  dans  la  théorie,  bien  dos  perfectionnements  ingé- 
nieux dans  les  méthodes  d'observation.  C'est  avec  une  pleine  justice  que  k 
R.  P.  Secchi  peut  écrire,  en  tôte  de  son  livre  :  «  Ce  n'est  pas  simplement 
une  seconde  édition  que  nous  offrons  au  public,  c'est  un  Ouvrage  complète- 
ment refondu  et  presque  entièrement  nouveau,  a. 

Ajoutons  que  ce  livre  ne  sVdresso  pas  exclusivement  aux  savants  de  pro- 
fession :  par  la  nature  même  de  son  exposition,  dégagée  de  tout  appareil 
trop  scientifique,  le  R.  P.  Secchi  parle  à  tous  les  lecteurs  qu'un  penchâtt 
sérieux  porte  vers  l'observation  des  phénomènes  de  la  nature,  et  peul-étresoc 
Ouvrage  sera-t-il  pour  certains  d'entre  eux  la  révélation  d'une  vocation  ina- 
perçue jusqu'ici. 

Le  savant  astronome  romain  a  conservé  les  grandes  divisions  de  sa  pre- 
mière édition.  Après,  avoir  marqué  les  traits  généraux  de  l'aspect  du  Soleil, 
le  R.  P.  Secchi  décrit  successivement  les  différents  modes  d'observation; 'les 
taches  du  Soleil,  leur  structure  et  leurs  mouvements  ;  les  méthodes  de  Tan^i- 
lyse  spectrale  et  leur  application  à  l'étude  des  protubérances  solaires.  Il 
résume  ensuite  les  vues  théoriques  que  ces  données  nous  suggèrent  sur  ii 
nature  des  taches.  Enfin,  après  avoir  traité  de  la  température  "du  Soleil,  d? 
l'oriçine  et  de  la  conservation  de  la  chaleur  de  cet  astre,  il  nous  parle  des 
relations  du  Soleil  avec  les  autres  planètes  et  avec  les  autres  centres  lumi- 
neux dispersés  dans  l'espace.  Nous  nous  attacherons  spécialement,  dans  (e 
qui  suit,  aux  questions  dont  l'étude  a  reçu  de  nouveaux  développements  poor 
cette  seconde  édition 

Nous  ne  pouvons  terminer  ce  compte  rendu  sans  dire  un  mot  de  l'exécc- 
tion  tout  à  fait  exceptionnelle  du  beau  livre  du  R.  P.  Secchi.  La  maison  qiL 
l'a  édité  est,  personne  ne  l'ignore,  au  premier  rang  depuis  longtemps  dans 
la  publication  des  Ouvrages  scientifiques,  et  surtout  mathématiques.  U^ 
Œuvres  de  Lagrange^  les  Annales  de  P Observatoire  et  celles  de  P Ecole  yor- 
maie,  le  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Bertrand,  et  tant  d'autrw 
Ouvrages  dont  l'impression  présente  des  difficultés  qui  ne  peuvent  être  appré- 
ciées que  des  spécialistes,  ont  porté  plus  haut  que  jamais  la  réputation  >le 
cette  ancienne  maison.  Mais  elle  s'est  ici  vraiment  surpassée,  par  la  beauté 
et  la  correction  du  texte,  la  finesse  du  papier,  la  profusion  des  gravures  sur 
bois  supérieurement  exécutées,  la  magnificence  des  planches.  L'Atlas  représen- 
tant les  raies  spectrales,  les  chromolithographies  des  protubérances,  le? 
spectres  des  étoiles,  et  surtout  l'admirable  gravure  reproduisant  d'après  na 
dessin  de  M.  Langiey  une  tache  type  du  Soleil,  sont  au  nombre  des  belles 
choses  que  l'art  appliqué  à  l'exposition  scientifique  ait  produites  pendant  ces 
derniers  temps.  On  ne  peut  que  féliciter  le  R.  P.  Secchi  d'avoir  trouvé  ni 
interprète  aussi  intelligent  et  aussi  dévoué  de  sa  pensée.  Ph.  G. 

(Extrait  de  la  Reyite  des  questions  scientijiques,  i**  année,  LouTaio,  iS~7  - 
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Le  Tome  VII,  accompagné  de  4a  figures  astronomiques,  a  paru  récem- 
ment; il  contient  : 

La  planète  Mars.  Continents,  mers,  atmosphère.  Végétation  probable.  Forme 
des  mers.  —  Anomalie  de  l'aplatissement  de  la  planète.  —  La  planète  Jupiter, 
Variations  observées  à  sa  surface.  Changements  de  coloration. —  ObserTations  de 
Jupiter f  faites  par  l'auteur  en  1874*  Forme  et  couleur  des  bandes.  Taches 
blanches  suivies  d'ombres.  —  Les  satellites  de  Jupiter.  —  Variation  d'éclat  des 
satellites  de  Jupiter.  —  Observation  spéciale  du  4**  satellite.  —  Les  satellites  de 
Jupiter  sont-ils  visibles  à  l'œil  nu?  —  Les  satellites  à'Uranus.  —  Analyse  spec- 
trale des  planètes.  —  Occultation  de  Vénus  du  i4  octobre  1874.  —  Dernières 
^lipses  de  Soleil  observées.  —  Petites  planètes  situées  entre  Mars  et  Jupiter.  — 
la  Terre  vue  des  diiTérentes  planètes.  —  Dernières  comètes  observées.  Spectres 
des  différentes  comètes.  —  Analyse  de  la  lumière  des  comètes. 

Le  Tome  VIII  est  sous  presse. 
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ANNUAIRE  MÉTÉOROLOGIQUE  ET  AGRICOLE  DE  L'OBSERVATOIRE  D£ 
MONTSOURIS,  pour  l'an  1877.  Mâtéorologie,  Agriculture,  Bygiène. 
6*  année,  contenant  le  résumé  des  travaux  de  Tannée  1876.  In-i8,  avec 
nombreuses  figures  dans  le  texte  et  une  carte  magnétique;  1876. .  2  fr. 
Cet  Annuaire  parait  tous  les  a&s  depuis  1873.  On  peut  se  procurer  les  années 

précédentes  au  prix  de  a  fr. 

Les  travaux  de  robservatoire  de  Montsouris  se  divisent  actuellement  en 
trois  Sections  principales  : 

1'  La  Météorologie  pure,  comprenant  ;  a.  La  Météorologie  proprement 
dite;  —  ^.  Le  magnétisme  terrestre  et  Télectricité  atmosphérique;  —  c.  La 
Physique  de  Tatmosphère. 

2°  La  Météorologie  appliquée  à  V agriculture,  comprenant  :  a.  L'obser- 
vation des  phases  de  la  végétation;  —  ^.  L'analyse  de  quelqu'une  des  planUs 
agricoles,  périodiquement  reproduite  pendant  le  cours  de  sa  végétation,  afin 
de  comparer  les  données  climatériques  de  l'année  avec  la  marche  des  ré- 
coltes. —  c.  L'analyse  de  l'air  et  des  eaux  météoriques  au  point  de  vue  des 
produits  que  cet  air  et  ces  eaux  peuvent  fournir  à  la  végétation. 

3**  La  Météorologie  appliquée  à  r hygiène,  comprenant  :  a.  Des  obsena* 
lions  météorologiques  proprement  dites  à  instituer  dans  les  divers  quartiers 
et  à  coordonner  entre  elles,  afin  de  déterminer  l'influence  que  la  densité  de 
la  population,  la  largeur  et  la  direction  des  rues,  la  hauteur  des  habitations 
peuvent  exercer  sur  la  température  et  l'humidité  de  l'air  ou  sur  les  actions 
électriques  de  l'atmosphère;  —  b.  Des  analyses  chimiques  faites  périodi* 
quement  sur  Tair  qu'on  y  respire;  —  c.  L'étude,  par  le  microscope  et  les 
procédés  optiques  de  M.  Tyndall,  des  poussières  de  nature  organique  qui  s'y 
trouvent  en  plus  ou  moins  grande  quantité,  suivant  les  quartiers  et  hes  vents 
régnants,  soit  dans  les  temps  ordinaires,  soit  dans  les  temps  d'épidémie  ou 
de  simples  endémies. 

Extrait  de  la  table  des  Matières. 

lïiTRODCCTiOTi.  Annuaire.  Éclipses  de  Soleil  et  de  Lune  en  1877.  Tables  de  cc^r- 
rections  pour  déduire  des  levers  et  couchers  du  Soleil  à  Paris  les  le^rs  et  cou- 
chers dans  toute  la  France.  Crépuscule.  Tables  actinométriques.  Tables  psychro- 
métriques.  Tableaux  numériques  à  l'usage  des  agriculteurs.  —  Observattont  mé- 
téorologiques anciennes  faites  h  Paris.  —  Chap.  1.  Observations  thermométriques. 
.  —  Cqap.  II.  Observations  barométriques.  —  Chap.  III.  Observations  pluviomt*- 
triques.  —  Chap.  IV.  Observations  magnétiques.  —  Rapport  ad  Mimistrs  sur  I« 
travaux  de  l'Observatoire  de  Montsouris  pendemt  Vannée  1875-1876.  —  Chap.  1- 
Magnétisme  terrestre.  Déclinaison.  Inclinaison.  Force  magnétique  terrestre.  — 
Chap.  II.  Électricité  atmosphérique.  —  Chap.  III.  Hauteurs  barométriques.  Baro- 
mètre ordinaire.  Enregistreur  barométrique.  —  Chap.  IV.  Températures  de  l<)ir 
et  du  sol.  Température  de  l'air  à  l'ombre.  Températures  en  dehors  de  tout  abri. 
Marche  des  températures  dans  le  sol.  —  Chap.  V.  Actinométrie.  Actiuomètrcs  à 
thermomètres  conjugués  dans  le  vide.  Actinomètre  thermo-électrique.  Cyanométrf. 
Photomètre.  Polarimètre.  —  Chap.  VI.  Eaux  météoriques.  Vapeur  d'eau.  Pluies. 
Évaporation  de  l'eau.  —  Chap.  VII.  État  du  ciel  et  des  vents. —  Chap.  VIII.  Ana- 
lyse chimique  de  l'air  et  des  pluies.  —  Chap.  IX.  Météorologie  agricole.  Table» 
d'îverses.  —  Chap.  X.  Climatologie  appliquée  à  l'hygiène.  Météorologie  proprement 
dite.  Électricité  atmosphérique.  Analyse  chimique  de  l'air  et  des  eaux.  Pouseioret 
organiques  de  l'air  et*de8  eaux.  —  Cmap.  XI.  Carte  magnétique  de  la  France.  De» 
clinaison.  Intensité  absolue  de  la  force  magnétique,  sa  mesure.  Inclinaison.  — 
r^OTiCB  sur  M.  Charles  Sainte-Claire  Deville. 
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Prix  :  En  feuilles,  dans  une  couverture  imprim<^o 40  fr. 

—     Cartonna  «rec  luxe,  toile  pleine 45  fr. 

Pour  receroir  Craoeo,  par  pofte,  dans  tons  les  pays  de  l'Uoion  postale,  I'Atlas  en  feuiUe» 
S'-ipcoÂment  eDronlé  et  enveloppé,  ajouter « 3  !t. 

Lis  dimeosions  (0^.50  sur  0™.35)  de  T Atlas  eartonné  ne  permettant  pas  de  l'expédier  par 
b  poste,  cet  Atlas  cartonné,  dont  le  poids  est  de  S'^'.d,  sera  envoyé,  aox  frais  da  destinataire,  soit 
par  mesiageries  s^^^e  vitesse,  soit  par  toat  aotre  mode  Indlqné. 

CARTES  COMPOSANT  CET  ATLAS: 


A  CoBitélhtloDS  de  Hiémisphèrd  céleste  boréal 

Carte  double). 
B.  GeBstellatlons  de  l'IiéiDispbëre  céleste  anstral 

[Carte  double), 
t.  Petite  Oarse ,    Dragon ,  Géphée ,  Cassiopée, 

Pcrsée. 
S.  Andromède,  Gassiopâe,  Persée,  Triangle. 

3.  Ginfc,  Cocher,  Lynx,  Télescope. 

4.  Gnode  Onrse.  Petit  Lion. 

5.  Ckevelore  de    Bérénice,   Lévriers,    Boavler. 

Coorooae  Iwr^aJe. 
S-  Dragon,  Carré  d'Hercnle,  Lyre,  Cercle  mnral. 
".  Hercale.  Ophiachns,   Serpent,    Taoreau   de 

Poniatowski,  Een  de  Sobieski. 
l-  Cype,  Léaid.  Géphée. 
9-  Aigle  et  Aniinoiîs .  Daaphin,  Petit  Cheval, 

Renard.  Oie,  Flèche,  Pégase. 

10.  Bélier.  Taoreau  (Pléiades.  Hyades,  Moache). 

11.  Gémeaox,  Cancer,  Petoi  Chien, 
li  LioD,  Sextant,  Tèto  da  THydre. 
«3.  Vinge. 


ii.  Balance.  Serpent.  Hydre. 

IK.  Scorpion,  Ophinehos,  Serpent,  Loup. 

18.  Sagittaire,  Goaronne  australe. 

17.  Capricorne,  Verseau,  Poisson  anstral. 

18.  Poissons,  Carré  de  Pégase. 
49.  Baleine.  Atelier  du  Sculpteur. 

20.  Eridan.  Lièvre,   Colombe,  Harpe,   Sceptre, 

Laboratoire. 
Si.  Orion.  Licorne. 
12.  Graod  Chien,  Navire,  BoQS5o1e. 

23.  Hydre,  Conpe,  Corbeau,  Sextant,  Chat. 

24.  Constellations  voisines  du  pôle  austral  {Carte 

double). 

25.  Monvements  propres  sécul^res  des    étoiles 

{Carte  double). 
se.  Carte  générale  des  étoiles  multiples,  montrant 

leur  disiribution  dans  le  Ciel  (Carte  double). 
Tf.  Etoiles  multiples  en  mouvement  relatif  certain. 
2S.  Orbites  d*étolles  doubles  et  groupes  d'étoiles 

les  plus  curieux  du  Ciel. 
S9.  Les  plus  belles  nébuleuses  du  GleL 


On  vend  siparémeTU  : 
Fascicule  des  Caries  nouveUes  de  l'Atlas  céleste 15  fr. 

GeFABOCOui  contient  les  5  cartes  nouvelles  de  la  3«  édition  de  TAtlas  céleste,  assemblées  dans 
VK  coQvertsre  imprimée  avec  Vlnetruetion  composée  pour  cette  édition,  savoir  : 

2S.  HowemenU,  propres  séculaires  des  étoiles  {Carte  double). 

-6.  ^  générale  des  étoiles  multiples,  montrant  leur  distribution  dans  le  Ciel  (Carte  double), 

^.  Etoiles  multiples  en  mouvement  relatif  certain. 

2-  Orbites  d'étoilet  doubles  et  groupée  d'étoiles  les  plus  curieux  du  Ciel. 

».  Les  plus  bellM  nébulesses  da  CUL 
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IJIPRIMERIE  ET   LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER 

QUAI  DES  AfJGUSTINS,   55,   A  PADI9. 

Envol  fraoco,  contre  mandat  de  poite  on  Talear  snr  Paris,  dans  tons  les  pays  de  l'Union 


ROMAN  (Léopold),  de  Miramas.  —  Manuel  du  Magnanier.  AppU^mion 
des  théories  de  M,  Pasteur  à  V éducation  des  vers  à  soie.  Un  bcaa  vo- 
lume in-i8  Jésus,  précédé  d'une  dédicace  à  M.  Pasteur,  et  orné  de  nom- 
breuses figures  dans  le  texte  et  de  6  planches  en  couleur  ;  1 876.    4  fr.  5o  c. 

Grâce  aux  Remarquables  travaux  de  M.  Pasteur,  Tindustrie  séricicole  tend 
à  reprendre  son  fmportance.  Au  découragement  des  éducateurs  qui,  depuis 
plus  de  vingt-cinq  ans,  voyaient  leurs  récoltes  tour  à  tour  anéanties  par  d^ 
maladies  inconnues,  succède  enfin  la  confiance  en  Tavenir.  Il  est  même 
certain  que  le  jour  où  les  magnaniers  sauront  abandonner  les  errements  de 
la  routine  et  entrer  franchement  dans  la  voie  du  progrès  tracée  par  M.  Pasteur, 
que  le  jour  où  ils  feront  eux-mêmes  leurs  graines  comme  autrefois,  sjns 
avoir  recours  à  des  marchands  trop  souvent  sans  loyauté,  que  ce  jour-là, 
disons-nous,  s'ouvrira  pour  la  sériciculture  une  ère  nouvelle  qui  lui  rendra 
son  ancienne  prospérité. 

L'Auteur  du  Manuel  du  Magnanier,  instruit  par  de  longues  et  pénibles 
expériences,  a  pensé  qu'il  rendrait  un  véritable  service  aux  sériciculteurs 
en  décrivant  aussi  simplement  que  possible  les  nouveaux  procédés,  et  ea 
mettant  à  la  portée  de  toutes  les  intelligences  la  méthode  simple  et  écooo-  { 
mique  qui  doit  être  appliquée*.  j 

Nous  sommes  heureux  d'ajouter  que  le  savant  M.  Pasteur,  auquel  la  se-  i 
riciculture  doit  une  éternelle  reconnaissance,  a  bien  voulu  accepter  la  dé-  | 
dicace  de  cet  Ouvrage  et  lui  donner  son  approbation. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 

Chap.  L  —  Culture  du  mûrier.  — Semis.  —  Boutures.  — •  Marcottes.  —  CalUire 
en  haies. 

Chap.  H.  —  Maladies  des  vers  à  soie.  —  La  pébrine.  — La  flacherîe.  — La  muscar- 
diue. 

Cbap.  in.  -—  Disposition  intérieure  d'une  magnanerie.  —  Ventilation.  —  Po«e 
des  claies  :  i^  Pose  au  moyen  de  trous  dans  le  mur;  1^  Pose  à  étagères  fixes; 
3<*  Pose  à  étagères  mobiles.  —  Chauffage. 

p« .«  IV  _  Mobilier  de  la  magnanerie.  —  Claîes.  —  Ustensiles  divers.  —  Dtli- 

-  Conseils  généraux  pour  toute  l'éducation.— Nettoyage  de  la  01 

-  Observations  diverses.  —  Nourriture  des  vers  à  soie. 

—  Éducation.  —  Description  du  ver  à  soie.  —  Incubation  de  la  graîm 
ou  premier  âge.  —  Deuxième  âge.  —  Troisième  âge.  —  Quatrième  fcji 

ie  âge.  —  Boisement  des  claies.  —  Démamage.  —  Décoconage  :  1®  Den 

ébavage. 

.  —  Grainage.  — Grainage  ordinaire.  —  Grainage  cellulaire  (syst^a 

-  Conservation  de  la  graine.  —  Races  diverses  de  vers  à  soie  :    \^  RaM 
79  Race  de  Corse  ;  3»  Race  des  Pyrénées  ;  4"  ^^c:'^  des  Alpes. 
I.  —  Emploi  du  microscope.  -^  Examen  de  la  graine. 


P:trU.  -  imprimerie  do  GAUlUILll-VlLLARS,  quai  des  AuguAiln»,  &&. 
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OCÀf  DBS  GRAKDS^ADGVSrâa,   55,  A^  «UUS^ 

ANDRË  et  RATET,  Astronomes  adjoints  ^  l'Observatoire  de  Paris,  et 
ANGOTr  Professeur  de  Physique  au  Lycée  de  Versailles.  —L'Astronomie 
pratique  et  les  Observatoires  en  Europe  et  en  Amérique,  depuis  le  milieu 
du  xvii"  siècle  jusqu'à  nos  jours.  In-i8  Jésus,  avec  belles  figures  dans  le 
texte  et  planches  éii  couleur.  ' 

P  Partie  :  Angieterre;  1874. ....... '\\  ..:.....     4  fr.  5o  c. 

II*  Partis  :  Ecosse,  Irlande  et  Colonies ang^aises'^i^'j/i,    4  fr»  5o  c. 

m*  Partie  :  Améruiueda  Notdi  iSjy , . . . .  i^ 4  fr.  5o  c. 

IV*  Partie  :  Jm^iiqm  du. Sud,  et  Météorologie  améri* 

caine ^ .  1 v  «^  •, (Sous presse*) 

V  Partie  :  Italie;  iSyS. '.  .V. ...... . .        4  fr.  5o  c. 

Vl*  Partie  f  Ettfx)pe  continentale : . . .' .'. .  {Sous  presse.) 

COMPAGNON  (F.-F.),  ancien  Professeur  de  rUniversit,é. ^  Questions  pro* 
posées  snr  les  Éléments  de  (j^ométrie,  divisées  en  Livres,  Chapitres  et 
Paragraphes,  et  contenant  quelques  indications  sur  Ut  manière  de  ré- 
soudre  certaines  Questions.  (Cet  Ouvrage  s'adfésse  aux  Élèves  des  classes 
de  Mathématiques  élémentaires,  aux  ÎÈlèves'  des  différentes  classes  de 
Lettres  et  à  tewx  de  l*finseTgnèment  secondaire  spécial.)  In-8,  avec 
figures  dans  le  4ex  te;  1877*...  j .  .\.;  »  ♦ ...» .♦..     5  fr. 

ÛOSTOR  (6.),  Docteur  es  sciences,  Professeuf  à 'la  Faculté  des  Sciences  de 

l'Université  catholique  de  Paris.  —  Éléments  de  la  théorie  des  déter-  f 

minants,  avec  application  à  l'AIçèbre,  Ja  Trigonométrie  et  la  Géonfiétrie  .- 

analytique  dans  le  plan  et  darïs  l'espace.  In"8ééTcxitil-'353r p.;  1877.     8  fr.  , 

DUMAS,  Secrétaire   perpétuel  ^e  l'Académie  des  Sciences.  —  Lefonasnr  ^ 
la  Pldlosophie  chimique   professées  au  ,Co\lége   de  France  en   i836, 

recueillies  i)ar  M.  Bineau.  a"  édition;  In-8;  ^878. 7  fr.  k 

Les   Leçons  sur  la  Philosophie   chimique    professées,  en    i836,  au  Cojlége  de 
Trance  par  M.  Dumas,  ont  été  rédigées  à  cette  époc|,ue  et  publiées  par  M.  Bineau,    ; 
fie  venu  j^Iqb  tar4  professeur  à  la  Faculté  défi  Sôientfés  <)e  LyoA. 

M.   Dumas  avait  reconnu' la  fidélité  de  lef  reprodt^étion  de  ces  Leçons  impro-    r 
visées.    ,  ■    '  '  ••  '  ; 

La  première  éditioh  étant  épuisée  depuis  longtemps,  '  nous  eri  faisons  paraître 
urje  .seconde  avec  la  permission  de  l'auteur.  11  ^'y  avait  rien  à<  ohànger  à  une 
I  edactitiD  qui  devait  conserver  .son  caractère  historique.    ,-        .      .         x 

Dans  on  second  To|ùme   souç   presse,   nous  ayons  réuni  toutes  les  Leçons  ou    > 
['.onfcrences  ayant  pour  obje^  dêd  Questions  de  ï^htlosophie  ^chimique,  recueillies 
ians   les  Cours  de  M.  Dumas,  par  ses  élèves,  pendant  les*  trente  années  de  son 
'nseif^nement  à  l'École  Polytechnique,  k  IffSôrfoètlnie,   h  la  Faculté  de  Médecine    ' 
>ii  à  l'École  centrale  des  Arts  et  Mantifactures^  ainsi  que  les  Notes  sur  les  mêmes    . 
ujets  qiû  oui  paru  ^as  Jea  Comptes  rendus  de  l' Académie  def  -^ciençcsi 

On  aura  ainsi,  sous  une  forme  condensée,  j'ensemble  Aies  opinions  et  des  vues    j 
mises    «ucoessivement  par  M.  Dumas   et  devenues  ^pour  la  plupfirt    familières 
ux    ehinaîates  du  temps  présent. 

IIRN  (G.^A.),  Correspondant  de  Tlnstitut.  —  Théorie  mécanique  deja  ; 

Chaleur.  Pi^emière  Partie  et  seconde  Partie:       ..         •  ■  1    •/  J 

PRBMikBB  Partie,  —  Expositiétai  analytique  et  espérhnentale  de  la  : 

Théorie  mécaniqné  de  la  Chaleur.  3'  édition,  entièretnent  refondue.  { 

In-8  grand  raisin,  avec  figures  dans  le  texte.  Tome  I;  1875 12  fr.  } 

;    1  r.       -  :     -.  '        .  iTrTomell;  1876.,...     laj.fr.  : 

Segqnob  Partie. (formant  Ouvrage.âéparé).-'Gonséquences  philoso-  ; 

phiques.  et  môtaphi^ques  de  la  Thermodynamique.  Analyse,  élémen-  \ 

'aire  de  TUnivers.  Iii-^8  grand  raisin  ;  1868.  «,• r-^..     10  fr.  * 
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TABLE    DES    MATIÈRES. 

WLmWÊ  1878.  •     i    ..  Pmge&. 

Sur  là  résoltrtion  dès  écjuatipns  nnnLéHijues;  par  M.  Laguerre, . .     97 
Sur  le  bioôni|e  âe  Newton;  par  M.  '6.  deLûfigchamfis\\  .......'    km 

Remarques  sur  quelques  poinès  de  la  théorie  fJes  équations  auipé- 

riques;  par  un  Abç^né.*.** .  ^ .....  » ,  ..».  .\.  .>  .j».*  ••  •  •  <•    '<^4 

Concours  généiTri  '  de  1877 •  «  •  >  ^ «  J .  j  «    1  cX» 

Question  de  lioence  {1806)  ;  par  M;  /.  Gries^s v  1 1 1 

Question  de  licèAce  (noWmbri(  1875)5  par  M* \Ef.  Courbe,;. ...    1 13 
Concoui*s  d'admission  à  l'École  Polytechnique  (1875);  par  M.  3fo^ 

ret-jBlanf • i  H> 

Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques;  par  M,  H.  Laurent^   1 19 
Théof êrtfè  surla  Géométrie di?s  ^uîticonces;  par  M.  ÉdoiùardlMcOM.  1^9 

Solution  de  la  question  ii3à;  |5ar  "M.  i9.  £ti?. . 1 3o 

Solution  de  Ta  question  ia37  ;  P^"'  ^:  Caurei 1 32 

Solution  de  la  qu^stioi^.  lal^x  \  pl^*  M.  /.  Chambon • .  ^  . . .  », .    1 33 

Solution  de  la  question  1:248;  par  M«  €•  Moreau^ 1 36 

Solution  de  la  question  1249;  par  M.  C.  Moreau.^^,..* 1 38  j 

Solution  de  la  question  1  %^o  ;  par  Af .  C^  Moreau, ,  «    141 

CkirrespoDdfuiœ .  .  «  1  .>,.  >.»».p«^i>. i4i 

. 1.      ■     ■    L ;-^— ; . "•  y-. 

LiBRAiRiK  Qii  GAUTUi)£U-*VlJLLAUS>  quai  des  Augustias»  55.    | 

CAUCBt  tie  Bai'oii  Ang.)  «  Membre  de  TÂcadèmie  des  Sciences.  —  9à  tie 
et  ses  travaux,  par  C--.\.  Valson,  Profeasear  â  la  Faculté  dés  Sciences 
de  Grenoble,  avec  une  Préface  de  M.  Hbrmitb,  Membre  dé  l'Académie 

desScienCe».  a  vol.  iri-8;  1868...' •;•?•? *  ^^• 

Oauiilepreiniervpliini«,rAutej4praçoutc)a  vietJe(;^iicli)  eli>rcsunte«iifi  expo»^ 
d9:  tes  décqay«rtef  conai4,érêe«  an  point  d9  >tue  bistioriquie.  Dans  lesécond,  &r 
trouveni  claBSés  en  ilouse  Cbapllres,  par  ordrttde  matières,  les  divers  Oiivragr» 
et  Jeu  79U  Méinoir«»  de  (.'.auchy,  avec  une  analyse  soniniiiire  k\,  des  indication» 
bibliographiques  trè»4>Qinplè4«4. 

SECCHI  (le  P.  A.\  Directeur  de  TObservatoire  dû  Collège  Romain,  Corres- 
pondant de  rinslitv^l  de  France.  —  Le  Soleil,  "i*  édition.  PaBliiàBE  et 
Sbcondb  Pabtib*  Deu^beau^  volumes  grand  in-8,  avec  A^las;  1975-1877. 
Prix  des  deuxi  volume» .  pris  ensemble. . .  .^ .  ^ .  i ....(».•*     3o  fr . 

'  •  '  On  *veHd  département  f       ■      ■ 

r«  Partie.  Un  vofitme  )^anrd  in*^^  èirec  t5o  O^urM  daés  le  teiM  et«fi  At)ft« 
cotn (Prenant  6  erandes  Plancher  gmvéea  sur  tder  M.  Spéètré  ordinmrt  du  SoUi: 
et  Spectre  iPnhorption  litntosphéHfue,  ->-  IL  Spéetre  de  diftaentm,  d'après  Ir. 
photographie  de  M.  Henbt  Draper.  —  III,  IV,  Y  et  ¥1.  Sp^etn  Horméd  dàSolrif, 
d'après  A^nostrôm,  et  Spectre  normal  du  Soleil, portion  uhra^violette,  par  M.  A. 
CWiNtfï;  I8^.;.«..i'.v4i^ ^.. ..*.,....   .,. :..i;.     iS  fr. 

H'  Partie.  Un  vola  me  grand  iii-8,  aveo  iiioml»reuBea  figures  dans  jl^., texte,  et 
i3Plan(Hlca4<Mi4i».eo.coii)e«f^fi,Ji  V^ll,  ^rofuéiérances  fçlairef.^  IX.  Trp^ 
de  tache  du  StfleiL  —  X.et  XI.  Ifêàvleuseu  etc.  —  XII  çt  \U\f  Spectres  ueî- 
laires)i  1877 . . . . . . ^ *  « .  .\., . . . '.'. . . . .  :  1 . .  :  V . .  " .  M .*      18  Ir. 

tHOMAN  (Feâor).  -^  Thébrie  dea  intérêts  composés  et  des  annitités. 
suivie   de  Tabfés   logarithmitiues.  Ouvrage  traduit  •  de  '  Hangiais    pur 

taire  perpjétuel  de  rAcadémie^  des  Sciences.  (Celte 'éditioti  française  ren- 
ferme plusieurs  Tables  inédiles  de  Fecior  Thmian,)  Grand  in-8  ;  1 878.    10  fp 


Le  Gérant  :  Gaiitiiieb-Viuars. 


(deuxième  Série.)  —  Avril    1878. 
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MATHÉMATIQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 
Pau  mm.  GERONO, 

PBOrKBSRUa     DB    MATUKMATIQOBIi. 

"  rHÂîmffn 

Ch.  BRISSE,  /  COLLEGE  / 

BériTITBOK    A    L'BCOLB     P  O  L  T  T  BC  ■  N  I  Q  0  B.  Lil^M?]^ 

AOKÉOÉ    DB    L'OniVBRSITÉ. 


DEUXIÈME  SÉRIE. 

TOUE  DIX-SEPTIÈME. 


PUBLICATION  FONDBB  EN  184a  PAR  MM.  GKRONO  ET  TBRQUBH, 
IT  CO!ITIlil)£E  PAR  au.  CUOKO,   rROOBET  ET  (OVRGET. 


AVRIL  1878. 


S'adreiser,  pour  la  rédaction,  à  M.  GERONO,  rue  Halle,  40  et  42, 
ou  à  M.  BRISSE,  me  d'Enfer,  22. 

(AprRANCOIR.) 


<■■  PARIS, 

GAUTHIER- VILLARS ,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BCRBAU    DBS    LONGITUDES,  DB  L'bCOLB   POLTTBCUNIOUE, 

SUCCESSEUR  DE  HALLET-BACHPXIER, 

Quai  det  Auguttina,  Si. 
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LIBRAIRIE  DE  GÂUTHIËR-VILLARS, 

QUAI     DES     AUGOSTINS,     55,     4     PABIS. 


NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHEMATItUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 
AUX      éCOI.E8     POIiTTEOHJrXQUE      ET      XOItMALC, 

RÉDIGÉ  PAR 

M.  GERONO, 

PrcfeMear  de  Mathématlqa«s, 

ET 

M.  Ch.  BRISSE, 

Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnlqae,  Agrésé  de  rUnlTersIie. 


Publioation    fondée    en    1S42    par   MM.    Cverono    et    Terque 
et  continuée  par  MM.  Cleronoy  Proohet  et  Bonriret. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Matliématiques  paraissent  chaque  mois  t 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  texte 
L'année  1878  est  en  cours  de  publication. 

On  ne  peut  s'abonner  que  pour  l'année  entière. 

L'abonnement  est  augmenté  de  3  francs  à  partir  de  Tannée  1869,  et  io 
prix  pour  les  divers  pays  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu'il  suit  : 

Paris 15  fr. 

Pays  faisant  partie  de  TUnion  des  postes  (moins  les  États-Unis 
de  l'Amérique  du  Nord),  c'est-à-dire  Europe,  Egypte,  Maroc, 

Russie  d'Asie,  Tunisie,  Turquie  d'Asie. 17 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 19 

Autres  pays 20 


PRBBKXil&E  SÉRIE  :  20  volumes  in-8  (1842 à  1861),  240  francs,  payabir* 
de  la  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  140  francs  restants  en  un 
bon  à  trois  mots  à  l'ordre  de  H.  Ganthier-Villars,  à  partir  dePépoqnede  la 
livraison  des  20  volumes. 

Les  tomes  là  VU,  X  et  XVI  à  XX  (1843-1848,  i85i  et  1857-1861) 
ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  autres  tomes  ae  la  première  série  se  vendent  séparément VI  ii 

La  SBUZliSME  8É&XS,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chaque 
mois  par  cahier  de  48  pages» 

Les  tomes  1  à  V  (  l8o2  à  1866)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément. . .     15  fr. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(j45_) 

MÉMOIRE 

SDR  LA  REPRÉSENTATION   DES  SURFACES  ET  LES  PROJECTIONS 
DES    CARTES    GÉOGRAPHIQUES^ 

Par  m.  a.  TISSOT, 

[suite  (*).] 


CHAPITRE    PREMIER. 

Prélim  inaires  • 

1.  Pour  représenter  une  surface  sur  une  autre,  on 
imagine  que  chacune  se  trouve  décomposée,  par  deux 
systèmes  de  lignes,  en  parallélogrammes  infiniment 
petits,  et,  à  chaque  ligne  de  la  première,  on  fait  corres- 
pondre une  des  lignes  de  la  seconde^  alors,  Tintersec- 
tion  de  deux  lignes  de  systèmes  différents  sur  Tune,  et 
l'intersection  des  deux  lignes  correspondantes  sur  l'au- 
tre, déterminent  deux  points  correspondants^  enfin 
Tensemble  des  points  de  la  seconde  qui  correspondent 
aux  points  d'une  figure  donnée  de  la  première  constitue 
la  représentation  ou  la  projection  de  cette  figure.  On 
obtient  les  divers  modes  de  représentation  en  faisant 
varier  les  deux  séries  de  lignes  qui  tracent  le  canevas 
sur  l'une  des  surfaces. 

2.  Â  moins  que  les  deux  surfaces  ne  soient  appli- 
cables Tune  sur  Tautre^  il  est  impossible  de  choisir  un 
mode  de  projection  tel  qu'il  y  ait  similitude  entre  toute 
figure  tracée  sur  la  première  et  la  figure  correspondante 

(*)  Nouvelles  Annales^  a*  série,  t.  XVH,  p.  49* 

Ann.  de Mathémat.,t«séT\e,  t. XVII.  (Avril  1878.)  lO 
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de  la  seconde.  Au  contraire,  quelles  que  soient  les  deux 
surfaces,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  projection 
conservant  les  angles,  et  tels,  par  conséquent,  que  chaque 
figure  infiniment  petite  et  sa  représentation  soient  sem- 
blables entre  elles^  Il  en  existe  une  infinité  d'autres  con- 
servant les  aires.  Néanmoins  ces  deux  classes  de  sys- 
tèmes constituent  des  exceptions  :  un  mode  de  projection 
étant  pris  au  hasard,  il  arrivera  généralement  que  les 
angles  se  trouveront  modifiés,  si  ce  n'est  en  des  points 
particuliers,  et  que  les  aires  correspondantes  n'auront 
pas  entre  elles  un  rapport  constant. 

Les  longueurs  seront  aussi  altérées.  Considérons  deux 
courbes   qui   se  correspondent  sur  les  deux  surfaces^ 

Fif.  1. 


soient  O  et  M  (fig.  i)  deux  points  de  l'une,  C  et  M 
les  points  correspondants  de  l'autre,  et  OT  la  tangente 
en  O  à  la  première  courbe.  Si  le  point  M  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  O,  le  point  M'  se  rapprochera 
indéfiniment  du  point  O^,  et  le  rapport  de  la  longueur 
de  Tare  CKW  à  celle  de  l'arc  OM  tendra  vers  une  cer- 
taine limite  :  c'est  cette  limite  que  nous  appellerons  le 
rapport  de  longueurs^  au  point  O,  sur  la  courbe  OM  ou 
suivant  la  direction  OT.  Dans  un  système  de  projection 
conservant  les  angles,  le  rapport  ainsi  défini  a  la  même 
valeur  pour  toutes  les  directions  qui  partent  d'un  même 
point,  mais  il  varie  avec  la  position  de  ce  point,  à  moins 
que  les  deux  surfaces  ne  soient  applicables  l'une  sur 
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laulre.  Lorsque  la  représentation  ne  conserve  les  angles 
qu'en  des  points  particuliers,  le  rapport  de  longueurs 
en  tout  autre  point  change  avec  la  direction. 

Loi  de  la  déformation, 

3.  La  déformation  produite  autour  de  chaque  point 
est  soumise  â  une  loi  qui  ne  dépend  ni  de  la  nature  des 
surfaces  ni  du  mode  de  projection: 

Toute  représentation  d'une  surface  sur  une  autre 
peut  être  remplacée  par  une  infinité  de  projections 
orthogonales  faites  chacune  à  une  échelle  conuenable. 

Remarquons  d'abord  qu'il  existe  toujours  en  chaque 


point  de  la  première  surface  deux  tangentes  perpendicu- 
laires Tune  à  Tautre,  telles  que  les  directions  qui  leur 
correspondent  sur  la  seconde  surface  se  coupent  aussi  k 
angle  droi  t.  Soient  en  eflfet  CE  et  OD  {fig.  a  )  deux  droites 
perpendiculaires  entre  elles  et  tangentes  en  un  point  O 
à  la  première  surface^  soient  CE'  et  C/U  les  tangentes 
correspondantes  pour  la  seconde.  Supposons  que,  des 
deux  angles  CC^D,  lyO E',  le  premier  soit  aigu,  et  ima- 
ginons qu'un  angle  droit  ayant  son  sommet  en  O  tourne 
de  gauche  à  droite,  autour  de  ce  point,  dans  le  plan 
CDE,  en  partant  de  la  position  COD  pour  arriver  à  la 
position  DOE.  L'angle  correspondant,  dans  le  plan  tan- 
gent en  (y  à  la  seconde  surface,  se  confondra  d'abord 
avec  CCD',  et  sera  aigu;  en  dernier  lieu,  il  coïncidera 
avec  lyCE',   et  sera  obtus;   dans  Tintervalle,   il  aura 

lO. 
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donc  été  droit.  Ainsi  il  existe  un  système  de  deux  tan- 
gentes satisfaisant  à  la  condition  énoncée  (*  ). 

De  cette  propriété  on  conclut  que,  dans  tout  mode  de 
représentation,  il  y  a,  sur  la  première  des  deux  surfaces, 
un  système  de  deux  séries  de  lignes  orthogonales  dont 
les  projections  sur  la  seconde  sont  aussi  orthogonales. 
Les  deux  surfaces  se  trouvent  ainsi  décomposées  en  rec- 
tangles infiniment  petits  qui  se  correspondent  de  Tune  à 
l'autre. 

Cela  posé,  soit  M  [fig*  3)  un  point  infiniment  voisin 
de  O,  sur  la  première  surface,  et  soit  OPIMQ  celui  d'entre 
les  rectangles  infiniment  petits  dont  nous  venons  de  par- 

Fie.  ?• 

0  M 


/ 

1er,  qui  a  pour  diagonale  OM.  Déplaçons  la  seconde  sur- 
face, et  donnons-lui  une  position  telle  que  les  projec- 
tions des  côtés  OP,  OQ  tombent  sur  ces  côtés  eux-mêmes, 
prolongés  s'il  est  nécessaire;  soit  alors  O'P'M'Q'  le  rec- 
tangle correspondant  à  OPMQ  \  appelons  N  le  point  de 
rencontre  des  droites  OM'  et  PM.  On  peut  considérer 
ce  point  comme  la  projection  orthogonale  de  la  position 
que  prendrait  M  si  l'on  faisait  tourner  d'un  angle  conve- 

(*)  La  démonstration  suppose  que  la  représentation  n'altère  pas  la 
continuité  et  qu'à  deux  directions  de  sens  contraires  partant  du  point 
considéré  sur  Tune  des  surfaces  correspondent,  sur  l'autre,  deux  di- 
rections aussi  de  sens  contraires.  Il  peut  donc  y  aroir  exception  à  la  loi 
de  la  déformation  en  certains  points  particuliers;  par  exemple,  il  en 
sera  ainsi  aux  pôles  terrestres  quand  les  anjrles  des  méridiens  de  la 
carte  seront  proportionnels  à  ceux  des  méridiens  du  globe  sans  leor 
être  égaux. 
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nable,  autour  de  OP,  le  plan  du  reciangle  OPMQ.   Or 

cet  angle,  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des  deux  lignes 

NP,  MP,  est  le  même  quel  que  soît  M  ^  car,  en  désignant 

respectivement  par  a  et  £  les  rapports  de  longueurs 

suivant  les  directions  OP  et  OQ,  c'est*à-dire  en  posant 

OP'  OQ'        , 

^p  =  a,  —  =  *,  nous  aurons 


NP  _  OP 
M' P'        OP 

I         MP 

OQ        I 
—  OQ'  -"  b  ' 

nséquent. 

NP        b 
MP       a 

Ainsi  déjà,  M  se  déplaçant  sur  une  figure  infiniment 
petite  tracée  autour  du  point  O,  on  obtiendra  le  lieu 
décrit  par  N,  en  faisant  tourner  cette  figure  d'un  certain 
angle  autour  de  OP,  puis  en  la  projetant  orthogonale- 
ment  sur  le  plan  tangent  en  O.  D'autre  part,  on  a 

OM'  _  OP '  _ 
ON  ~  OP  ""  ''' 

de  sorte  que  le  lieu  des  points  M'  est  homolhétique  de 
celui  des  points  N;  le  centre  d^homothétie  est  O,  et  le 
rapport  d'homothétie  a  pour  valeur  a.  La  représentation 
de  la  figure  infiniment  petite  décrite  par  le  point  M  est 
donc  bien  une  projection  orthogonale  de  cette  figure 
faîte  à  une  échelle  convenable  (  * ). 

(*)  M.  Chastes  (Mémoire  faisant  suite  à  YJperçu  historique  sur  l'ori- 
gine  et  le  développement  des  méthodes  en  Géométrie)  distingue,  dans  les 
figures  homographiques,  les  relations  descriptives  et  les  relations  mé- 
triques. «  Les  relations  descriptives  consistent  en  ce  que  à  chaque 
point  et  à  chaque  plan  de  Tune  des  figures  correspondent,  dans  l'autre» 
un  pointât  un  plan  respectivement.  Les  relations  métriques  consistent 
en  ce  que   quatre  points  en   ligne  droite,  dans  la  seconde  figure,  ont 
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Une  carte  géographique  quelconque,  par  exemple, 
peut  èlre  considérée  comme  produite  par  la  juxtaposi- 
tion des  projections  orthogonales  de  tous  les  éléments 

leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  qaatre  points  de  la  pre- 
mière figure  auxquels  ils  correspondent.  »  L'illustre  géomètre  ajoute 
d'ailleurs  :  «  Ces  relations  métriques  sont  une  conséquence  des  rela- 
tions descriptives.  »  Nous  allons  faire  voir  que  cela  résulte  immédiate- 
ment de  la  loi  que  subit  la  déformation  dans  la  représentation  d'aoe 
surface  sur  une  autre. 

Soient  D,  D'  (fiff.  4)  deux  droites  qui  se  correspondent  dans  deax 
figures  bomographiques;  il  s'agit  de  prouver  que  le  rapport  anharmo- 
nique de  quatre  points  quelconques  de  D  et  celui  des  quatre  points 
correspondants  de  D'  sont  égaux.  Pour  cela,  prenons,  en  dehors  des  deux 
droites,  deux  points  correspondants  0  et  O'  dans  les  deux  figures;  joi- 
gnons le  premier  aux  quatre  points  de  D,  le  second  aux  quatre  points 
de  IV;  puis  coupons  respectivement  les  deux  faisceaux  ainsi  obtenus 

Fig.  4. 


par  deux  transversales  A,  A',  infiniment  rapprochées  l'une  de  O,  l'antre 
de  (y.  D'après  la  loi  invoquée  pins  haut,  la  figure  infiniment  petite  for- 
mée par  la  portion  du  faisceau  comprise  entre  0'  et  A'  peut  s'obtenir 
en  projetant  orthogonalement  la  figure  correspondante  formée  autour 
du  point  O,  puis  en  modifiant,  dans  un  rapport  convenable,  les  dimen- 
sions de  la  projection  ainsi  obtenue.  Aueone  de  ces  deux  opérations 
n'altère  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  do  A  ;  or  celui-ci  est 
le  même  que  celui  des  quatre  points  de  D  ;  celui  des  quatre  points  de 
A'  est  le  même  que  celui  des  quatre  points  de  D';  donc  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  de  D  et  celui  des  quatre  points  de  1/ 
sont  égaux. 

En  résumé,  il  s'agissait  de  faire  voir  que,  dans  deux  figures  homo- 
graphiques,  deux  faisceaux  de  droites  correspondantes  sont  bomogra- 
phiques ;  or  c'est  ce  qui  a  lieu,  puisque,  d'après  la  loi  de  déformation, 
l'un  est  une  projection  orthogonale  de  l'autre. 
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superficiels  de  la  contrée,  pourvu  que  Ton  fasse  varier 
de  l'un  à  Tautre,  et  Tëchelle  de  réduction  et  la  position 
de  l'élément  par  rapport  au  plan  de  la  carte. 

Tangentes  principales. 

4.  De  tous  les  angles  droits  qui  sont  formés  par  des 
tangentes  issues  du  point  O  [fig*  3),  ceux  des  lignes  OP, 
OQ  et  de  leurs  prolongements  sont  les  seuls  dont  un  côté 
reste  parallèle  au  plan  tangent  après  la  rotation  qui  a 
éié  indiquée  tout  à  l'heure*,  ce  sont  donc  aussi  les  seuls 
qui  se  projettent  suivant  des  angles  droits.  Nous  pouvons 
d'après  cela  compléter  le  lemme  qui  a  été  établi  au  com- 
mencement du  troisième  paragraphe  et  énoncer  la  pro- 
priété suivante  : 

En  chaque  point  de  la  surface  que  Von  veut  repré- 
senter^ il  y  a  deux  tangentes  perpendiculaires  entre 
elles,  et,  si  les  angles  ne  sont  pas  conservés,  il  n'y  en 
a  que  deux,  telles  que  celles  qui  leur  correspondent  sur 
i autre  surface  se  coupent  aussi  à  angle  droit.  De  sorte 
que,  sur  chacune  des  deux  surfaces ^  il  existe  un  système 
fie  trajectoires  orthogonales,  et,  si  le  mode  de  repré- 
tentation  ne  consente  pas  les  angles,  il  en  existe  un 
seul  dont  les  projections  sur  l'autre  surface  sont  aussi 
orthogonales. 

Noos  appellerons  première  et  seconde  tangente  prin- 
cipale les  deux  tangentes  perpendiculaires  entre  elles 
dont  Tangle  n'est  pas  altéré  par  la  représentation.  Nous 
continuerons  à  désigner  respectivement  par  a  el  b  les 
rapports  de  longueurs  suivant  les  directions  de  ces 
tangentes,  et  nous  supposerons  que  a  est  le  plus  grand 
des  deux. 
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Ellipse  indicatrice, 

5.  Si  la  courbe  infiniment  petite  tracée  autour  da 
point  O  est  une  circonférence  dont  il  occupe  le  centre, 
la  représentation  de  cette  courbe  sera  une  ellipse  dont 
les  axes  se  trouveront  sur  les  tangentes  principales  et 
auront  pour  demi-longueurs  a  et  &,  le  rayon  de  la  cir^ 
conférence  étant  pris  pour  unité.  Cette  ellipse  constitue 
en  chaque  point  une  sorte  à! indicatrice  du  système  de 
projection  (*). 


(*)  ImaginoDS  que  l'on  eflectuo  deux  décompositioDs  de  l'espace  en 
parallélépipèdes  infiniment  petits,  chacune  au  moyen  de  trois  séries  de 
surfaces»  et  faisons  correspondre  les  surfaces  qui  opèrent  l'une  respecti- 
vement à  celles  qui  opèrent  l'autre.  Dans  la  représentation  ainsi  obtenue, 
la  loi  de  la  déformation  sera  la  suivante  : 

Toute  sphère  infiniment  petite  est  remplacée  par  un  ellipsoïde. 
Soient  en  effet  O  et  G'  deux  points  correspondants,  M  un  point  infi- 
niment voisin  de  O,  M'  la  projection  de  M.  Considérons  trois  aies 
ox,  ojy  oz  perpendiculaires  entre  eux  et  les  directions  correspondantes 
o'x'y  o'y,  o'z'  ;  soient  or,  y,  z  les  coordonnées  de  M  par  rapport  à  or, 
oy,  oz  ;  soient  x',  x\  z'  celles  de  M'  par  rapport  à  oV,  o'jr\  o'z'. 
Prenons  la  distance  CM  pour  unité,  et  appelons  ^,  h,  k  les  rapports  de 
longueurs,  suivant  ox,  oj-,  oz  ;  nous  aurons 

x'  =  ^x,    y  =  hj^     y'  =  kz. 

D'ailleurs  l'équation  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  O  et  pour 
rayon  CM  est 

x*-i-y--hz*=i. 

Le  lieu  des  projections  des  divers  points  de  cette  sphère  sera  donc 
fourni  par  l'équation 

x"      r"      c'« 

g*         h*         A' 

qui  représente  un  ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués. 

Les  plans  principaux  et  les  axes  de  l'ellipsoïde  fourniront  ici  des 
propriétés  analogues  à  celles  des  tangentes  principales  dans  la  repré- 
sentation d'une  surface  sur  une  autre,  et  il  serait  facile  d'établir  les 
formules  nécessaires  à  l'étude  de  la  déformation  autour  de  chaque 
point. 
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Au  lieu  de  projeter  ortbogonalemenl  la  circonférence 
lieu  des  points  M  [fig»  3),  ce  qui  donne  Tellipse  lieu 
des  points  N,  puis  d'agrandir  celle-ci  dans  le  rapport 
de  a  à  Tunité,  ce  qui  donne  le  lieu  des  points  M',  on 
peut  effectuer  les  deux  opérations  dans  l'ordre  inverse. 
On  obtiendra  donc  le  point  M'  (fig.  5)  de  l'ellipse  indi- 
catrice qui  correspond  à  un  point  donné  M  du  cercle, 
en  prolongeant  le  rayon  OM  jusqu'à  sa  rencontre  en  R 
avec  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre,  en  abaissant  du  point  d'intersection  R  une 
perpendiculaire  RS  sur  la  direction  OÂ  du  grand  axe, 
puis    réduisant  cette  perpendiculaire,  à   partir  de  son 

Fig.  5. 


pied  S,  dans  le  rapport  de  £  à  a\  l'extrémité  M'  de  la 
portion  SM'  ainsi  obtenue  sera  le  poii^  cherché. 

Altérations  (T angles, 

6.  Tirons  OM'  (fig>  5),  et  appelons  respectivement 
K,  i/  les  angles  AOlM,  AOM'  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces.  Comme  le  second  est  le  plus  petit  des 
deux,  on  voit  que  la  représentation  diminue  tous  les 
angles  aigus  dont  l'un  des  côtés  coïncide  avec  la  pre- 
mière tangente  principale.  Entre  u  et  u^,  on  a  d'ailleurs 
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la  relation 

,      h 
tangtt'=  -  tangfi. 

7.  Prolongeons  la  ligne  RS  d'une  longueur  égale  à 
elle-même  au-dessous  de  OA,  et  joignons  le  point  O  à 
rextrémité  Ri  du  prolongement.  Les  deux  triangles 
ORM',OR,M' donnent 

•    /            /\       a  —  b    ,    ,  ,. 

sin  (  «  —  «' ]  = ,  sin  [u  -f-  «'  ). 

L'angle  u  augmentant  de  zéro  à  -  9  son  altération  u  —  u' 

augmente  de  zéro  jusqu'à  une  certaine  valeur  <i>,  puis 
diminue  jusqu'à  zéro.  Le  maximum  se  produit  au  mo- 
ment où  la  somme  u  -{-  u'  devient  égale  à  —  Soient  U 

et  U^  les  valeurs  correspondantes  de  u  et  de  vl\  comme 
elles  doivent  satisfaire  à  Téquation  du  n®  6,  on  aura 

tangU=y^,      tangU'^y/^ 

Quant  à  o),  on  peut  le  calculer  par  Tune  des  formules 
a  —  b  2  sjab 

Sm  W  = r?        COS&>  = r» 

a  -^  b  a  -\-  b 

*/î  —  b                 w        sJa—  JTf 
tang«  =  — -^ ,      tang  -  =  -= , 

dont  les  deux  dernières  proviennent  de  ce  que,  la  somme 
de  U  et  de  U'  étant  égale  à  -  et  leur  différcucc  n  ot),  on  a 

U=::7+-,        U'^zy 
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8.  Pour  que  réquation  du  n^  6  reste  satisfaite  quand 

on  y  change  u  en u'^  il  suffit  d'y  remplacer  li  par 

u.  Les  mêmes  substitutions,  effectuées  dans  u  -^  m', 

donnent  pour  résultat  tt-t-  (m  -f-  u'),  de  sorte  que  la  pre- 
mière formule  du  n^  7  fait  retomber  sur  la  même  valeur 
de  Taltération.  Ainsi,  des  deux  angles  qui  se  trouyent 
modifiés  de  quantités  égales,  chacun  est  le  complément 
de  la  projection  de  l'autre. 

9.  Si  Ton  veut  calculer  directement  l'altération  éprou- 
vée par  l'angle  donné  /i,  on  se  servira  de  Tune  des  deux 
formules 

,  ,,        [a  —  b]i2Li\au 

laog  a—  w'    =  ^ -^ — -f    , 

"^^  '        rH-6tang'i/ 


tang  (u  —  u'  ) 


[rt  —  b)siniu 

I  -h  ^  -h  («  —  6)  COS2M 

qui  se  déduisent  immédiatement  de  Téquation  du  u^  6. 


10.   Considérons  maintenant  un  angle  MON  {fig'  6 
cl  y)   qui  n'ait  pour  côtés  ni  Tune  ni  l'antre  des  tan- 
Fig.  6.  Fig.  7. 

B 


gentes  principales  OA,OB.  Nous  pouvons  supposer  les 
deux  directions  OM,  ON  à  droite  de  OB,  et  l'une  d'elles 
OM  au-dessus  de  OA.  Suivant  que  l'autre,  ON,  sera  au- 
dessus  de  OA  (Jig.  6),  ou  au-dessous,(7Z^.  7),  on  calcu- 
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Icra  Tangle  correspondant  M'OM'  en  faisant  la  somme  ou 
la  différence  des  angles  AOM',  AON',  lesquels  seront  don- 
nés par  la  formule  du  n°  6.  L'altération  MON — M'ON' 
sera  aussi,  dans  le  premier  cas,  la  différence,  et,  dans  le 
second,  la  somme  des  altérations  éprouvées  par  les  angles 
AOM,  AON. 

H.  Quand  l'angle  AON  {fig,  6)  est  égal  à  BOM', 
on  sait  que  son  altération  est  la  même  que  celle  de  Tangle 
AOM,  de  sorte  que  l'angle  MON  se  trouve  alors  repro- 
duit en  vraie  grandeur  par  Tangle  M'ON'.  Ainsi,  à  toute 
direction  donnée,  on  peut  en  accoupler  une  autre,  et  une 
seule,  telle  que  leur  angle  se  conserve  en  projection.  Ce- 
pendant la  seconde  direction  se  confond  avec  la  pre- 
mière lorsque  celle-ci  fait  avec  OA  Tangle  que  nous 
avons  désigné  par  U. 

12.  L'angle  le  plus  altéré  est  celui  que  forme  cette 
dernière  direction  avec  sa  sytuétrique  par  rapport  à  OA; 
il  se  trouve  remplacé,  sur  la  projection,  par  son  supplé- 
ment. Le  maximum  d'altération  ainsi  produit  est  égal  à 
2  Cl).  Il  ne  peut  jamais  se  rapporter  à  deux  directions  per- 
pendiculaires entre  elles. 

Altérations  de  longueurs, 

13.  La  longueur  OM  {fig.  5)  ayant  été  prise  pour 
unité,  le  rapport  de  longueurs  suivant  la  direction  OM 
est  mesuré  par  OM'.  Désignons  par  r  ce  rapport;  nous 
pourrons  le  calculer  au  moyen  de  l'une  des  formules 

r  008 u'z=  a  ces  u,     r  sin  «'  =  /;  sin  « ,     /'  =  «^  cos^  u  -h  b^ sin' « . 

On  a  aussi,  entre  r,  u  et  l'altération  u  —  a'  de  l'angle  u. 
la  relation 

2  r  sin  ht  —  /«'  '^  r=:  [a  —  /;  )  sin  2  «, 
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qui  exprime  que,  dans  le  triangle  ORiVr,  les  sinus  de 
deux  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés. 

14.  Le  maximum  et  le  minimum  de  r  correspondent 
aux  tangentes  principales,  et  sont  respectivement  a  et  b. 

15.  Appelons  r  et  r^  les  rapports  de  longueurs  suivant 
deux  directions  perpendiculaires  entre  elles,  et  soit  6 
Taltération  qu'éprouve  l'angle  droit  formé  par  ces  deux 
directions.  11  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

r'-h  rj  =  fl'-f- ô%     rr|C059  =  a6, 

ainsi  que  cela  résulte  d'ailleurs  des  propriétés  des  dia- 
mètres conjugués  dans  l'ellipse. 

16.  Pour  tous  les  angles  non  modifiés  par  la  repré- 
sentation, le  produit  des  rapports  de  longueurs  suivant 
leurs  côtés  est  le  même. 

En  effet,  soient  OA  {fig-  6)  et  OB  les  deux  tangentes 
principales;  soient  MON  un  angle  quelconque  et  M'ON' 
sa  projection.  Désignons  respectivement  par  r  et  r^  les 
rapports  de  longueurs  suivant  OM  et  ON,  par  u  et  u 
les  angles  AOM  et  AOM',  il  viendra 

r  cos  u'-=za  cos  a,     r,  sin  AON'  =  b  sin  AON  ; 

mais  on  sait  que,  si  l'altération  MON  —  M'ON'  est 
nulle,  l'angle  AON  est  le  complément  de  u\  et  l'angle 
AON'  celui  de  u,  de  sorte  que  la  seconde  équation  donne 

raCOStt  =  bcosu' . 

En  multipliant  celle-ci  et  la  première  membre  à  membre, 
on  obtient 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 
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17.  Il  rësulle  de  cette  propriété  que  les  rapports  de 
longueurs  suivant  les  deux  directions  dont  Tangle  subit 
Taltération  max/ma  est  égal  à  \jab\  car  Taugle  non  altéré 
qui  a  pour  côté  Tune  de  ces  deux  lignes  se  réduit  à  zéro, 

i  la  même  ligne  pour  second  côté  (n°  H). 

Altérations  de  surfaces. 

18.  Le  rapport  dans  lequel  un  élément  superficiel  se 
uve  modifié  par  la  représentation  n^cst  autre  que 
iii  du  rectangle  OFM'Q'  {fig.  3  )  au  rectangle  OPMQ, 
encore  celui  de  l'aire  de  Tellipse  indicatrice  à  Taire 
cercle;  il  est  donc  égal  à  ab, 

9.  Lorsque  les  deux  aires  sont  équivalentes,  on  a 

6= -5      tang«=:-lfl ij 

il  2  \         a/ 

deux  éléments  linéaires  dont  l'angle  est  le  plus  altéré 
servent  alors  leurs  longueurs. 

Détermination  des  axes  de  l'ellipse  indicatrice. 

10.  Pour  appliquer  les  formules  ci-dessus  à  Fétude 
la  déformation  produite  autour  de  chaque  point  par 
mode  de  projection  suffisamment  défini,  il  faut  au 
alable  déterminer  les  longueurs  et  les  directions  des 
s  de  l'ellipse  indicatrice. 

>upposons  les  deux  surfaces  rapportées  à  un  même 
ème  ou  à  deux  systèmes  d'axes  perpendiculaires 
re  eux;  soient  j:,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point 
Iconque  de  l'une,  a/,  j^ ,  2!  celles  du  point  corres- 
idant  de  l'autre,   /  et  m  deux  paramètres  variables. 
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On  peutdéBnir  le  mode  de  reprësenlation  en  égalant  les 
six  coordonnées  à  des  fonctions  convenablement  choisies 
de  /  et  de  m.  Pour  chaque  couple  de  valeurs  attribuées 
aux  deux  paramètres,  on  obtiendra  un  point  de  la  pre- 
mière surface  et  la  projection  de  ce  point.  Pour  chaque 
valeur  attribuée  à  un  seul  des  paramètres,  l'autre  restant 
variable)  on  obtiendra  une  courbe  du  premier  canevas  et 
la  courbe  correspondante  du  second.  Si  Ton  pose 

-[(s)'-(i)'-(i)t. 

les  longueurs  des  côlés  de  deux  parallélogrammes  infini- 
ment petits  se  correspondant  sur  les  deux  canevas  seront, 
pour  Pun,  Ldl  et  Mdm^  pour  l'autre,  Vdl  et  Mdm. 
En  appelant  helk  les  rapports  de  ces  côtés,  0  et  0'  leurs 
angles,  on  aura 

-=à[(S)(i)-(f)(.^)-fê)(£)} 

de  sorte  que  /i,  A,  0  et  0'  sont  connus  en  fonction  de  / 
et  de  m. 

Dans  un  grand  nombre  d'applications,  notamment 
dans  celles  qui  auront  pour  objet  les  cartes  géogra- 
phiques, il  sera  inutile  d'exprimer  les  six  coordonnées 
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rectangulaires  en  fonction  de  /  et  de  m,  et  la  nature  des 
surfaces  ainsi  que  celle  du  mode  de  projection  permet- 
tront de  remplacer  les  formules  qui  précèdent  par  d'au- 
tres plus  simples.  En  tout  cas,  nous  pouvons  maintenant 
considérer  comme  donnés,  pour  chaque  point  de  la  pre- 
mière surface,  les  deux  angles  adjacents  supplémentaires, 
0,  TT  —  0,  de  deux  éléments  linéaires,  leurs  projections, 
0',  TT  —  0',  et  les  rapports  de  longueurs,  &,  ft,  suivant 
les  directions  de  ces  éléments. 

21 .  Des  deux  angles  donnés,  Tun  est  traversé  par  la 
première  tangente  principale;  nous  verrons  plus  loin 
comment  on  peut  le  distinguer  de  l'autre;  c^est  lui  que 
nous  désignerons  par  0  -,  appelons  u  et  u  les  deux  parties 
dans  lesquelles  il  se  trouve  ainsi  décomposé,  u  étant 
celle  des  deux  qui  est  formée  par  la  tangente  principale 
et  la  direction  suivant  laquelle  le  rapport  de  longueurs 
est  A;  soient  u'  et  j/  les  portions  correspondantes  de  6'. 
Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  A  ^  A*,  l'angle  u 
sera  nécessairement  aigu  et  même  plus  petit  que  t^  et  que 
n  —  i^'^  quant  à  i^,  il  pourra  être  aigu  ou  obtus.  D'après 
les  formules  du  n°  12,  on  a 

W+f=0,        acOSUzrz  hcOSu',       «ICOSP=:  Xcost^, 
/«'-h«/=:e',     b  s\n  u  z=z  h  sm  u' y     bs\nv=  Âsinv; 

d'où  l'on  déduit 

ab  sine  =:  hk  sïn&\ 
(a' 4-  b^)  sin^©  =  A«-|-  /•'—  2 hk  cosB  cosS', 

ou  bien  encore 

(a  -4-  ^)»sin'0  =  h'-{-  A»—  :ihkcos{B  -h  8'), 
(û  — ^)»sin*0  =  /i2-+-  X^— 2^A^cos(0  — 0'). 

Ces  équations  ne  changent  pas  lorsqu'on  y  remplace  à 
la  fois  0  par  tt  —  0,  et  0'  par  tt  —  0';  elles  fourniront 
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donc  a  elb  sans  qu'il  soit  besoin  de  savoir  quel  esl  celui 
des  deux  angles  donnés  à  Pintérieur  duquel  passe  la  pre- 
mière tangente  principale.  Il  vient  ensuite,  pour  le  cal- 
cul de  II  el  de  u, 

V  a}—  b^  V   a'—  b' 


la-"  —  h}  _^     /a'—A^ 

Pour  déterminer  complètement  la  direction  de  la  pre- 
mière tangente  principale,  il  reste  encore  à  choisir,  rela- 
tivement à  6,  entre  deux  angles  supplémentaires  donnés, 
et,  relativement  à  u^  entre  deux  valeurs  supplémentaires 
fournies  par  les  trois  dernières  formules.  On  lèvera  im- 
médiatement toute  indécision  en  cherchant  quelle  est 
celle  de  ces  deux  valeurs  qui,  ajoutée  à  w,  produit  une 
somme  égale  à  T un  des  deux  angles  donnés;  en  eflet, 
Téquation  w  -+-  i^  =  0  est  incompatible  avec  chacune  de 
celles  que  Ton  formerait  en  y  remplaçant  soit  0  par 
TT  —  0,  soit  y  par  tt — u,  soit  en  même  temps  0  par 
TT —  &  ely  par  tt  —  i^,  à  moins  cependant  que  l'on  n'ait 

0  =  ->  ou  f  =  ->  ou  a  =  05  mais  ces  Iroîs  cas  partîcu- 

liers,  qui  ne  comportent  d'ailleurs  aucune  incertitude, 
se  trouvent  parmi  ceux  que  nous  allons  examiner.  Re- 
marquons encore  que,  si  \^  est  obtus,  0  sera  à  plus  forte 
raison  obtus,  et  que,  si  (^  est  aigu,  0  sera  aigu  ou  obtus, 
suivant  que  û*-+-  i*  se  trouvera  plus  petit  ou  plus  grand 
que  fc'-h/t*. 

22.  Lorsque  les  deux  angles  supplémentaires  qui  sont 
donnés  sur  la  première  surface  n'éprouvent  pas  d'altéra- 

j4nn.  de  MathémaC,  a"  série,  t.  XVII,  (Avril  1878.)  I  i 
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lion,  c'est-à-dire  pour  0'=  0,  les  équations  qui  four- 
nissent les  demi-axes  de   Tellipse    indicatrice    se  ré- 
duisent à 

abz=hA^     [a — b)9inQz=zh  —  /*. 

Lorsque  les  mêmes  angles  se  changent  Tun  dans 
Tautre  par  l'effet  de  la  représentation,  c'est-à-dire  pour 
0'=  TT  —  0,  les  équations  deviennent 

alf  =  hkf     [a  ■+-  b)  sine  =z  k -\-  À\ 

Quand  les  angles  sont  droits,  c'est-à-dire  pour  0  =  -» 

I^s  formules  générales  se  ramènent  à  celles  qui  expriment 
les  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse  indi- 
catrice. Alors  u  et  t^  sont  complémentaires,  et  la  pre- 
mière tangente  principale  se  dirige  à  l'intérieur  de  celui 
des  deux  angles  droits  donnés  qui  a  pour  projection  un 
angle  aigu. 

Quand  les  rapports  de  longueurs  suivant  les  directions 
des  deux  éléments  linéaires  sont  égaux,  c'est-à-dire  pour 
h  =  k,  on  a 

e'  ,    e' 

00$  —  sin  — 

a=ih 9      bz=zh : 

0  .   e' 

cos  -  sm  - 

2  2 

la  première  tangente  principale  est  bissectrice  de  celui 
des  deux  angles  donnés  qui  se  trouve  diminué  en  pro- 
jection. 

Si  les  mêmes  rapports  sont  liés  à  0  et  à  0'  par  la  re- 
lation 

Acose=:  A^cose', 
il  viendra 

a  =2  A,      b  =z  k  --. > 

sine 
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et  la  première  tangente  principale  coïncidera  avec  la 
direction  suivant  laquelle  le  rapport  de  longueur  est  h. 
Si  les  données  satisfont  à  la  condition 

Acos0'  =  ^cos0, 

il  viendra 

sine' 

az=  h  — î      ^  =z  /', 

sine 

et  la  première  tangente  principale  sera  perpendiculaire 
à  la  direction  suivant  laquelle  le  rapport  des  longueurs 
est  h.  (A  suiure.) 


SUR  LIS  NORMALES  AUX  SURPAGES  DU  SECOND  ORDRE  ; 

Par   m.    LAGUERRE. 


1.  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  K  ayant 
pour  équation 

-  -4- 7- H i=o, 

a         ù        c 

et  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  oc,  |3,  y,  on  sait 
que  Ton  peut  de  ce  point  mener  six  normales  à  la  sur- 
face, les  pieds  de  ces  normales  étant  déterminés  par  les 
équations 

a  a  bh  cf 

a  —  p  0  —  p  c  —  p 

où  p  est  une  des  racines  de  Téquation 

a^^  ^B»  <?7» 

")       (^37)1-^  (TT^ITP- FIT?- •=°- 

Ces  six  points  sont  d'ailleurs  déterminés  par  Tinter- 

II. 
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section  de  K  avec  la  cubique  gauche  H,  définie  par  les 
équations 


c        aj  a  c 


c         b 


Cela  posé,  déterminons  les  quantités  ^,  y?,  ^,  P,  Q,R, 
X,  Y,  Z  et  G,  de  telle  sorte  que  Ton  ait  identique- 
ment 

X  («'  +  J'  +  «'  —  2  Xo:  —  2  Yj  —  2  Zz  -f-  G) 

(jp2       r'       z'        \ 
- -h  y -h -^  —  1  j  1 

-(.^— «)[G-J)--¥4'} 

On  aura,  entre  ces  dix  quantités,  les  neuf  relations 

I2X?-hp>j  +  7ç=— (a-i-ii), 
2YuH-7ÇH-aÇ=-(G  +  ^), 
2ZÇ  -f  aÇ-l-p>j=— (GH-c); 

R  (JL  ^  i)  =  (^X-«)>^  ^  (^Y~p)g 


2^ 


/i        i\        (2Z-7)g       (2X-«)C. 
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et 

/    Q7~Rp=r2ûX+(G+/l)Ç, 

(5)  I  Ra  — P7=2i>Y+(G-h^)>î, 

(  Pp  — Qa=:2cZ  +(G  +  c)Ç. 

G)inme  nous  disposons  de  dix  quantités  indéterminées 
pour  satisfaire  à  ces  neuf  relations,  on  pourra  y  satis- 
faire d'une  infinité  de  manières. 

Considérons  maintenant  Téquation  (a),  elle  exprime 
évidemment  que,  des  six  pieds  des  normales  que  Ton 
peut  abaisser  du  point  M,  quatre  sont  situés  sur  la 
sphère 

JF*  -4-  7»  4-  2»  —  2X.r  —  nYy  —  2Zz  ■+•  G  =  o 
et  les  deux  autres  dans  le  plan 

abc 

doDt  le  pôle,  par  rapport  k  la  surface  du  second  ordre  K, 
a  pour  coordonnées  |,  >7,  ^'^  et,  comme  ces  quantités 
renferment  un  paramètre  arbitraire,  elles  sont  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  polaire,  par  rapport 
à  K,  de  la  corde  qui  joint  les  pieds  des  deux  dernières 
normales  dont  je  viens  de  parler. 

2.  Désignons  par  S  la  spbère  dont  l'équation  est 

x^-^X^-^z^  —  ^Xûc  —  lYy—  2Zi4-G  =  o; 

les  coordonnées  de  son  centre  sont  évidemment  X,  Y,  Z 
et  G  est  la  puissance  de  l'origine  relativement  à  cette 
sphère.  Elle  contient,  comme  je  l'ai  dit,  quatre  des  pieds 
des  normales  que  l'on  peut  abaisser  du  point  M.  Soient 
D  la  corde  qui  joint  les  pieds  des  deux  autres  normales 
et  d  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  K.  D'après  une 
dénomination  généralement  adoptée,  A  est  un  axe  re- 
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lativemeut  à  K  et  aux   surfaces  du  second  ordre,  qui 
forment  avec  elles  un  système  bomofocal;  en  d'aatr» 
termes,  les  deux  droites  D  et  A  sont  perpendiculaires 
entre  elles. 

De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  il  résulte  que,  si  Ton  con- 
sidère ^,  Y},  ^  comme  des  coordonnées  courantes,   la 
,  droite  A  est  précisément  déterminée  par  les  équations 
(3),  ou  encore,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

(6)  2X  =  a  +  A,     2Y=rp  +  B,     2Z  =  7H-C, 
par  les  suivantes  : 

(7)  A5H-«  =  B«-l-^=CÇ  +  f  =a, 
avec  la  relation 

(8)  GH-aÇM-p>î-h7Ç  =  — ÎL. 

3.  Tirons  de  (7)  les  valeurs  de  $,  >î,  Ç  et  portons-les 
dans  (8),  en  égalant  à  zéro  le  terme  constant  et  le  coef- 
ficient de  X,  il  viendra 

19)  l-|-J  +  "=« 

et 

oLû        B^        yc 

Soient  .r,  )',  z  les  coordonnées  d'un  quelconque  des 
points  où  D  rencontre  la  surface  du  second  ordre  K,  le 
plan  tangent  en  ce  point  contient  A,  et  son  équation  est 

abc 

Remplaçant,  dans  cette  équation,  ^,  r<,  Ç  par  leurs 
valeurs  tirées  de  (7),  il  vient,  en  égalant  «  zéro,  le  terme 
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constant  et  i 

e  coefficient  de  X 

(") 

X           Y          z 

Â-^S  +  c-^' 

et 

(.2) 

aA        bh       cC 

L'équation  (1:1)  est  celle  du  plan  diamétral  contenant 
la  ccirde  D;  le  plan,  déterminé  par  l'équation  (ii), 
contient  le  point  M  en  vertu  de  la  relation  (9)^  c^est 
donc  le  plan  qui  passe  par  les  deux  normales  dont  les 
pieds  sont  situés  sur  D;  je  le  désignerai  par  P. 

4.  En  général,  pour  abréger  le  discours,  étant  donné 
un  plan  quelconque  ayant  pour  équation 

jh        Y        z 

-  -f--  H h  I  =0, 

p        q        r 

j'appellerai  centre  de  ce  plan  le  point  dont  les  coordon- 
nées sont  Pj  Çy  r  et  foyer  de  ce  plan  le  point  où  se  cou- 
pent les  deux  normales  à  K  qui  sont  contenues  dans  ce 
plan.  On  voit  que  le  plan  P,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  a 
pour  foyer  le  point  M  et  pour  centre  le  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  A,  B,  C. 

La  notion  de  centre  d'un  plan  se  présente  fréquem- 
ment dans  la  théorie  des  normales  aux  surfaces  du  second 
ordre,  et,  à  ce  sujet,  je  rappellerai  une  élégante  propo- 
sition due  à  Joachimsthal  : 

Étant  donnés^  sur  une  surface  du  second  ordre,  trois 
points  a,  i,  c,  tels  que  les  normales  en  ces  points  con- 
courent en  un  même  point  M,  le  pôle  du  plan  abc, 
relativement  à  cette  surface,  est  le  centre,  relativement 
aux  trois  axes  de  la  surface,  du  plan  qui  passe  par  les 
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pieds  des  trois  autres  normales  que  Von  peut  encore 
abaisser  du  point  M  (*). 

5.  En  adoptant  les  dénominations  qui  précèdent,  il 
résulte  immédiatenienl  des  équations  (6)  que  le  centre  N 
de  la  sphère  S  est  le  point  milieu  du  segment  Mm. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  centre  de  la  sphère  qui  contient  les  pieds  de  quatre 
des  normales  que  Von  peut  abaisser,  d'un  point  donné 
M,  sur  une  surface  du  second  ordre  K ,  est  le  milieu  du 
segment  qui  joint  le  point  M  au  centre  du  plan  qui 
contient  les  deux  autres  normales. 

6.  Pour  déterminer  complètement  la  sphère  S,  dont 
on  peut  construire  le  centre  au  moyen  de  la  proposition 
précédente,  il  suffit  de  connaître  la  puissance  G  de  l'ori- 
gine relativement  à  cette  sphère,  ou  bien  encore  de  con- 
naître la  sphère  S,  dont  Téquatiou  est 

«'  +  r'+«'-l-G  =  o. 

Cette  sphère  £  peut  être  facilement  déterminée  en  s'ap- 
puyant  sur  la  propriété  suivante  : 

Le  point  ^  et  le  pôle  du  plan  P,  relatii^ement  à  la 
surface  du  second  ordre  K,  sont  deux  points  conjugués 
relativement  à  la  sphère  S ,  en  d'autres  termes  le  plan 
polaire  de  chacun  d^eux,  relativement  à  S,  contient 
Vautre  point. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  je  remarque  que  le 


{*)  JoACBiMSTHAL,  De  quibusdiun  œquationibus  quarti  et  sexti  gradus 
quœ  in  theoria  Unearum  et  superficierum  secundi  gradus  occurrunt 
{Journal  de  Creîle^  t.  LUI,  p.  172). 
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pôle  du  plan  P,  relativement  à  K,  a  pour  coordonnées 

abc 
~Â''      ~B'      ""C^ 

le  plan  polaire  de  ce  pôle,  relativement  à  ]S,  a  pour 

équation 

ax        by        cz       ^ 

et,  en  vertu  de  la  relation  (lo),  il  contient  évidemment 
le  point  œ,  |3,  y\  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

7.  La  cubique  gauche  H  rencontre  la  sphère  S,  d'abord 
aux  quatre  points  où  les  normales  concourent  en  M, 
puis  en  deux  autres  points.  Je  dirai,  pour  abréger,  que 
la  corde  qui  joint  ces  deux  derniers  points  est  la  corde 
supplémentaire  Aq  D. 

L'examen  de  l'écpation  (a)  montre  immédiatement 
que  la  corde  supplémentaire  est  constamment  comprise 
dans  le  plan 

^S-^r'3-H2Ç-t-G  =  o, 

^^  ^9  ^>  ^  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  A. 

Remplaçons,  dans  l'équation  précédente,  g,  19,  ^  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (  7  ) ,  et  égalons  à  zéro  le  terme 
constant  ainsi  que  le  coefficient  deX;  nous  aurons  les 
équations  suivantes,  qui  définissent  la  corde  supplémen- 
taire : 

et 

/->  -^       T       2 
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L'équation  (i4)  montre  que  le  plan  diamétral  passant 
par  la  corde  supplémentaire  est  parallèle  au  plan  P. 
D*où  la  proposition  suivante  : 

Les  six  pieds  des  normales,  que  Von  peut  d'un 
point  M  abaisser  sur  une  surface  du  second  ordre, 
sont»  ainsi  que  le  point  M  et  le  centre  O  de  la  surface^ 
situés  sur  une  même  cubique  gauche  H. 

Si,  par  le  point  O,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
qui  contient  M  et  les  pieds  de  deux  quelconques  des 
normales,  ce  plan  coupe  la  cubique  en  deux  autres 
points.  Ces  deux  points  et  les  pieds  des  quatre  autres 
normales  sont  situés  sur  une  même  sphère. 

8.  En  désignant  par  ^,  >;,  ^  des  constantes  arbitraires, 
le  pôle  du  plan 

abc 

relativement  à  K,  est  le  point  (Ç,  //,  "Q^  dont  le  plan  po- 
laire, relativement  a  S,  a  pour  équation 

J^5  4-r*î  -h  zÇ  -h  G  =  o. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  j'ai  dit  plus  haut  que,  si  le 

plan 

xl        Y-n        zÇ 

\- -r -^ i=:o, 

abc 

tourne  autour  de  la  corde  D,  le  plan 

xl  -^yn  -h  sÇ  -{-  G  =  o 

tourne  autour  de  la  corde  supplémentaire. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  droite  A  et  la  corde  supplémentaire  de  D  sont 
polaires  réciproques,  relatiy^ement  à  la  sphère  2. 
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9.  Comme,  dans  la  théorie  des  normales  à  une  surface 
du  second  ordre,  on  a  souvent  à  considérer  les  centres 
de  divers  plans  (ces  centres  étant  déterminés  relative- 
ment aux  axes  de  la  surface),  il  n'est  pas  inutile  d'entrer 
dans  quelques  détails  relativement  aux  propriétés  de 
ces  points. 

En  premier  lieu,  soit,  p  désignant  un  paramètre  va- 
riable, 

[a  '\- pa')x  -h  (b  -h  f'(f')r  -^  (c-hpc'jz-f  <f^-prf'=o 

Téqualion  d'un  plan  tournant  d'une  droite  fixe. 

Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  plan, 
identifions  son  équation  avec  Téquation 

X        r       z 
il  viendra 

A  = >  ,        15  =  -; TT  ï        L.  =  r  j 

a  -\-pa'  o  -h  po  c  -{-pc 

d'où  Von  voit  que  le  centre  décrit  une  cubique  gauche 
passant  par  W  sommets  du  tétraèdre  0  formé  par  les 
plans  principaux  et  le  plan  à  l'infini. 
D'où  les  propositions  suivantes  : 

Le  lieu  des  centres  des  plans,  qui  passent  par  une 
droite  fixe,  est  une  cubique  gauche  passant  par  les  som- 
mets du  tétraèdre  0-,  et  réciproquement: 

Si  une  cubique  gauche  passe  par  les  sommets  du  té^ 
traèdre  0,  les  plans,  dont  ses  divers  points  sont  les 
centres,  passent  par  une  droite  fixe. 

En  second  lieu,  considérons  une  droite  quelconque 
dont  un  des  points  soit  déterminé  par  les  équations 

a -h  pa'  b -{- pb'  c -\- pc 


d-r-pd*        ^'     d-^pd'  d-^pW 
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Le  plan  ayant  pour  centre  ce  point  a  pour  équation 


V  -+-  r-rrr/  -^  tttj»  =  ^^ 


et  il  est  clair  que,  quand  on  fait  varier  p,  il  enveloppe 
une  cubique  gauche  ayant  pour  plans  osculateurs  les 
plans  qui  forment  les  faces  du  tétraèdre  0. 
D'où  les  propositions  suivantes  : 

Les  plans,  qui  ont  pour  centres  les  différents  points 
(Vune  droite,  eni^eloppent  une  cubique  gauche  inscrite 
dans  le  tétraèdre  0  (*);  et  réciproquement: 

Si  une  cubique  gauche  est  inscrite  dans  le  tétraèdre  9, 
le  lieu  des  centres  de  ses  divers  plans  osculateurs  est 
une  ligne  droite. 

Je  m'appuierai  maintenant  sur  le  lemme  qui  suit  : 

Lemme.  —  Si  les  sommets  des  deux  tétraèdres  sont 
situés  sur  une  même  cubique  gauche,  les  huit  faces  de 
ces  tétraèdres  sont  les  plans  osculateurs  d'une  autre 
cubique  gauche. 

Réciproquement^  si  les  huit  faces  de  deux  tétraèdres 
sont  les  plans  osculateurs  d*une  même  cubique  gauche, 
leurs  huit  sommets  sont  situés  sur  une  autre  cubique 
gauche. 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  la  première  partie 
de  ce  lemme,  la  seconde  proposition  étant  corrélative 
de  la  première. 

Pour  la  démontrer,  je  remarque  que  la  cubique,  qui 
contient  les  sommets  des  deux  tétraèdres,  étant  une 
cow^be  unicursale,  je  puis  supposer  que  les  sommets  du 


(*)  J'entends   par  cubique  gaucho  inscrite  dans  un  tétraèdre  une 
cubique  ayant  pour  plans  osculateurs  les  faces  de  ce  tétraèdre. 
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premier  tétraèdre  soient  déterminés  par  les  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré  f{x)  =  o,  et  les  sommets 
du  second  par  les  racines  d^une  équation  de  même  degré 
F(a:)  =  o. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  racines  de  Téquation 

F(4r)-h>/(^)  =  o, 

où  X  désigne  un  paramètre  variable,  déterminent  sur  la 
cubique  les  sommets  d^une  suite  de  tétraèdres,  chaque 
point  de  la  courbe  étant  d'ailleurs  le  sommet  d*un  seul 
de  ces  tétraèdres;  d'où  il  résulte  que  les  faces  de  tous 
ces  tétraèdres  enveloppent  une  cubique  gauche,  puisque, 
par  chaque  point  de  la  courbe  donnée,  on  ne  peut  mener 
que  trois  plans  osculateurs  à  T enveloppe. 

En  particulier,,  les  faces  des  deux  tétraèdres  donnés 
sont  des  plans  osculateurs  de  cette  cubique  gauche  ;  la 
proposition  est  donc  démontrée. 

11.  Considérons  maintenant  quatre  plans  dont  les 
centres  soient  en  ligne  droite  :  d'après  ce  que  j'ai  démontré 
plus  haut,  les  faces  du  tétraèdre  T,  déterminé  par  ces 
quatre  plans,  sont  les  plans  osculateurs  d'une  cubique 
gauche  inscrite  dans  le  tétraèdre  0.  Du  lemme  précédent 
il  résulte  que  les  sommets  des  tétraèdres  T  et  6  sont 
situés  sur  une  même  cubique  gauche  et,  par  suite,  les 
plans  ayant  pour  centres  les  sommets  du  tétraèdre  T 
passent  par  une  même  droite. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  les  quatre  faces  (Tun  tétraèdre  ont  leurs  centres  en 
ligne  droite,  les  plans  qui  ont  pour  centre  les  sommets 
du  tétraèdre  passent  par  une  même  droite. 

Et  de  même  : 

Si  les  plans  qui  ont  pour  centres  les  sommets  d'un 
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tétraèdre  passent  par  une  même  droite ^  les  centres  des 
faces  de  ce  tétraèdre  sont  en  ligne  droite, 

12.  Si  d'un  point  quelconque  M  de  l'espace  on  mène 
les  six  normales  à  la  surface  du  second  ordre  K,  on  sait 
que  le  point  M  et  les  six  pieds  des  normales  sont  situés 
sur  une  même  cubique  gauche  passant  par  les  sommets 
du  tétraèdre  6.  Désignons  par/7|,  pi,  p^^  ---iPê  les  pieds 
de  ces  normales. 

Des  considérations  qui  précèdent  il  résulte  immédia- 
tement que  : 

Si  l'on  forme  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets 
quatre  quelconques  des  sept  points  M,  Pf^pt^  •  •  •  i  p«» 
les  centres  des  faces  de  ce  tétraèdre  sont  en  ligne 
droite. 

13.  Considérons  une  droite  quelconque  E,  normale 
a  une  surface  de  second  ordre,  ayant  pour  axes  les  axes 
de  coordonnées  Ox,  Oy  et  Oz.  Le  lieu  des  centres  des 
plans  qui  passent  par  E  est  une  cubique  gauche  L  pas- 
sant par  les  sommets  du  tétraèdre  6.  Soit  M  un  point 
quelconque  pris  sur  cette  normale;  parce  point  on  peut 
mener  à  la  surface  cinq  normales  distinctes  de  E;  soient 
Piî  Pti  P»?  Ph  et  p^  leurs  pieds.  Désignons  par  N,  le 
centre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  points  /?|, 
^89  Ph  et  p^y  de  même  par  N,  le  centre  de  la  sphère  qui 
passe  parles  quatre  points  ;7],ps,  ^4  et;7g,  ...  ;  désignons 
enfin  par  TTii,  m^,  m^,  m^  et  m^  les  centres  des  plans  qui, 
passant  par  E,  contiennent  respectivement  les  points 
Pli  PuPi'i  Pk  etps. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  les  cinq  points  m  sont 
situés  sur  la  cubique  gauche  L;  d'ailleurs,  comme  je  l'ai 
montré  précédemment  (n^  5),  les  points  N  sont  respec- 
tivement les  milieux  des  segments  Mr/i. 
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D'où  l*on  déduit  immédiatement  les  propositions  sui- 
vantes : 

Sid^un  point  M  on  mène  cinq  normales  quelconques 
à  une  surface  du  second  ordre ^  ayant  pour  centre  O, 
les  cinq  pieds  de  ces  normales  peuvent  être  regardés 
comme  les  sommets  de  cinq  tétraèdres^  les  centres  des 
cinq  sphères  circonscrites  à  ces  tétraèdres  sont  situés 
sur  une  cubique  gauche,  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment MO  et  par  les  points  situés  à  V infini  sur  les  axes 
de  la  surface. 

Étant  donnés  une  droite  quelconque  E  et  trois  droites 
rectangulaires  Ox,  Oy  et  O^,  imaginons  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  ajant  ces  droites  pour  axes 
et  normales  à  K]  si  d'un  point  M,  pris  arbitrairement 
sur  E,  on  mène  à  Vune  de  ces  surfaces  quatre  normales 
distinctes  de  E,  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre,  formé  par  les  pieds  des  normales, 
est  une  cubique  gauche  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment MO,  et  par  les  trois  points  à  Vinfini  sur  les  axes 
Ox^OyetOz. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  le  point  M  se  déplace  sur  la 
droite  E,  la  cubique  gauche  conserve  sa  forme,  chacun 
de  ces  points  décrivant  un  segment  de  droite  parallèle 
à  E  et  égal  à  la  moitié  du  segment,  dont  le  point  M  s'est 
déplacé. 

14.  Je  ne  développerai  pas  davantage  les  conséquences 
qu'on  peut  déduira  des  propositions  précédentes,  et  je 
terminerai  cette  Note  en  établissant  quelques  formules 
qui  peuvent  être  utiles  dans  les  recherches  sur  les  nor- 
males aux  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  {/  et  p"  les  deux  racines  de  Téqnation  (i)  qui 
correspondent  aux  deux  normales  dont  les  pieds  sont 
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sîiués  sur  la  droite  D,  et  soit 

F(p)  =  (p-p')(P-f')- 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  p  Tune  quelconque 
de  ces  racines,  les  coordonnées  du  pied  correspondant 
sont 


ao.            h^ 

c-i 

a  — p        b  —  p 

C~p 

réquation  du 

plan  tangent  en  ce 

point 

««  +  "P  +. 

a  —  p        0  —  p       ( 

«7    _ 

r-p 

Ce  plan  contient  la  droite  A',?tironsde  (7)  les  valeun 
^6  I9  ^<9  C  ^^  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  précé- 
dente. En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  X,  on  obtiendra 
la  relation 

a  p  7  

A(a - p)"^B(i-p)  + 0(7:^7) -«' 

et  cette   relation   devant  être  satisfaite  pour  p  =  p'ei 
p  =  p",  il  vient,  après  quelques  réductions  faciles, 

F(p)=p»-(G  +  «  +  *+c)p-«*.(-l+±+^^); 

d'où 

(i5)  G  =  p'  +  e''-«-*-'". 

el 


F(«)  =  (c-a){fl- 6)^=  (a -/)(«-?«), 

(.6)  {  F(b)  =  (a-b)(b-c)t={b-p'){b-f'), 

Y{c)={b-c](c-a)l  =  {c-p'){r-e"]. 
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Puisque  p"  satisfait  à  l'équation  (i),  on  a  idenlique- 
menl 


•  — oM'fc  — 


P")' 


d'où,  en  remplaçant  les  dénominateurs  parleurs  valeurs 
lîrées  de  {i6)  et  p'  par  jd, 


(c  — «)'(6  — r 


Celte  équation  devant  être  satisfaite  pour  p  =  jo'  et 
p  =r  p',  on  en  déduit  cette  nouvelle  expression  du  poly- 
nôme F(p), 

D'où,  en  vertu  des  équations  (i6),  les  relations  sui- 
vantes qui  déterminent  les  coordonnées  a,  |3,  y  du  foyer 
du  plan  : 

X       y       z 

Â-*-B^C-^'  =  ^' 

^   ''    ^   B"~'/i(è  — c)»A»-i-^(c  — fl)»B'H-c(a  — 6"»)0' 
7  _     [h  —  c)[c  —  a)\als}-\-hW-^{a^hY\ 

-^niï.  de  Mathimat.,  ^«  série,  t.  XVII.  (Avril  1878.)  12 
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et  auxquelles  on  peut  joindre  la  relation 

,^^,    „_ -^c{c-a^b)(a^byo\ 


PARTICULARITÉS 
RELATIVES  A  L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ^ 

Pae    m.    s.    REALIS. 


Étant  donnée  Féquation  à  coefficients  entiers 
x«-+-  Px-hQ=:o, 

on  en  désigne  les  trois  racines  par  a,  6,  c,  et  Ton  fait, 
pour  abréger, 

Cela  posé,  la  considération  de  la  fonction  <f  (x)  conduit 
aux  propositions  suivantes,  faciles  à  démontrer  : 

1°  Si  a  est  racine  entière  de  Téquation  proposée,  la 
quantité  <f{a)  est  égale  à  un  carré  :  le  produite  (b)  (f{c': 
est  le  carré  d'un  nombre  appartenant  à  la  forme  5u*  —  ^^ 
et  à  la  forme  équivalente  u*  —  5  i^* . 

2°  Si  les  trois  racines  de  l'équation  sont  entières,  la 
quantité  (f{a)y  où  a  désigne  Tune  quelconque  d'entrt- 
elles,  est  le  carré  d'un  nombre  compris  dans  les  deux 
formes  indiquées.  En  ce  cas,  si  les  racines  &,  c  sont  de 
même  parité,  le  produit  ^(i)ç(c)  est  le  carré  d'un 
nombre  appartenant  en  outre  à  Tune  des  formes  u* —  lôv'^ 

3®  La  racine  a  étant  entière,  et  ft,  c  étant  exprimées 
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par  des  nombres  complexes  entiers  (*),  y  [a)  est  le  carré  | 

i'im  nombre  de  la  forme  5u*-h  u*  :le  produit <{>  (i)  cp(c)  ! 

est  le  carré  d'un  nombre  appartenant  en  même  temps  aux 
formes  5 m*  4-  i^'^  5  m*  —  i^',  u*  —  5  i/*,  u*  4-  i6i^*. 

4^  Quelle  que  soit  la  nature  des  trois  racines  a,  &,  c,  si 
les  coefBcients  P,  Q  sont  entiers,  le  produit  f  (a)  y  (i)  y  (c) 
se  réduit  à  un  carré. 

Si,  de  plus,  la  quantité  —  (4P'4-27Q')  est  égale  à 
UD  carré,  le  même  produit  est  le  carré  d'un  nombre 
renfermé  dans  les  deux  formes  équivalentes  5u* — i^*, 

Si  c'est  la  quantité  4P' -H  27 Q*  qui  est  égale  à  un 
carré,  le  produit  considéré  est  le  carré  d'un  nombre  de  la 
forme  5  a'  +  u*. 

Remarque, — Les  formules  qui  établissent  les  résultats 
indiqués  trouvent  une  application  utile  dans  certaines 
questions  d*Ânalyse  indéterminée.  On  en  déduit,  par 
exemple,  l'identité 

■5a'—  p»)»H-  [5«»—  (2a  —  P)»p 

qui  fournit  une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équation 
indéterminée 

au  moyen  de  valeurs  de  2, ,  ^,,  Zs  contenues  dans  la  forme 
5u' — w',  et  de  valeurs  de  z  contenues  dans  la  forme 

L'identité  analogue 

[3.;a4-p)»-"(3a4-p)'p 

-u[3(..«)'-(3«-p)']'  +  [3(«-p)'-2(p)'P=6(3a>-+-p>)^ 

(*)  yoir^  pour  les  racines  complexes  des  équations,  le  tome  III  de  la 
I  i"  série,  pp.  41,  145  et  3i5.      * 
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ne  se  déduit  pas  directement  des  formules  mentionnib. 
mais  on  y  arrive  par  des  considérations  semblables  a 
celles  qui  amènent  les  propositions  énoncées  plus  haut. 
Elle  fournit,  comme  on  voit,  une  infinité  de  solaiioDs 
entières  de  Téquation 

au  moyen  de  valeurs  de  z  renfermées  dans  la  forme 
3u*-+-  i^',  et  de  valeurs  de  ^i,  «t,  z^  renfermées  dans 
Tune  ou  l'autre  des  formes  3 1*'  —  t^',  i/* —  3^''. 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  des  nombres,  les  identités 
précédentes  constituent  des  théorèmes  remarquables 
touchant  la  décomposi  tion  de  3  z*  et  de  6  z*  en  trois  carrés, 
lorsque  z  est  un  nombre  de  la  forme  indiquée. 

La  considération  de  fonctions  autres  que  f  (x),  com- 
posées de  même  avec  les  racines  de  Téquation  du  troi- 
sième degré,  amène  des  résultats  plus  généraux.  ^0Qs 
nous  bornerons  à  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  z  étant  de  la  forme  3  li*  -j-  v^^  et  le  cof- 
ficient  h  étant  une  somme  de  trois  carrés  entiers,  h 
produit  kz*  est  la  somme  de  trois  carrés  compris  dan-' 
une  même  forme 

(A«^4-Bat'--4-Cp')% 

oà  les  coefficients  A,  B,  C  sont  des  entiers  ne  dépendant 
que  de  A",  àt  les  entiers  variables  u^if  peuvent  être  positip 
ou  négatifs. 

Une  conséquence  immédiate  de  l'identité  qui  justifie 
et  complète  cette  proposition  consiste  en  ce  que  lasomm^ 
de  trois  carrés  entiers  peut  être  transformée,  diunc 
infinité  de  manières  et  au  moyen  de  formules  direcU^^ 
en  une  somme  de  trois  carrés  rationnels. 
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Il  est  à  propos  de  rappeler  ici, d'après  Fermât  et  Euler, 
que  la  forme  quadratique  3  u*  +  u*  peut  représenter  tous 
]es  nombres  premiers  compris  dans  la  forme  linéaire 
6n  +  I  :  qu'elle  peut  représenter,  par  conséquent,  tous 
les  nombres  dont  les  facteurs  premiers  appartiennent  à 
celle  forme  linéaire  (i;oir,  au  t.  VIII  des  Nouveaux 
Commentaires  de  Pétersbourg,  le  Mémoire  d'Euler  : 
Supplementum  quorumdam  theorematum  anthmeti- 
corum,  etc.  ;  voir  aussi,  au  t.  III  des  OEu\fres  de  La- 
grange,  le  Mémoire  intitulé  :  Recherches  d Arithmé- 
tique). 


SUR  LES  SÏSTÈIES  DE  DROITES  QUI  SONT  NORMALES 
A  UNE  lÉHE  SURFACE; 

Par    m.    LAGUERRE. 


1.  Je  renverrai,  pour  toutes  les  notations  dont  je  me 
servirai  ici,  à  m^^oie  Sur  les  formules  fondamentales 
de  la  théorie  des  surfaces  (*  ). 

Par  chaque  point  M  d'une  surface  S  menons  une 
droite  m,  dont  la  position  soit  définie  par  Fangle  0  qu'elle 
fait  avec  la  normale  il/ Z  à  la  surface  et  l'angle  tf  que  fait 
avec  la  direction  ^X  sa  projection  sur  le  plan  tangent. 

Les  cosinus  des  angles  que  font,  avec  les  axes  coor- 
donnés, les  trois  directions  ATX,  il/Y  etil/Z,  étant  res- 
peciivement 

cosa,     cos^,     cos'/y 
cosÇ,     cos>i,     cosÇ, 

COS>,      COSfA,     cosv^ 
(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  a"  série,  t.  XI,  p.  6o. 
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les  cosinus  des  augles  que  fera  avec  les  axes  la  droite  m 
en  seront  respectivement 

cosasindcos^  -h  cosÇsinG  sinf  -h  cosXcosô, 
cos^sindcos^  +  cosTi  sinO  sîîKp  -+- cosfACosÔ, 
COS7  sînG  cosy  -h  cosp  sin  0  sin^  -h  cosv  cosO  ; 

et,  pour  que  les  diverses  droites  m  soient  normales  à  une 
même  surface,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'ex- 
pression 

I^jr(cosasinOcos9>  H-  cosÇsinO  sincp  +  cosXcosG) 

soit  une  difTérentielle  exacte. 
On  a 

€ix=:Efiu  cOSa  -4-  Gdp  COS?, 
djr  =:  Edu  cos^  -+-  Gdp  cosu, 
dz  =Eda  COS7  -i-  Gdv  cosÇ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédenl^', 
elle  donne 

E  sin ô  cosç . du  -f-  G  sin 0  sin ^,du; 

et,  pour  qu'elle  soit  une  différentielle  exacte,  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  Ton  ait 

(i)  -r  (Esinô  coso)  =  -—  [GsînOsino^. 

du  '       du  ^  ^  ' 

2.  L'équation  précédente  ne  renferme  que  les  quanti- 
tés E  et  G,  dont  l'expression  ne  change  pas  quand  on 
déforme  la  surface  S. 

D'où  la  conséquence  suivante  : 

Concevons  que  chaque  rayon  m  coïi serve  une  positiou 
fixe  par  rapport  au  plan  tangent  en  AT,  c'est-à-dire  que 
sa  projection  sur  ce  plan  tangent  et  l'angle  qu'il  fait  avec 
ce  plan  demeurent  invariable;  cela  posé,  si  les  rayons 
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émanant  des  dii^ers  points  de  S  sont  normaux  à  une 
même  surface  et  si  Von  déforme  S  de  façon  que  l'élé^ 
ment  (Tune  courbe  quelconque  tracée  sur  cette  su/face 
concerne  la  même  valeur j  chaque  plan  tangent  à  la 
surface  entraînant  av^ec  lui  le  rayon  correspondant,  les 
dis^ers  rayons  dans  leur  noui^elle  position  sont  encore 
normaux  à  une  même  surface. 

3.  L'équation  (i)  étant  satîsfaile  pour  certaines  va- 
leurs des  fonctions  9  et  9,  elle  est  encore  évidemment 
satisfaite  quand  on  y  remplace  sin0  par  Asind,  h  dési- 
gnant une  constante  arbitraire. 

D'où  ce  beau  théorème  du  à  Dupin  : 

Si  des  rayons  normaux  à  une  même  surface  se  ré^ 
jractent  sur  une  surface  S,  ils  sont  encore,  après  leur 
réfraction^  normaux  à  une  même  surface. 

4.  Chaque  rayon  m  se  projette  sur  le  plan  tangent  en 
/!/,  suivant  une  droite  faisant  avec  la  droite  ^X  un 
angle  égal  à  ç.  Toutes  ces  projections  enveloppent  des 
courbes  que  l'on  peut,  pour  abréger,  appeler  la  projection 
du  système  de  rayons  sur  la  surface.  La  fonction  y  étant 
connue,  on  obtiendra  Téquation  différentielle  de  cette 
projection  eu  posant  ç  ■=  / -,  d*où 

tang(p=:lang/nr^--. 


En  remplaçant  f  par  /dans  Téquation  (1)9  il  vient 

-r   EsmOcos/)  =  -- 
dp  ^  av 

ou  encore 


---  (EsinOcos/)  =  --  (Gsindsini), 


d  ,  d  .  di 

-y   Esin6)cos/ (GsinG)  sin/  —  Esindsin/-- 

w  '  du  ^  '  dv 

^    .    .  ai 

—  G  sm  Ô  cos  /  —  =  o, 
du 
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OU,  en  remplaçant  respectivement  cosi  et  siui  parleurs 
valeurs, 

Edu  Gdv 

ds  ds 

---[Esin9)E<ia p  (GsinG)Grfï'— EGsinOc//  =  o, 

dv^  '  du 

OU  encore 

di  sinG  —  -TT^  (EsinÔ)  -+----  -- (G  sinô)  =o. 

(j  dv^  '        h  du  ' 

Si  d  est  constant,  on  peut,  dans  la  relation  précédente, 
supprimer  le  facteur  commun  sind,  et,  en  remplaçant 

respectivement  -^  ^^-f  par  leurs  valeurs  —  GM  et  EN, 

elle  devient 

di  -h  Mrfa  +  Nûfp  =  o; 

ce  qui  est  précisément  Téquation  des  lignes  géodésiques. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  des  rayons  émanant  de  chacun  des  points  d'une 
surface  S  sont  normaux  à  une  même  surface,  et  si 
chacun  d^eifjcfait  un  angle  constant  avec  le  plan  tan- 
gent au  point  de  S  dont  il  émane,  la  projection  du  sys- 
tème de  rayons  sur  S  est  un  système  de  lignes  géodé- 
siques de  cette  dernière  surface. 

5.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  également 
vraie.  Considérons  sur  S  un  système  de  lignes  géodé- 
siques, nous  choisirons  les  axes  des  u  et  des  (^,  de  telle 
sorte  que  ces  lignes  géodésiques  soient  définies  par  Yé- 
quation  i^  =  const.  Cela  posé,  cberchons  les  systèmes  de 
rayons  normaux  à  une  même  surface  et  ayant  pour  pro- 
jection le  système  considéré  de  lignes  géodésiques.  Dans 
ce  cas,  on  peut  poser  E  ~  i  et  G  =  F(a),  et  l'angle  de- 
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signé  par  <f  est  égal  à  zéro,  Téqualion  (i)  devient  alors 

,   ,  dsin  B 

(^'  -iir  =  ''- 

Cette  équation  étant  identiquement  satisfaite  quand  on 
fait  9  =  const.,  la  réciproque  de  la  proposition  énoncée 
est  démontrée.  En  particulier,  si  Ton  fait  0  =  o,  on  ob- 
tient ce  théorème  bien  connu  : 

Si  l'on  considère  un  système  de  lignes  géodésiques 
tracées  sur  une  surface^  les  tangentes  aux  différents 
points  de  ces  lignes  sont  normales  à  une  même  surface. 

6,  On  satisfait  également  à  Téquaiion  (  2)  en  prenant 
pour  Q  une  fonction  arbitraire  de  u. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés  un  système  de  lignes  géodésiques  tra- 
cées sur  une  surface  et  les  trajectoires  orthogonales  de 
ces  lignes^  si  par  chaque  point  M  d'une  de  ces  lignes 
on  mène  une  droite  située  dans  le  plan  tangent  à  cette 
ligne  en  M  et  normal  à  la  surfaùe^  l'angle  de  cette 
droite  as^ec  le  plan  tangent  étant  constant  le  long 
d^une  même  trajectoire  orthogonale,  mais  variant  du 
reste  d^ une  façon  arbitraire  quand  on  passe  de  l'une 
de  ces  trajectoires  à  une  autre,  toutes  ces  droites  sont 
normales  à  une  même  surface. 
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aUESTION  DE  NATHÉIIATKIDES  SPÉGIALES 

PROPOSÉE    AU    CONCOURS    d'agUÉGATIOI^    DE    18^4) 

Pae  m.  GENTY, 


On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  homojbcales  ; 
on  imagine  une  conique  quelconque  C,  doublement  tan- 
génie  à  chacune  des  coniques  données.  Troui^er  et 
discuter  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à 
V ellipse  et  à  V hyperbole  aux  points  oii  ces  courbes  sont 
touchées  par  la  conique  C. 

Nous  traiterons  le  problème  dans  le  cas  où  les  coniques 
données  sont  quelconques. 

On  sait  (Chasles,  Sections  coniques^  §  482)  qu'il 
existe  en  général  trois  séries  de  coniques  ayant  un  double 
contact  avec  deux  coniques  données  C  et  C'^  les  cordes 
de  contact  de  chaque  série  de  coniques  passent  par  le 
point  de  rencontre  des  axes  de  symptose  L  et  L'  des 
coniques  C  et  C,  et  sont  conjuguées  barmoniqucs  par 
rapport  à  ces  droites. 

Donc  le  lieu  cherché  se  compose  de  trois  courbes  dis- 
tinctes qu'on  obtiendra  en  considérant  successivement 
chacun  des  systèmes  d'axes  de  symptose  des  coniques 
données. 

Soient  donc  a  et  a'  deux  points  des  coniques  C  et  C 
conjugués  par  rapport  aux  axes  de  symptose  L  et  L',  le 
lieu  cherché  sera  le  lieu  du  point  d'intersection  des  tan- 
gentes aux  points  a  et  «',  c'est-à-dire  (Chasles,  §io4) 
une  conique  qui  passe  aux  points  d'intersection  des 
coniques  données  C  et  C. 

D'ailleurs    les   polaires  des   ombilics    correspondant 
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au  système  considéré  d'axes  de  symptose  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  à  ces  droites.  Donc  les  deux 
ombilics  font  partie  du  lieu,  qui  est  ainsi  complètement 
déterminé. 

Ainsi  donc  le  lieu  cherché  «e  compose  de  trois 
coniques,  dont  chacune  passe  par  les  quatre  points  d^in- 
tersection  de  ces  deux  courbes  et  par  deux  ombilics 
conjugués. 

Autrement  :  Les  cordes  de  contact  avec  C  et  G  d'une 
conique  doublement  tangente  à  ces  deux  coniques  sont 
les  polaires  de  deux  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
les  ombilics  correspondant  au  système  d'axes  de  symp- 
tose considéré,  et  ils  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  ces  points. 

Donc  le  lieu  cherché  est  le  lieu  d'un  point  tel  que 
deux  tangentes  A,  A^,  menées  de  ce  point  aux  deux 
coniques  données,  soient  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  droites  menées  du  même  point  à  deux  om- 
bilics conjugués  des  coniques,  c'est-à-dire  une  conique 
passant  par  les  points  d'intersection  des  proposées  et  par 
les  ombilics  (Chasles,  §  455,  corollaire  II). 

Dans  le  cas  où  les  coniques  données  sont  deux  coniques 
homofocales,  les  ombilics  conjugués  sont  les  points 
imaginaires  du  cercle  à  l'infini,  les  foyers  réels  et  les 
foyers  imaginaires  des  courbes  données.  On  peut  donc 
écrire  immédiatement  les  équations  des  courbes  dont 
l'ensemble  constitue  le  lieu  demandé. 

L'une  d'elles  est  le  cercle  qui  a  son  centre  au  centre 
des  courbes,  et  qui  passe  par  leurs  points  d'inlerseciion. 
On  aurait  pu  obtenir  directement  son  équation  au  moyen 
des  remarques  suivantes  :  cette  courbe  est  le  lieu  d'un 
point  tel  que  deux  tangentes  menées  de  ce  point  aux 
deux  courbes  données  soient  conjuguées  harmoniques  par 
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rapporl  aux  droites  menées  de  ce  point  aux  points  ima- 
ginaires du  cercle  à  Tinfini,  c'est-à-dire  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  deux  tangentes  aux  courbes  données  qui 
se  coupent  à  angle  droit. 
Soient 


les  équations  des  courbes  données. 

Les  équations  de  deux  tangentes  se  coupant  à  angle 
droit  seront 

y  —  mx^  ^ à^m^  -h  b\ 


my-^-x=  sl[a^  —  "k^)  -t-  (à'  —  X»)  w»; 

en  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
il  vient  pour  l'équation  du  lieu  cherché 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  D'ANALYSE 

DONNÉE    AU    CONCOURS    d'aGKÉGATION    EN    187I  ^ 

Par  m.  GAMBEY. 


Étant  donnée  une  ligne  S  dans  l'espace^  on  déter- 
mine la  courbe  S',  lieu  des  centres  des  sphères  d^un 
rajon  donné  R,  ayant  avec  cette  courbe  un  contact  du 
second  ordre.  On  propose  défaire  "voir  que,  récipro- 
quement, la  courbe  proposée  S  est,  pour  la  courbe  S', 
le  lieu  des  centres  des  sphères  du  même  rayon  R,  ayant 
avec  elle  un  contact  du  second  ordre. 
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Nous  définirons  la  courbe  donnée  S  par  les  équations 

x=zf[s),    jr=z^{s),     z=:B{s), 

Tare  s  étant  pris  pour  variable  indépendante. 
Soit  la  sphère 

(X  — fl)-H- (Y  — *)>-!- (Z-f)»  —  R'=:o. 

Nous  exprimerons  qu'elle  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  courbe  S  en  posant  les  relations  suivantes 
(  Ch.  Heemitb,  Cours  d^ Analyse)  : 

,  (^  -  ay  -f-  (4,  _  ^)»  ^.  (e  -  c]^  -  R»  =  o, 

(l)  j(<p-«),p'4-(J;_-^)f    +(ô_c)9'=o, 

(  (  y  -  a  )  ?" -f- (  .j;  —  ^  )  f  H- (  9  -  C  )  Ô  "  =  O , 

où  (j>,  ({/,  0  sont  mis  pour  ^{s)^  ^{^)t  ^(^)t  ^^  ^^  '^-^  ^^' 
rivées  sont  prises  par  rapport  h  s. 

Ces  trois  équations  en  a,  bf  c  définissent  une  courbe 
S',  car  on  peut  en  tirer  des  valeurs  de  la  forme 

«=Ti(j),     à=z^^[s},     c=:Bi(s]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  ces  équations,  on  ob- 
tiendra donc  les  trois  identités 

De  même,  les  trois  relations  suivantes  : 

(  (y.  -  «.)'  +  (^l'.  -  ^)^  +  (9.  -  Cl)'- R'  =  o, 

(3)        (t.-«.)?. +  (>t.-^)f.4-(ô.-c.)©',=o, 

(  (?' — ^.)  î", -f- (^'.- A.)^''; -H  (©.  — Cl)  0".  =  o, 

définissent  une  courbe  S,  lieu  des  centres  des  sphères, 

(  X  -  a,Y  -H  (j  -  b,Y  4-  (Z  -  c,Y  —  R»  =  o, 

ayant  avec  la  courbe  S'  un  contact  du  second  ordre. 
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Je  dis  maintenant  qu'en  posant  dans  les  équations  (3) 

«•=?(^),      ^•  =  +  (^)>      r,  =  ô(.v), 

ces  équations  deviendront  des  identités. 
En  effet,  nous  aurons 

(  (?.— t)'  -^  (h—^Y  -+-  ( ©.—  ô)»- R'=  o, 

(4)      !  (?.--?)?,  +  (+.-"^')f,^-(ô.— o)e',  =  o, 

((?.-?)  ?:^- (+.-+)+;  +  («.- 9)  ^.  =  o» 

et  l'on  voit  immédiatement  que  la  première  de  ces  rela- 
tions est  une  identité,  puisqu'elle  est  la  même  que  la 
première  des  relations  (a).  Quant  aux  deux  autres,  on 
s'assurera  que  ce  sont  des  identités  en  prenant  deux  fois 
de  suite  la  dérivée  de  la  première  des  relations  (a)  par 
rapport  à  s  cl  tenant  compte  des  identités  qu'on  obtien- 
dra successivement  et  de  celle-ci  : 

Questions  833  et  748 

(TOir  a*  ferle,  l.  VI,  p.  4S0  et  ba8,  et  t.  IV,  p.  43i): 

Par  m.  s.  REALIS. 


Si  les  nombres  entiers  a,  6,  c  sont  racines  de  Vé- 
quation 

.r^— y7.r  H-  7=0, 

on  aura 

j\  y"^  y'"  et  /•',  /'",  r"'  étant  racines  entières  de  deux 
équations  cubiques  homogènes  que  l'on  peut  construire^ 
et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
et  entières  de  p  et  q.  Le  produit  r' r"  r'^\  pn's  positit^e- 
ment  y  sera  un  carré,  (S.  Réàlis.) 
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Posant 

y'  =3^»— 2/;, 

y' y  y" 'ij^^  seront  racines  de  l'équation 

y^  —  3p^jr  +  2/?3—  27  7*  =  o, 
et  l'on  aura,  en  observant  que  «  -f-  i  +  c  =  o, 
p^-h  Zy'  fl'=  [a  —  ô)'  («—<?)>  =  r'% 

Ces  formules  font  voir  que 

r'r"r"'  =  [[a  -^b)[b^  c)  [c  —  a)]\ 

et  permettent  de  construire  Téquation  ayant  r\  r^\  r"' 
pour  racines,  savoir 

r'—  Zpr^-k-  4/^'-—  277»  =  o. 

Si  a,  6,  c  sont  entiers,  les^  et  les  r  sont  aussi  néces- 
sairement entiers. 

De  là  l'énoncé  de  la  question. 

Ajoutons  que  Ton  déduit  de  ce  qui  précède 

r'  +  r'^   4-  r'"   =  3/7, 

Ces  formules,  où  p  peut  représenter  tout  nombre  de  la 
forme  3/1*  +  ^'*,  et  où  les  valeurs  numériques  des  entiers 
/■',  /•'',  /'"'donnent  un  produit  égal  h  un  carré,  ces  for- 
mules, dis-je,  expriment  une  propriété  du  nombre  3p 
qui  nous  parait  digne  d'être  signalée. 

Note,  —  La  solution  de  la  question  833  entraîne  celle  de  la  question 
analogue  748  {-voir  a*  série,  t.  IV,  p.  /|3i  ). 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  ^9^  ) 


BIBLIOGRAPHIE. 


Dynamique  analytique;  par  M.  Emile  Mathieu,  Paris, 
Gauthier- Villars,  1878.  ln-4°.  Prix  :  i5  francs. 

Quand  la  deuxième  édition  de  la  Mécaniaue  analy  tique  de  Lagrange 
parut  au  commencement  de  ce  siècle,  elfe  était  une  œuvre  accom- 

S  lie;  mais  Poisson,  Hamilton,  Jacobi  et  d'autres  géomètres  ont, 
epuis,  notablement  accru  l'héritage  de  Lagrange.  Aussi  M.  Ber- 
trand dut-il,  en  publiant  la  troisième  édition,  1  enrichir  de  Notes 
destinées  à  la  mettre  au  niveau  de  la  Science.  Mais  ces  découvertes 
étaient  assez  importantes  pour  qu*on  désirât  voir  fondre  les  nou- 
veaux résultats  avec  les  anciens,  et  c'est  ce  qui  a  déterminé  Tau- 
teur  à  composer  l'Ouvrage  actuel.  On  peut  juger  des  résultats  dont 
la  Mécanique  s'est  enrichie  depuis  Lagrange  par  la  seule  Section  U, 
consacrée  à  des  travaux  qui  datent  déjà  de  plusieurs  aimées.  Voici, 
d'ailleurs,  le  contenu  des  neuf  Sections. 

La  première  renferme  les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamiijue, 
des  remarques  sur  la  stabilité  d'un  système  libre,  les  équations 
d'Hamilton  et  le  théorème  de  Gauss. 

La  deuxième  renferme  l'éauation  aux  différences  partielles  d'Ha- 
milton, son  emploi  pour  intégrer  les  équations  de  la  Dynamique, 
des  considérations  générales  sur  les  équations  aux  différences  par- 
tielles du  premier  ordre  et  sur  les  conditions  d'intégrabilité,  sur  les 
intégrales  secondes  des  équations  de  la  Dynamique,  la  solution  si- 
multanée de  deux  équations  linéaires  aux  différences  partielles  con- 
sidérées par  Jacobi,  pour  arriver  au  théorème  de  Poisson,  et  ra- 
baissement des  équations  de  la  Dynamique  par  suite  de  l'équation 
des  forces  vives  ou  des  intégrales  des  aires. 

La  troisième  renferme  des  applications  des  théories  précédentes 
au  mouvement  d'un  point  matériel. 

La  quatrième  traite  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide, 
et  la  cinquième  de  la  théorie  des  mouvements  relatifs. 

La  sixième  traite  de  la  transformation  des  équations  différentielles 
de  la  Dynamique,  de  la  théorie  des  dérivées  principales,  due  à  l'au- 
teur, et  des  équations  différentielles  de  la  I>ynamique  dans  le  cas 
d'équations  de  condition  entre  les  variables. 

La  septième  est  relative  à  la  théorie  des  perturbations,  et  la  hui- 
tième aux  problèmes  de  la  Dynamique  pour  lesquels  ont  lieu  les 
trois  équations  de  la  conservation  des  aires. 

Enfin  la  neuvième  est  relative  au  mouvement  des  projectiles. 
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GÉOMÉTRIE  PROJECTIVE, 

PAR 

LuiGi   CREMONA, 

DIUCmiA  DE  If'ÉCÛLB  D'AmiCATION  DKS  IHGÉSIIECRB,   A  ROHB   ; 

TRAMJITS,  AfBG  LA  COLLABORATION  M  L'AITIIIIR» 

Par  Ed.  DEWULF, 

CiMf  d«  baUlUoa  da  Génie,  Officier  de  la  Légion  d'Honieor. 


UN  BEAU  VOLUME  IN-8,  AVEC  ai6  FIGURES  DANS  LE  TEXTE;   1876. 
FBIX   t    6    VBJklVCS. 


AVERTISSEMENT. 

La  Géométrie projective  (*)  est  une  science  d'origine  française,  et  cependant 
elle  est  plus  cultivée  à  l'étranger  que  chez  nous;  elle  est  enseignée  dans  toutes 
les  écoles  en  Allemagne  et  en  Italie,  et  ces  pays  possèdent  un  bon  nombre 
d*ouvrage8  où  Ton  cherche  à  la  mettre  à  la  portée  de  tous.  Parmi  tous  ces 
livres  il  n'en  est  pas  de  plus  remarquable  que  celui  de  M.  Cremona,  dont 
nous  offrons  la  traduction  à  notre  jeunesse  studieuse. 

Le  célèbre  savant  italien  a  pleinement  rendu  justice  à  nos  géomètres,  et  ce 
n|est  pas  sans  un  légitime  orgueil  que  nous  rencontrons  à  chaque  page  de  ses 
Éléments  les  noms  de  Desargues,  Pascal,  Carnet,  Brianchon,  Poncelet, 
Chasles,  etc.  Ce  serait  déjà  un  titre  pour  répandre  cet  Ouvrage  dans  nos 
Écoles;  mais  les  Éléments  de  Géométrie  projective  ont  d'autres  mérites  qui 
attireront  sur  eux  l'attention  de  nos  professeurs  et  de  nos  élèves.  Ils  jouissent 
éminemment  de  la  double  qualité  de  former  une  excellente  base  d'études  pour 

(*)  «  J'ai  choisi,  dit  TAuteur,  le  titre  de  Géométrie  projective,  qui  exprime  la 
Traie  nature  des  Méthodes  qui  sont  fondées  essentiellement  sur  la  projection  cen- 
trale on  perspective.  J'ai  été  confirmé  dans  mon  choix  en  considérant  que  le  grand 
PoNCKLBT,  le  principal  créateur  des  méthodes  modernes,  a  intitulé  son  livre  im- 
mortel :  Traité  dm  propriétés  projtetives  des  figures  •. 
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ceux  qui  veulent  s'adonner  à  la  Science  pure  et  de  donner  un  fondemen' 
théorique  solide  aux  études  pratiques  des  ingénieurs.  Ils  renferment  un  très 
grand  nombre  d'exercices  que  les  élèves  doivent*non-seulement  résoudre  au 
tableau,  mais  dont  ils  doivent  dessiner  les  épures;  la  méthode  de  démonstra- 
tion généralement  choisie  est  la  méthode  graphique,  et  Ton  sent  à  chaoïie 
page  du  Livre  que  l'auteur  n'a  jamais  perdu  la  pratique  de  vue  et  qu'il  a 
composé,  à  proprement  parler,  une  introduction  a  la  Géométrie  descnptÏTe 
et  à  la  Statique  graphique,  . 

U  n'est  donc  aucune  école  où  les  Éléments  de  Géométrie  profective  ne 
puissent  être  étudiés  avec  fruit,  depuis  les  Écoles  professionnelles  d'arts  et 
métiers,  les  Écoles  régimenlaires  du  Génie  et  de  l'Artillerie  jusqu'aux  insti- 
tutions préparatoires  aux  Écoles  supérieures. 

La  dénnition  que  M.  Cremona  donne  des  figures  projectives  paraît  la  meil- 
leure qui  ait  été  donnée,  et  c'est  peut-être  la  raison  pour  laquelle  son  Ouvrage 
est  plus  clair  et  plus  élémentaire  que  tous  ceux  qui  ont  paru  jusqu'à  ce  jour 
sur  le  même  sujet.  Le  Volume  que  nous  publions  aujourd'hui  renferme  la 
théorie  des  formes  géométriques  fondamentales  de  première  espèce  (les 
ponctuelles,  les  faisceaux  et  les  séries  de  points  ou  de  tangentes  d'une  conique), 
et  son  application  à  la  théorie  des  coniques. 

Du  reste,  nous  ne  saurions  mieux  faire,  pour  donner  une  idée  de  ce  que 
renferme  l'Ouvrage,  que  de  reproduire  ici,  avec  la  table  des  matières,  un 
extrait  de  l'article  que  le  savant  M.  Dostor  a  bien  voulu  hii  consacrer  dai» 
le  journal  l'Instruction  publique  (i"  octobre  1876). 

La  Géométrie  projective  de  M.  Cremona  expose  d'une  manière  simple,  gradaée 
et  logique  toutes  les  conquêtes  que  la  science  de  l'étendue  a  faites,  depuis  un  demi- 
siècle,  dans  toutes  les  ramifications  de  son  domaine;  elle  forme  un  ensemble  ho- 
mogène et  harmonieux  des  remarquables  créations  deCarnot,  Brîanchon,  Ponoelet, 
Mtfbius,  Steiner,  Chastes,  Staudt,  etc.  Les  méthodes  de  ces  ssTanU  sont  loin  d'ètr« 
identiques  :  elles  présentent,  au  contraire,  de  grandes  divergences  dans  leur  di- 
rection et  ont  été  créées  chacune  dans  le  but  que  poursuivait  l'auteur.  ToBta 
elles  ont  fourni  des  résultats  inattendus,  conduit  à  des  vérités  nouvelles  ayant 
leur  cachet  d'originalité  et  revêtant  le  caractère  d'une  généralité  surprenante; 
mais  ces  méthodes,  douées  d'une  immense  fécondité  et  présentant  presque  tontes 
le  même  degré  de  simplicité,  manquent  d'unité  de  vue  à  leur  poin^de  départ,  d'iden- 
tité dans  leurs  définitions,  d'aniformité  dans  leur  mode  de  raisonnement  et  de 
déduction  et  d'égalité  de  mesure  dans  l'appréciation  des  résultats. 

Cependant,  comme  le  dit  l'auteur  lui-même  dan*>  «a  Préface,  il  n'est  pentrètre 
pas  ae  science,  il  n'est  aucune  branche  dans  le  dum<ti>.c  c^s  Mathématiques  qui 
puisse  être  étudiée  et  ap{)rise  avec  un  aussi  mince  bagage  de  connaissances  préli- 
minaires que  la  Géométrie  profective.  L'étude  en  est  d'une  facilité  qui  surprend; 
elle  est  encourageante  et  réjouissante,  parce  que,  avec  peu  de  peine,  presque  sans 
eifort  de  réflexion,  on  s'élève  dans  une  sphère  de  connaissances  nouvelles,  où  les 
points,  les  lignes  et  les  surfaces  se  débrouillent,  se  classent  et  se  fixent  avec  un 
art  simple  et  naturel,  où  la  lumière  jaillit  de  tous  côtés  et  inonde  l'intelligeoce 
des  vérités  les  plus  saisissantes  et  les  plus  harmonieuses. 

Par  sa  méthode,  M.  Cremona  se  rapproche  tantôt  de  Poncelet,  tantôt  de  M.  Chasles; 
il  donne  presque  une  égale  importance  aux  conditions  de  position  et  aux  relationi 
métriques.  En  introduisant  dans  son  Livre  la  notion  du  rapport  anharmonique  di 
M.  Chasles,  il  a  rendu  plus  claire  la  conception  des  séries  homographiques  et  faci- 
lité l'étude  des  propriétés  projectives. 

Les  Éléments  de  Géométrie  projectile  sont  appelés  à  un  brillant  succès  ;  ils  sont 
destinés  à  rendre  les  plus  grands  services  à  l'étude  de  la  Géométrie  moderne  en 
France.  D'ailleurs  la  valeur  et  la  solidité  de  ce  Livre  ont  été  reconnues  et  pro- 
clamées dans  tous  les  grands  centres  d'instruction  de  l'Europe. 

En  terminant,  nous  ne  saurions  nous  défendre  d'un  sentiment  de  regret. 
On  dirait  que  le  public  français,  jaloux  ou  défiant,  attend,  pour  se  prononcer, 
la  sanction  de  l'étranger.  Il  y  a  près  de  vingt  ans  que  H.  de  Jonquières  consutait 
cett«  étrange  disposition  de  notre  caractère  national  dans  la  préface  de  ses  jtfé- 
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langet  de  Géométrie  pure  :  «  J'épronTe,  dit-il,  one  impression  pénible,  en  pré- 
▼oyant  que  ces  belles  idées  nous  reviendront  un  jour  d'Angleterre,  de  Belgique, 
dltalie  ou  d^Allemagne,  après  avoir  reçu  sur  le  sol  étranger  une  consécration  que 
nous  n'aurons  pas  su  ou  voulu  leur  donner  nous-mêmes.  »  Le  savant  marin  a  été 
prophète,  mais  nous  espérons  que  les  Éléments  de  Géométrie  projective  de  M.  Cre- 
mona  achèveront  de  répandre  parmi  nous  le  goût  de  cette  belle  science  et  d'en 
propager  la  connaissance.  

TABLE  DES  MATIÈRES. 

1.  Définitions,  —  II.  Projection  centrale  :  Figures  perspectives.  Point  à  l'infini 
d'une  droite.  Droite  à  l'infini  d'un  plan.  Théorèmes  de  Desargues  sur  les  triangles 
perspectifs.  —  III.  Homologie  :  Figures  homologiques.  Constructions  de  figures 
homologiques.  —  IV.   Figures  homologiques  à  trois  dimensions  :  Plan  à  l'infini. 

—  V.  Formes  géométriques,  —  "VI.  Principe  de  dualité. —  VII.  Formes  projectives. 

—  VIII.  Formes  harmoniques  :  Théorème  fondamental.  Projectivité  des  formes  har- 
moniques. Constructions.  —  IX.  Rapports  anharmoniques.  Théorème  de  Pappus. 
Propriétés  des  groupes  harmoniques.  Les  vingt-quatre  rapports  anharmoniques 
de  quatre  éléments.  Propriété  métrique  exprimant  la  projectivité  de  deux  ponc- 
tuelles. —  X.  Constructions  des  formes  projectiles:  Cas  des  formes  perspectives. 
Formée  projectives  superposées.  Elles  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  éléments  unis. 
Constractions.  Théorème  de  Pappus  sur  l'hexagone  inscrit  à  deux  droites.  Théo- 
rèmes plus  généraux.  ~  XI.  Cas  particuliers  et  exercices:  Ponctuelles  semblables. 
Faisceaux  égaux.  Propriétés  métriques.  Exercices.  Porismes  d'Euclide  et  de  Pappus. 
Problèmes  à  résoudre  par  la  règle  seulement.  Théorèmes  de  Chasles  sur  les  figures 
perspectives.  —  XII.  Involution:  Définition.  Propriété  métrique.  Les  deux  cas  de 
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(  «93  ) 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

(ANNEE  1871) 

(  voir  a*  lérle,  t.  XVI ,  p.  379)  ; 

Par  m.  lez. 


Composition  de  Mathématiques, 
On  donne  V équation-^  — i7  ^^  '  d'une  hyperbole 


OL' 


rapportée  à  ses  axes  et  les  coordonnées  ([i.^v)d'un 
point  M  de  son  plan. 

Pur  le  point  Mon  mhne  deux  tangentes  à  Vhjper- 
hole  la  touchant  aux  points  A  e«  B  :  trouver  l'équation 
du  cercle  passant  par  les  points  A^B  et  le  centre  O  de 
l'hyperbole. 

Ce  cercle  rencontre  Vhjperbole  en  deux  points  C  et 
D,  distincts  de  K  et  de  h  :  troui^er  l'équation  de  la 
droite  CD. 

Si  le  point  M  décrit  une  droite  du  plan  y  aux  dii^erses 
positions  du  point  M  correspondront  diverses  positions 
de  la  droite  CD  :  quel  est  le  lieu  des  pieds  des  perpen^ 
diculaires  abaissées  du  centre  de  V hyperbole  sur  ces 
droites  ? 

On  sait  que,  par  rapport  à  l'hyperbole,  dont  Téquation 
est 
(  i)  b^a^  —  a^y^  —  a^b^—o 

la  polaire  AB  d'un  point  M  (|x,  v)  a  pour  équation 

b^lix  —  a^vjr  —  fl-ft*  =  o. 

Or,  une  conique  passant  par  les  quatre  points  où 
cette  droite  et  une  autre  Bx  4-  A/ —  AB  =  o  rencon- 

^nn.  fie  Mathémat.^  'i^  série,  t.  XVII.  (Mai  i  H78.)  1 3 
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trait  la  courbe  (i)  âera  représentée  par 

soit 

{b^  -  KB^V)  X»  -h  (KAa'v  —  a»)  j» 

-+-  K  (Bfl»v  —  A6»fJi)xr  -f-  K  (ha'b^  ■+■  ABft»  x 

-l-K(Aa»ii»— ABfl^v)^  — fl'A»(l  -f- KAB)  =0. 

Pour  que  la  conique  passe  par  Torigine  O  des  coor- 
données, il  faut  que  K  =  — Tr'  ^^  pour  qu'elle  de- 
vienne  un  cercle,  on  doit  avoir 

Bfl»»=Aô>     et     ^'-4-a»  =  KB6V-4-BLAûS. 

De  ces  trois  relations  on  tire 

II  est  maintenant  facile  de  trouver  que  le  cercle  pas- 
sant par  le  centre  de  l'hyperbole  et  par  les  points  Â.  B, 
C,  D  a  pour  équation 

a  {a^b*'^-  a'b*—  b*a^—  aSMx 
V  {a* b^ -^  a^ b*  -4- 6 y -f- /iS^ r  _ 

et  que  la  droite  CD  est  représentée  par 

(2)     ^>(fl^-l-  b^)x  -^  a^v{a^-h  6»)y-4-6y -hfl*v*  =  o. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  0 
sur  CD  est 

b^li 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  -95) 
Celte   perpendiculaire  rencontre  *  CD  en  un  point 
ayant  pour  coordonnées 

^       '  /î»-*-    A»  "^  /ï»    -L.    A2 


a' 
Or,  le  point  M  décrivant  la  droite 

(4)  nx -^  my  —  /w/i  =  o, 

les  variables  |ul,  v  sont  liées  par  la  relation 

(5)  n^-^-m^t  —  mn  =  o. 

Pour  obtenir  le  lieu  cherché,  il  suffit  d'éliminer  fi^  v 
entre  les  relations  (3)  et  (4)9  ce  qui  donne 

b^m^  {«'  -4-  à')x  -H  «*«  (fl'  -h  b*)x  -h  à^b^mn  =  o, 

équation  qui  représente  une  droite. 

Note»  —  Solutions  analogues  de  MM.  E.  Fauquembergue,  maître  rc- 
pétitenr  aa  lycée  de  Saint-Quentin;  Gambey;  Moret-Rlanc;  Thornton. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉGOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

(ANNÉE  1877); 

Pae  m.  a.  tourrettes. 


On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  ABC  rectangle  en  A ^  et  telles  que  les  tangentes 
enBetCà  ces  coniques  aillent  se  couper  sur  lahauteur 
du  triangle.  On  demande  : 

i^  Le  lieu  du  point  de  concours  des  normales  en 
ietC  à  ces  coniques  ^ 

a°  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  ;  on  distinguera 
les  points  du  lieu  qui  sont  centres  des  ellipses  de  ceux 
qui  sont  centres  des  hyperboles  ,• 

i3. 
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3®  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ce 
lieu  est  une  conique;  on  considère  toutes  les  droites  D 
pour  lesquelles  cette  conique  est  une  parabole^  et  Von 
demande  le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  ces 
droites. 

Je  prends  pour  axes  les  côtés  ÂB,  AC  du  triangle,  et 
je  pose  AB=:a,  AC=  b.  Soit  M  (a,  j3)  un  point  pris  sur 
la  hauteur  AD  du  triangle  ;  je  tire  MB,  MC  que  je  con- 
sidère comme  deux  tangentes  à  Tune  des  coniques  cir- 
conscrites au  triangle. 

i^  Les  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  étant 

ft  P  —  h 

— - — ? j  les  normales  en  B  et  C  auront  pour  équa- 
tions 

(l)  jr=:^-^(*-«)» 

pour  avoir  le  lieu  des  points  de  concours  de  ces  normales, 
il  suffit  d'éliminer  a,  (3  entre  (i),  (2)  et  l'équation 

(3)  aa— ôp  =  o, 

qui  exprime  que  le  point  M  est  sur  la  hauteur  AD.  On 
trouve  sans  peine  les  deux  équations 

ay  -h  bx  —  abz=:  o, 
ax —  by=^à^  —  b^. 

La  première  est  Péquation  de  CD  et  répond  au  cas  où  le 
point  M  est  à  Tinâni  sur  AD  :  alors  la  conique  circon- 
scrite est  un  cercle. 

La  deuxième  donne  une  parallèle  à  la  hauteur,  que 
Ton  construira  facilement. 

a*  Pour  avoir  Téquation  générale  des  coniques  circon- 
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scrites  au  triangle,  je  forme  celles  des  langentes  :  celle 

de  MB, 

(4)  (y-  P)  («-  a)  -i-  p(x  -  a)  =  o, 
celle  de  MG, 

(5)  a{r-p)4-(*-p)(x-a)=0, 
et  celle  de  BC, 

(6)  ajr-hbx — ab  =  o. 
Alors  Téquation 

OÙ  2  est  un  paramètre  arbitraire,  est  celle  des  coniques 
inscrites  dans  l'angle  BMC;  en  exprimant  qu'elle  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  A,  j'aurais  l'équa- 
tion demandée,  que  l'on  met  aisément  sous  la  forme 

(7)  bpx^ -habjrjr -^aoLjr^  —  abpx — a^a^  =  o, 

après  avoir  supprimé  le  facteur  ai  — a (3  —  ia;  ce  fac- 
teur ne  devient  nul  que  quand  le  point  M  est  en  D  ;  alors 
la  conique  est  l'ensemble  de  deux  droites  confondues 
avec  GB.  Elle  ne  répond  donc  pas  à  la  question. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  (7)  s'obtiendra  en 
éliminant  a,  |3  entre  les  déri\ée8fx  =  Ojfj  =  o,  tirées 
de  l'équation  (7),  et  l'équation  (3).  On  trouvera 

(8)  x^-7^-l(«x-^r)=o, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes 

parallèles  aux  bissectrices  des  axes,  le  centre  au  point 

**    ^  n      •   •  '      11  .1 

V  V  ^^  passant  par  I  origine,  ou  elle  est  tangente  a  Ja 
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hauteur  AD,  et  par  les  milieux  E,  F,  H  des  trois  côtés 
AB,  AC,  CB. 

Le  binôme  caractéristique  des  coniques  (7)  esl 
ab — 4<x|^9  0ti»  au  moyen  de  (3),  J'  —  4«*« 

Donc,  si 

^'  —  4**  <C  o>  ellipses, 
b^  —  ^a^  =2  Oy  parabole, 
b^  —  4  *'  >  o >  hyperboles. 

Je  construis  les  deux  droites  Kl,  KT,  données  par 
a  =  zfc  -ï  et  qui  vont  couper  AD  prolongée  en  des  poinu 

Ietr(*). 

Par  conséquent,  si  M,  étant  toujours  sur  la  hauteur 
L'ADL  indéfiniment  prolongée,  se  trouve  entre  les  deux 
parallèles  IK,  l'K',  les  coniques  (7)  seront  des  hyper- 
boles ;  s'il  se  trouve  en  dehors,  sur  IL  ou  FL',  elles 
seront  des  ellipses. 

Reste  à  savoir  quelles  seront  les  différentes  parties  de 
la  courbe  (8)  qui  répondent  aux  positions  successives  de 
M.  Je  remarque  que,  si  Ton  joint  le  point  M  au  milieu 
H  de  CB,  le  second  point  d^intersection  sera  le  centre  de 
la  conique  (7)  correspondante.  Il  est  facile  de  voir  que 
les  droites  IH  et  l'H  sont  respectivement  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  (8)  et  que  la  tangente  en  H 
est  parallèle  à  la  hauteur  AD,  parce  que  les  points  A  et 
H  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  Thyperbole. 
'  Si  donc  le  point  M  se  déplace  de  I  vers  L  et  de  l' vers 
L',  on  aura  la  branche  de  drbite  ;  s'il  se  déplace  entre  I 
et  r,  on  aura  la  branche  de  gauche. 

En  résumé,  les  centres  des  ellipses  sont  sur  la  branche 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  n{Ture. 
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de  droite,  et  ceux   des  hyperboles  sur  la  branche  de 
gaache. 

3°  Soît  mx -h  Tij^  -h  /?  =  o  réquation  de  la  droite  D. 
Son  pôle  par  rapport  aux  coniques  (7)  sera  donné  par 

o.bpx  -h  abr  —  abf^ abx  -h  :taefy  —  aba 

m  n 

nbpx  -{-abar. 

~~  P 

On  aura  le  lieu  des  pôles  en  éliminant  a  et  |3  entre  ces 
deux  équations  et  l'équation  (3)  ;  ce  qui  donne 

(  (9,/?-f-a/»)a:*  —  [an  —  bm)xx 
'^'  (       —[iip'\'bn)y^-^apx'irbpy=:o. 

Cette  conique  sera  une  parabole,  si  Ton  a 

(10)  (4271-4-  ôiw]»-+-8/?(ârw-+-  bn)  -4-  i6/?'=:o  (*). 

Le  lieu  des  projections  du  point  A  sur  la  droite  D,  quand 
laconique  (9)est  une  parabole,  s'obtiendra  en  éliminant 
m,n,p  entre  (10]  et  les  deux  équations 

mx  4-  njr  H-/?  ^  o, 
my  —  nxz=^o. 
Oq  en  tire 

X*  -\-y  x'  -+-  /' 

que  Ton  substitue  dans  (10).  Il  vient 

i6(x»-4-j')  — 8(rt.r-4-^/)(x»4-r')  H-  [aj-^bxy=o. 


(^)  Lorsque  les  coefficients  m,  n^p  remplissent  la  condition  exprimée 
ptr  It  reliUon  (10),  la  droite  D  est  tangente  à  l'hyperbole  équilatère 
que  l'équation  (8)  représente;  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  projections 
(lu  point  A  sur  la  droite  D  est  la  podaire  de  A  par  rapport  à  cette 
hyperbole.  (  G.  ) 
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OU,  en  coordonnées  polaires, 

p  =  T  (acosô-f-  bsmB)dt-j)/a^  —  ^' ^/côsâÔ. 
Cette  courbe  se  construit  facilement  au  moyen  du  cercle 


p,  =  -  (a  cosô  4-  ft  sinô), 


et  de  la  lemniscate 


pa  =  dz  ^a^  —  b^  v^cos  2  ô. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Genty,  Fauquem- 
bergue,  Moret-BlanCi  Gambey. 
La  solution  de  M.  Genty  est  entièrement  géométrique. 


GONGOIIRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE. 

I™   SE88I0:(.    —    JUILLET     1877. 
(voir  a*  série,  t.  XVII,  p.  29); 

Par  m.  J.  GHAMBON. 


On  donne  un  triangle  AOB,  rectangle  en  O,  et  Von 
considère  toutes  les  hyperboles  qui  passent  aux  points 
A-  et  B  et  ont  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés 
OA,  OB. 

I  ^  Former  r équation  générale  de  ces  hyperboles  ,- 

2^  Former  V équation  du  lieu  des  sommets  de  ces 
hyperboles  et  construire  ce  lieu^ 

y  Prenant  un  point  P  sur  le  lieu  trouvéy  construire 
celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  sommet  en  P, 
et  reconnaître  sur  quelle  partie  du  lieu  doit  être  ce 
point  P,  pour  que  A  et  B  appartiennent  soit  à  une 
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même  branche,  soit  aux  deux  branches  de  cette  hyper- 
bole, 

i^  En  prenani  pour  axes  des  coordonnées  les  côtés 
OA,  OB  du  iriangle  AOB,  l'équation  générale  des  hyper- 
boles satisfaisant  à  l'énoncé  du  problème  aura  la  forme 

orX  H-  fAJp  -i-  vj  -4-  ^  =  o  ; 

et,  si  a  et  &  sont  les  longueurs  OA  et  OB,  ces  hyperboles 
devant  passer  aux  points  A  et  6^  les  paramètres  X,  v,  fx 
satisfont  aux  relations 

pta  4-^  =  0,     v^-f->=:0, 

en  Yertu  desquelles  l'équation  précédente  devient 

2**  Le  Heu  des  sommets  des  hyperboles  (  i  )  s'obtiendra 
en  éliminant  X  entre  l'équation  (  i)  et  l'équation  géné- 
rale de  l'axe  de  ces  hyperboles.  Or  les  coordonnées  du 

centre  étant vr  =  -.,^=  -  l'équation  générale  de  l'axe 
0  (if 

est 
ou 

(3)  y-\=l—' 

suivant  que  l'on  considère  l'une  ou  l'autre  des  bissec- 
irices  des  angles  des  asymptotes. 

En  éliminant  X  entre  (  I  )  et  (2),  et  simplifiant  le  résul- 
tat, on  a  ré(]uation 
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Et,  eu  éliminant  le  même  paramètre  entre  (  i  )  et  (3), 
on  trouve  pour  résultat 

\- .r  —  j=:o. 

au 

Transportons  les  axes  des  coordonnées,  parallèlemeDi 

à  eux-mêmes,  au  point  x=  -<*  jr  =  -^  centre  commun  de 

ces  deux  courbes,  les  équations  de   ces  dernières  de- 
viendront respectivement 


,  ^ ,  or*       y»       fl  -f-  ^ 

(^)  â-^-b — r="' 

Les  quantités  a,  b  étant  positives,  le  lieu  des  som- 
mets des  hyperboles  (  i  )  se  compose  d'une  hyperbole  ei 
d'une  ellipse  ayant  même  centre,  même  direction  d'axes 
et  circonscrites  au  rectangle  OAC6,  construit  sur  les 
côtés  OA,  OB  du  triangle  AOB  \  en  outre,  ces  deux 
courbes  sont  homofocales,  et  la  distance  du  foyer  au 

/'â^      b^  /ï»      ^     .  , 

centre  est  i/  y  —  y  ou  \/  -j  "  y  suivant  que  a  est  plus 

grand  ou  plus  petit  que  h  \  Taxe  transverse  de  l'hyperbole 
est  parallèle  au  plus  grand  des  côtés  OA,  OB  du  triangle 
AOB. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  triangle  AOB  devient 
îsoscèle,  riiyperbole  se  réduit  aux  diagonales  du  carré  et 
l'ellipse  au  cercle  circonscrit  à  ce  carré. 

3®  Si  Ton  remarque  que  le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles (  I  )  est  la  diagonale  OC  du  rectangle  OACB,  pour 
avoir  le  centre  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  son  som- 
met en  un  point  P,  pris  soit  sur  l'hyperbole,  soit  sur 
l'ellipse,  il  n'y  a  qu'à  mener  par  ce  point  une  parallèle 
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à  la  bissectrice  de  Tangle  AOB  dans  le  premier  cas,  et 
de  son  supplément  dans  le  second  cas,  parallèle  qui  coupe 
la  diagonale  OC  an  centre  cherché.  L'hyperbole  deman- 
dée est  alors  facile  à  construire. 

.  De  la  manière  d'obtenir  ce  centre  résultent  les  con- 
séquences suivantes  : 

Lorsque  le  point  P  est  sur  Thyperbole  (4))  1^  centre 
correspondant  de  l'hyperbole  (i)  se  trouve  toujours  en 
dehors  du  rectangle  et,  parsuiie^  les  points  A  et  B,  situés 
dans  le  même  angle  des  asymptotes,  appartiennent  à  la 
même  branche. 

Lorsque  le  point  P  est  situé  sur  l'ellipse  (5),  le  centre 
de  la  courbe  (  i  )  est  à  l'intérieur  du  rectangle  et,  par 
suite,  les  points  A  et  B  appartiennent  aux  deux  branches 
de  Fhyperbole  (  i  ). 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez,  Moret-Blanc, 
Gûmbey,  A.  Boilleau,  Georges  Lamblotte. 

M.  Boilleau  a  généralisé  la  question,  en  supposant  que  les  droites 
OA,  OB  forment  un  angle  quelconque  donné. 


GORGOURS  B'ADMISSION  A  L'fiGOLB  GBNTRALE 

(Tolr  a' série,  t.  XVII.  p.  3i  ); 
3*  SESSION. 

Pae  m.  moret-blanc. 


On  donne  un  trapèze  Uoscèle  ABCD  dont  la  hauteur 
est  2.hj  la  demi-somme  des  bases  a  a,  et  les  angles  obtus 
a.  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce 
trapèze  : 

I**  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  ,• 

a®  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
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menées  à  chacune  d'elles  parallèlement  au  côté  6C,  et 
construire  ce  lieu^  après  avoir  vérijié  que  le  côté  BC  en 
fait  partie; 

3°  Étant  donné  un  point  de  ce  lieu,  reconnaître  U 
genre  de  la  conique  circonscrite  au  trapèze,  qui  passe 
par  ce  point. 

i^  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  côtés  non  parallèles  du  trapèze  et  le  milieu  de 
cette  droite  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires. 
Si  Ton  pose  tanga=:  m,  les  équations  des  bases  et  des 
côtés  non  parallèles  du  trapèze  seront  respectivement 

j=pA  =  o, 
y  4-  ma  qp  mx  =r  o, 

et  Féquation  générale  des  coniques  circonscrites  au  tra- 
pèze sera 

[y  -+-  iwa)*—  m^x^  =  À  (y»  —  A*) 
ou 

(  I  )       m'x*  -+■  (^ —  1  )x^  —  2i7iaj  —  //i»û'  —  ^h^  =  o, 

La  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, suivant  que  k  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  i. 

2^  Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à 
BC  doivent  satisfaire  en  outre  à  Féquationy'jp  -f-  mfy  =  o 
ou 

(a)  mx-i-[k — i)^ — ma=:o. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact 
en  éliminant  k  entre  les  équations  (  i  )  et  (  si).  De  la  der- 
nière on  tire 

m  (a —  x]        ,        Y  -4-  ma  —  mx 
A  —  i  =  ~-^ -S      A  — -1 , 
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el,  en  sabstituant  dans  Téquation  (  i  )»  il  vient 

[jr  ^  mx-{'  ma)  [m(jrjr  -^ajr)  -h  h^]  =  ^y 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres 

y  —  mx  -+•  ma  =  o, 

^(^  +  ,)  =  _„ 

La  première  représente  la  droite  6C,  qui  appartient 
au  lieu  cherché.  En  effet,  le  système  des  droites  AD,  BC 
fait  partie  des  coniques  circonscrites  au  trapèze,  et  la 
droite  BC  est  sa  propre  tangente. 

La  seconde  représente  une  hyperbole  équilatère  ayant 
pour  asymptotes  l'axe  des  x  et  la  parallèle  à  Taxe  desj^^^ 
menée  par  le  milieu  de  AD.  Elle  passe  par  le  point 

Y  =  h.   x=  —  a =— a -h/*cot(ir  —  a)> 

m  ^  ' 

facile  à  déterminer  {*).  Connaissant  les  asymptotes  et  un 
point,  il  est  facile  de  construire  la  courbe. 

3**  X  ely  étant  les  coordonnées  d*un  point  donné  du 
lieu,  on  a 

^^^^-m[x-^a) 

r 

ce  point  appartiendra  à  une  ellipse  si  a:  —  a  et  y  sont  de 
même  signe,  car  —  m  est  positif  ;  il  appartiendra  à  une 
hyperbole  si  x —  a  et^sont  de  signes  contraires,  et  à 
une  parabole  si  a:  =  a. 


(*)  Ce  point  est  le  point  donné  D.  La  droite  AD,  dont  l'équation  est 
nx-^ma=z  — ^,  coupe  l'hyperbole  aux  points  A  et  D.  Le  côté  AD  du 
trapèze  est  un  diamètre  de  cette  hyperbole,  dont  le  conjugué  est  égal  et 
parallèle  à  BC.  (G.) 
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Les  points  de  contact  appartenant  aux  hyperboles  soiii 
donc  compris  entre  les  droites  x  =  —  a  et  x  =  -h  a  ;  les 
points  en  ^dehors  de  ces  deux  parallèles  appartiennent 
aux  ellipses. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez,  Gambej  et 
Georges  Lambiotte,  élève  à  l'École  Polytechnique  de  Bruxelles. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCULE  MIUTAIU 

(ANNÉE  1871). 

2*  0CB8TI0!f 
(▼olr  a"  série,  t.XVI,  p.  3bo); 

Par   m.    ROBAGLIA. 


Résoudre  £  équation  x  -H  yjà^  —  x'  =i,  dans  laquelle 
les  quantités  données  a  et  b  sont  supposées  réelles  et 
positives. 

Donner  la  condition  de  réalité  des  racines  et ^  en  la 
supposant  remplie,  examiner  si  les  racines  satisfont 
toutes  à  r équation, 

I.  Les  racines  de  Téquation  proposée  étant 

x'  =  -  {b-h  \/2a'— 6')     et     j:"  =  -i  (6  —  ^2fl'  — 6»)  f). 
la  condition  de  réalité  est  a  a'  —  b^^o. 


La  racine  x"  satisfait  à  Téquatîoux  -h  ^a*  — x*  =  b^ 


(*)  x'  et  x"  sont  les  racines  de  l'équation  x*—bx-i =  o 

qu'on  obtient  en  faisant  disparaître  le  radical  de  Téquatiou  proposée 
X  -+-  ^a*  —  x*  =zh.  L'^équation  x  —  ^a'  —  x*  =  h   conduit   de  même  à 

b*  —  a* 
X*  —  bx-i =.  o,  et  c'est  pourquoi  il  y  a  Heu  d'examiner  si  le* 

racines  x'  et  x"  satisfont  toutes  deux  à  l'équation  proposée. 
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car,  ea  remplaçant  x  par  7  (i  —  y/^à'—b*),  on  a 


2  l  J 

Mais  la  racine  a:'  ne  satisfera  à  l'équation  que  si  l'on 

a  b>a{**). 


GOHGOORS  D'ADMISSION  A  L'fiCOLB  SPÉCULE  MILITAIRE 

(AinifiE  1817). 

3"  QUESTlO.'t 
(  voir  tT  strie,  t.  XVJ,  p.  3x>)  ; 

Par  m.  SONDAT. 


On  donne  un  demi-cercle  construit  sur  AB  comme 
diamètre^  et  Von  mène  la  tangente  BT  au  point  B. 
Cela  posés  on  demande  de  mener  par  le  point  A  la 


(•)  L6  radical  4- V^jfl'H-2^^i««— ^«  =  *-hv^2a*— ^*;  donc 


^  — \/2q'--//'H"  V2rt'-n3\/aa*— A'       a* 
(**)  La  substitution  de  -  (  *  -i-  ^a  a"  —  ô')  kx  donne 


x'-h 


/-j— ^,,  _  ^-4-v/atf'— /^'-f- y/aa'— a^^/ag'  — <^« 


Pour  *>«,  on  a-H^2a*  — a^v^aa"— A«  =  A  — y^aa»— *%  et  par  suite 

2 
Si  *  =  a:V'2a"  — ^*  =  ^,   V^aa»— a*^2rt'  — ^*  =o,   x'-+-^a«— .ar''=  ^; 
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sécante  AMN  (M  et  N  étant  les  points  où  elle  coupe  la 
demi-circonférence  et  la  tangente  BT),  telle  que  si  l'on 
fait  tourner  la  figure  autour  de  AB,  le  ^volume  engendré 
par  la  portion  de  cercle  AM B  soit  équit^alent  au  ^volume 
engendré  par  la  surface  MNB  qui  est  limiiée  par  les 
droites  MN,  NB  et  tare  de  cercle  MB. 

Je  mène  la  perpendiculaire  MC  au  diamètre  AB,  et 
j'appelle  R  le  rayon  du  cercle  \\^  e\,\^  les  volumes  en- 
gendrés par  le  triangle  ABN  et  la  portion  de  cercle 
ABM. 

On  doit  avoir 

P==  0.9  \ 

et,  comme  i^  =  47rR.BN»etr'=|irR.MC»-f-i7rR.BC«, 
en  considérant  ce  dernier  volume  comme  eugendré  par 
le  triangle  AMB  et  le  segment  MB ,  il  vient 

BN*  =  2MC»  +  BC', 

ou,  en  remplaçant  MC*  -f-BC*  par  MB*, 

BN»  —  MB»  =  MC» 
ou  encore 

MN*  =  MC*. 

Il  en  résulte  que  MN  =  MC,  ce  qui  entraine  régalilé 
des  triangles  AMC  et  BMN,  et  par  suite  des  côtés  AC  et 
MB. 

mais,  lorsqu'on  a  5  <^  a,  il  en  résulte 


d'où 


'_l_y^a«_i"«  =  ij^a^-b*  >  b. 


La  racine  x'  satisfait  alors  à  l'équation  x  —  ^a*  ^  x*  =  b. 
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En  désignant  par  jr  chacun  de  ces  deux  côtés,  le  triangle 
AMB  donne 

d  on  l'équation 

x>  -4-  aRo?— 4l^'  =  o» 

et,  en  rejetant  la  solution  négative  dont  la  valeur  absolue 
excède  le  diamètre, 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  B.  Robaçlia. 


GONCOUKS  GÉNÉRAL  DE  1877. 


MATHÉKÀTIQDES    SPÉCIALES, 

Par  m.  MORET-BLANG. 


Rechercher  les  surfaces  S  /tu  second  degré  sur  les- 
quelles existe  une  droite  D,  telle  que  Vhjperboloïde  de 
révolution  H,  quia  pour  a>xe  une  génératrice  rectiligne 
quelconque  G  de  la  surface  S,  et  du  même  système 
que  D,  et  qui  passe  par  la  droite  D,  coupe  orthogona- 
lement  la  surface  S  en  tous  les  points  de  cette  droite. 

Si  Von  considère  tous  les  hyperboloïdes  H,  qui  se 
rapportent  à  une  même  surface  S  jouissant  de  la  pro- 
priété  énoncée  : 

1®  Troui^er  le  lieu  des  sommets  A  et  celui  des  foyers 


{*)  Cette  valeur  de  x  montre  que  le  point  G  s'obtient  en  divisant  le 
diamètre  AB,  en  moyenne  et  extrême  raison.  Le  plus  grand  des  deux 
Mgments  de  cette  division  est  AC. 

Ann.  de  Mathém,,  2«  série,  t.  XVU.  (Mai  1878.)  l4 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  ^«o  ) 

F  des  hyperboloïdes h!  conjugués  des  hjperboloïdesYi\ 
2®  Par  l'un  des  foyers  F  de  Vlnyperholoïde  H',  on 
mène  un  planV  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune 
aux  deux  droites  G  et  D,  et  faisant  auec  cette  dernière 
un  angle  supplémentaire  de  celui  que  fait  iii»ec  cette 
même  droite  Vaxe  G  de  Vhjperboloïde  H  ;  trouver  le 
lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  oit  le  plan  P  coupe 
la  droite  D  à  Vun  des  points  oii  ce  plan  coupe  la 
courbe  d^ intersection  de  la  surface  S  et  de  l'hyper- 
boloïde  H. 

La  normale  à  Thyperboloïde  H  en  uu  point  de  la 
droite  D,  perpendiculaire  à  cette  droite,  devant  rencon- 
trer l'axe  de  l'hyperboloïde,  c'est-à-dire  une  généra- 
trice quelconque  G  de  la  surface  S,  du  même  système 
que  D,  est  une  génératrice  du  second  système.  Cette 
condition,  qui  est  nécessaire,  est  suffisante,  car  en  tout 
point  de  la  génératrice  commune  D,  la  normale  à  H 
étant  contenue  dans  le  plan  tangent  à  S,  les  deux  sur- 
faces se  couperont  orthogonalemenl  en  tous  les  points 
de  la  droite  D. 

II  résulte  de  là  que  les  surfaces  S  sont  des  paraboloïdes 
hyperboliques  à  plans  directeurs  rectangulaires. 

Si  l'on  prend  la  droite  D  pour  axe  de  2,  les  plans  di- 
recteurs pour  plans  des  or^  et  des  jy,  et  la  génératrice  du 
second  système  perpendiculaire  au  premier  plan  direc- 
teur pour  axe  des  /,  l'équation  des  surfaces  S,  abstrac- 
tion faite  de  leur  position  dans  l'espace,  sera 

(S)  yz  =  Ax^ 

k  étant  une  constante  pour  une  même  surface  S,  et  va- 
riant d'une  surface  à  l'autre. 

Les  équations  des  génératrices  du  premier  système 
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celui  de  D)  sont 

(G)  {  I         /  équations  de  Taxe. 

1  '=r'  \ 

I®  Le  centre  de  l'hyperboloïde  H  est  sur  l'axe  O^  à  la 

distance  /xA  de  Torigine  ou  de  la  droite  D  ;  Téquation  de 

cet  hyperboloïde,  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes,  est 

x'*  -4-  r''        «'* 

— jT==  i.  Pour  le  rapporter  aux  axes  primitifs, 

il  faut  transporter  Torigine  au  point  O  et  faire  tourner 
les  axes  Oxf  et  Oz'  de  l'angle  a,  dont  la  tangente  est  [i. 
L«)s  formules  de  transformation  sont 

jr' =2X  —  f*^>    *'  =  arcosa — zsina,    «' =  arsina -+- zcosa. 

fl 

L'équation  de  l'hyperboloïde  H  devient,  en  chassant 
les  dénominateurs, 

(cos'a  —  fi*sin*a)jip*  4-  j'-h  (sin'a  —  fA'cos*a)  z^ 
—  2(1  ■+■  fjL* )  sina  cosa orz  —  sp  Aj  =  o. 

Mais  on  a 

Sing=z  %      PQSttrrr  ^ 

V^I  -f-fx^  \/l  -I- U.2 

en  remplaçant  sin  a  et  cosa  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(H)  (  I  —  p')  j:*  +  /'  —  2  /x j:z  —  2  uA-j  =  o. 

2**  Lessommets  de  l'hyperboloïde  conjugué  H'  sont  sur 
Taxe,  à  une  distance  du  centre  égale  â  A,  et  les  foyers  a 
la  distance  k^i  -h  fx*. 

On  a  donc  pour  coordonnées  des  sommets,  a  étant 
l'angle  de  l'axe  avec  OZ, 

=  zfci^sina  =  di        ^^^ 
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d'où  Ton  tire,  en  éli minant  a, 

le  lieu  des  sommets  est  Tintersection  du  paraboloïde  S  et 

du  cylindre  x*  -h  «*  =  A^'.  Les  coordonnées  desfoyers  sont 

x  =  db  fxA,  Y  =  ^/r,  z  =  ±  i.  Les  foyers  sont  donc  situés 

sur  les  deux  droites  z=A-,  j^  =  a:  et  z  = — A-,  y  =  — x- 

3*^ Si,  par lefoyerF  [x^=ikk^y  =  fi/r,  z  =  Ar),  on  mène 

un  plan  P  parallèle  à  la  perpendiculaire  commune  aux 

deux  droites  G  etD,  c^est-à-dire  parallèle  à  Taxe  Oy^  et 

faisant  avec  D  un  angle  supplémentaire  de  l'angle  que 

l'axe  G  fait  avec  D,  ce  plan  coupera  évidemment  la 

droite  D  à  la  distance  2  =  nA:  de  Torigine.  Le  lieu  des 

droites  qui  joignent  ce  point  à  l'un  des  points  où  ce  plan 

coupe  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  S  et  H  est 

donc  un  cône. 

On  a  : 

Equation  du  plan  P  : 

(l  )  ftz-l- jr=:2fii^; 

Équation  de  la  surface  S  : 

(2)  yz  =  k'x; 
Équation  de  Vhxperboloïde  H  : 

(3)  (l  — ll')  ar^ -h^*  —  7.^jrz  —  2/aAj^  =  0; 

Équations  d'une  génératrice  du  cône: 
X      Y      Z—ak       I 


(4) 


»~2if  ). 


On  obtiendra  Téquation  du  cône  en  éliminante,  y,  2, 
X,  fx  entre  ces  six  équations,  ce  qui  donne,  en  remettant 
les  petites  lettres, 

(5)     (z  — 2/-»)(*«-|-j'»)(3x  — 2^)— :r<(.r  — 2j)  =  o. 
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Remarque.  —  Tous  les  plans  P  passent  par  la  droite 

qui  se  trouve  ainsi  introduite  dans  Téquation  du  cône 
comme  solution  étrangère. 

On  trouverait  de  même,  en  remplaçant  le  foyer  F  par 
le  foyer  F',  le  cône 

(z-H2^)»(ar»4-r')(3^-^^/)  —  ^  (^ -h  2^)  =  o, 
renfermant  la  solution  étrangère  2  =  —  aA",  x  =  0. 
Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Escary  et  Gambey. 

CONCOURS  6ÉIIÉRAL  DE  1877 

(Toir  a*  Série,  t.  XVII.  p.  106); 

MATHÉMATIQUES    ÉLÉMEIfTAIIlES.     PHILOSOPHIE. 
RHÉTORIQUE.  SBCOIIDE.  TUOISIÈMB. 

Par  un  ABONNÉ. 


I.  —  Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  deux  plans  '9  et 'P  et  un  point  A  hors 
de  ces  plans ^  on  considère  toutes  les  sphères  qui  passent 
par  le  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux  deux  plans 
donnés  : 

I®  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  sphère  variable  / 

a°  Trouver  le  lieu  du  point  oii  cette  sphère  touche 
Vun  des  plans. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  les  plans  P,  V  se  coupent, 
et  le  point  A  est  situé  dans  Tintérieur  de  Vun  des  angles 
dièdres  formés  par  P  et  P.    Le   centre   C  de  la  sphère 
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variable  appartient  au  plau  bissecteur  de  cel  angle 
dièdre.  Les  projections  c,  c'  de  C  sur  les  plans  P,  P 
sont  les  points  de  contact  de  la  sphère  et  de  ces  plans. 

Soient  Ka  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur 
le  plan  bissecteur  ;  A' le  symétrique  de  A,  par  rapport  à 
ce  plan  ;  p^  p  les  points  où  la  perpendiculaire  Aa  pro- 
longée coupe  les  plans  P,  P^  Il  est  clair  que  A'  est  un 
point  de  la  sphère  dont  C  est  le  centre,  et  qui  passe  en 
A,  et  que  la  droite  pc  est  tangente  à  la  sphère  en  c.On 
adonc^c=:  yjp^'  X  /^A  \  il  s'ensuit  que  le  lieu  du  pointe 
où  la  sphère  variable  touche  le  plan  P  est  une  circonfé- 
rence qui  a  pour  centre  le^  point  p,  et  pour  rayon  h 
moyenne  géométrique  entre  pk'  et  pK,  De  même,  le 
lieu  du  point  c^  est  une  circonférence  don tp' est  lecentre 
et  qui  a  pour  rayon  y//;'A'X/?'A.  Ces  deux  circonfé- 
rences sont  égales  et  symétriques  par  rapport  au  plan 
bissecteur. 

La  ligne  plane  décrite  par  le  centime  C  de  la  sphère  va* 
riable,  se  projetant  suivant  une  circonférence  sur  le  plau 
P,  est,  comme  on  sait,  une  ellipse.  Le  point  a  est  le 
centre  de  cette  ellipse;  ses  axes  se  déterminent  au  moyen 
d*une  construction  bien  connue. 

Par  conséquent,  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point 
Â  au  centre  de  la  sphère  variable  est  un  cône  dont  la 
trace  sur  le  plan  bissecteur  est  une  ellipse  déterminée, 
et  qui  a  pour  sommet  le  point  donné  A. 

Lorsque  les  plans  P,  P'  sont  parallèles,  le  centre  C  de 
la  sphère  appartient  à  un  plan  parallèle  à  P  et  P'  et 
équidîstant  de  P  etP'.  La  ligne  décrite  par  Cse  projetant 
en  vraie  grandeur  sur  le  plan  P  est  une  circonférence,  et 
le  lieu  de  la  droite  AC  est  un  cône  de  révolution. 

iVbf<*»  —  Même  solution  de  MM.  Moret-Blanc  et  Gambey. 
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II.    —  Philosophie» 

Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  trouver  : 
I®  Le  lieu  du  sommet  d'un   irikdre   dont  les  trois 

arêtes  sont  tangentes  à  cette  sphère,  et  dont  les  trois 

faces  sont  égales  chacune  à  60  degrés  ; 

a®  Le   lieu  du  sommet  d'un   angle  trièdre  dont  les 

plans  des  trois  faces  sont  tangentes  à  la  même  sphère, 

et  dont  les  trois  angles  dièdres   sont    égaux  chacun 

rt  120  degrés. 

T®  Soient  SA,  SB,  se  les  trois  arêtes  tangentes  aux 
points  A,B,Cà  la  sphère  dont  le  centre  est  O,  et  le 
rayon  R.  II  résulte  des  données  de  la  question  que  les 
six  arêtes  du  tétraèdre  SA6C  sont  égales  entre  elles.  La 
droite  OS  est  perpendiculaire  au  plan  ABC,  en  un  point 
M,  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  équilatéral 
ABC.  On  a 

CB      se 


et 
ou 

donc 


CM         _ 

OC  X  se  =  OS  X  CM 

R.SC^OS^; 

\/3' 


OS  — Rv/3. 

I^  lieu  du  sommets  est  donc  une  sphère  concentrique 
à  la  sphère  donnée,  et  dont  le  rayon  est  R  y/^. 

a^  Â,B,C  désignant  les  points  de  contact,  les  trois 
faces  du  trièdre  0A6C  sont  égales  chacune  à  60  degrés. 

Les  six  arêtes  du  tétraèdre  OA6C  sont  égales  à  R. 

On  a 

S'6 
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et 


D'autre  part,  le  triangle  rectangle  OCS  donne 


OM»=:R»  — 


0C»=0MX0S,     ou     R»  =  R\/|xOS, 


d'où 

OS 


■=Vi 


Le  lieu  du  sommet  S  est  une  sphère  concentrique  à  la 
sphère  donnée,  et  dont  le  rayon 


-«vl- 


OS: 

Note.  —  Mémo  solution  de  M.  Moret-Blanc. 

III.  —  Rhétorique, 

Par  un  point  A,  pris  en  dehors  d'une  circonférence 
donnée  O,  on  mène  à  cette  circonférence  une  tangente 
AB,  terminée  au  point  de  contact  B,  et  Von  demande 
quelle  doit  être  la  distance  AO  pour  que,  en  faisant 
tourner  la  figure  autour  de  cette  droite^  Vaire  de  h 
surface  engendrée  par  AB  soit  la  moitié  de  la  surface 
engendrée  par  la  circonférence  O. 

Menons  BH  perpendiculaire  sur  AO,  et  posons 
BH  =  A,  OB  =  r,  OA  =  x.  Les  aires  engendrées  par  AB 
et  par  la  circonférence  ont  respectivement  pour  valeurs 
TT.OB.AH,  et  47r.OB*;  d'où 

ir.0B.AH=:2«.0BS       AH=:20B=:2r. 

Le  triangle  rectangle  ABO  donne  AB*  =  AO  X  AH, 
ou 

X^  —  /*  =:  .rr  X  2  '•,      X*  —  2rx  —  r"  rrr  o  ; 
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IV.  —  Seconde. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  de  l^ angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  sur  V hypoténuse  partage 
ce  triangle  en  deux  triangles  partiels  :  démontrer 
que  le  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  total  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
layons  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  partiels. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  de  ce  que 
les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  des  triangles  sem- 
blables sont  proportionnels  aux  côtés  homologues  de  ces 
triangles. 

V.  —  Troisième, 

Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  V angle  A  est  droite 
et  r angle  B  double  de  V angle  C.  On  construit  en 
dehors  du  triangle  ABC  :  i®  sur  Vhjpoténuse  BC  le 
carré  BCDE;  7?  sur  le  côté  AB,  le  triangle  équilatéral 
ABF;  3°  sur  le  côté  ACj  le  triangle  équilatéral  ACG. 
On  joint  le  point  F  au  point  G,  et  au  point  E,  extré- 
mité du  côté  BE  du  carré  BCDE. 

On  suppose  t hypoténuse  BC  égale  à  a^  et  l'on 
demande  de  calculer  :  i  ®  les  côtés  AB,  AC  du  triangle 
ABC;  2*^  la  distance  du  point  ¥  à  la  droite  BE,  et  la 
distance  du  point  G  à  la  droite  AF;  3°  la  surface  du 
quadrilatère  EFGD. 

1°  Dans  le  triangle  rectangle  ABC,  l'angle  C  =  3o  de- 
grés, donc  : 

i""  AB  =  -BC  =  -a,     et     AC=^-aJ3* 

2®  Si  l'on  prolonge  la  droite  EB  jusqu^à  sa  rencontre 
avec  FA  en  un  point  H,  Tangle  ABH  supplément  de  ABE 
sera  de  3o  degrés.  Par  suite,  Tangle  BHF  est  droit  :  donc  la 
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distance  FH  du  point  F  a  la  droite  BE  est  égale  à  7*  De 

même  le  prolongement  AMde  FA  forme  avec  ACun  angle 
de  3o  degrés;  la  droite  FM  est,  par  conséquent,  perpen- 
diculaire à  GC,  au  point  M,  milieu  de  GC;  elle  est  pa- 
rallèle à  BC  et  à  DE.  Ainsi  la  distance  GM  du  point 

G  i  la  droite  AF  est  égale  kja^'i» 

3°  Le  quadrilatère  EFGD  élant  la  somme  des  irian- 
gles  FDG,  FDE,  on  a 

EFGD  rn^DG  X  FM  -I-  -DE  X  DM, 

puisque  FM  est  parallèle  à  DE. 
Or, 

DG  =::DC  -4-CG  =  a-+--€ïv^3==- tf(2H-  ^S), 

FM=MH-f-HF  =  aH-ia  =~, 

4  4 

DE  =  BC  =  fl, 

DM=:DC  -f-CM  =  *i-4-iflv/5=:i«(4-h  v^). 

Il  en  résulte 

5 


d'où 


EFGD=: -^û»(2  +  v^'S)  4-gflK4  ■^- V^3); 
EFGD=-Lû'(i8  4-7  v/3). 


On  peut  aussi  exprimer  la  surface  EFGD  en  fonction 
de  l'hypoténuse  a,  en  remarquant  que  EFGD  est  la 
somme  du  trapèze  EFMD  et  du  triangle  rectangle  FMG, 
dont  il  est  facile  d'évaluer  les  surfaces. 
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CORRESPONDANCE. 


I.     Lettrç  de  M.  de  Jonquières  à  M.  Gerono. 

MoDi SIEUR   ET    CHER    PROFESSEUR, 

Vous  avez  bien  voulu  m'inviler  à  rechercher  s'il  existe 
des  nombres  entiers,  autres  que  5,  dont  chacun  jouisse, 
comme  celui-ci,  de  la  double  propriété  d'être  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs  (5  =  i*  +  a')  et 
d  avoir  pour  carré  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres 
consécutifs  (5*  =  3*  -H  4*  )»  ajoutant  que  vous  éiiez  porté 
à  croire  qu'il  n'y  en  a  aucun. 

La  chose  se  prouve  sans  difficulté  pour  tous  les  nombres 
premiers  autres  que  5  et  pour  tous  les  nombres  composés 
de  deux  facteurs  simples,  comme  vous  le  verrez  par  la 
démonstration  que  j'ai  l'honneur  de  vous  communiquer. 
Mais  il  reste  à  chercher  si  le  théorème  est  vrai  pour  tout 
nombre  composé  de  plus  de  deux  facteurs  simples. 

En  me  livrant  à  cette  étude,  nouvelle  pour  moi,  j'ai 
rencontré  la  propriété  suivante  des  réduites  d'une  cer- 
taine classe  de  fractions  continues,  qui  peut-être  n'a 
point  encore  été  remarquée.  J'observerai  pourtant  que, 
dans  le  très-intéressant  et  important  Mémoire  de  M.  Lucas, 
intitulé:  Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Léonard 
de  Pise  et  que  vous  avez  bien  voulu  me  communiquer 
hier,  je  trouve  (p.  2)  une  relation  semblable  (au  moins 
quant  à  Tune  des  deux  parties  de  ma  proposition)  entre 
les  termes  de  même  rang  de  la  série  de  Lamé,  qui  ne  sont 
autres  que  ceux  des  réduites  de  la  fraction  continue  sui- 
vant laquelle  se  développe -—  •  Bien  qu'il  n'y  ait  pas 

une  analogie  complète  entre  ce  cas  particulier  et  le  cas 
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général  que  j'ai  examiné  avant  d'avoir  eu  connaissance 

de  l'ouvrage  de  M.  Lucas,  j'ai  cru  ne  pas  devoir  passer 

sous  silence  le  rapprochement  auquel  le  passée  cité 

donne  lieu. 

Cela  dit,  voici  la  proposition  dont  il  s'agit  : 

p 
Théorème.  —  Si  l'on  représente  par  r^  la  réduite  de 

rangn  lia  première  étante  selon  V  usage,  -  )  de  la  frac- 
tion continue  suivant  laquelle  se  développe  la  racine 
carrée  de  a*  -h  i  {a  étant  un  nombre  entier),  on  a  la 
deux  relations 

P*,=  P«.Q»4-P«4.iQiH.i, 
Qi«==Qii'-*-Qi^'. 

On  en  conclut,  par  exemple,  que  5  est  le  seul  nombre 
premier  (car  i  ne  doit  pas  èlre  compté)  qui  soit  et 
dont  le  carré  soit  aussi  la  somme  dés  carrés  de  deux  nom- 
bres consécutifs.  Je  le  démontre  aussi  par  une  antre 
voie  qui  a  l'avantage  de  donner  à  cette  proposition  une 
plus  grande  extension. 

L'élude  de  la  fraction  continue  dont  il  est  question 
ci-dessus  donne  encore  lieu  aux  remarques  suivantes, 
qui  m'ont  été  suggérées  par  la  lecture  du  Mémoire  de 
M.  Lucas.  Les  notations  demeurant  les  mêmes,  il  est 
aisé  de  démontrer  qu'on  a  toujours 

P,  P„+.  -  P-.  Pn-f-a  =  (—  1  )"-*  aa  (fl»  -h  I  ), 
P;-P^.P,^.=:(-i)"-(«»4-0, 

Q»  QiH-.  —  Q«-.  Q»+a  =  (  —  I  )"  a«, 

q;-q.-.q«+i  =  (-o% 

Q«  Q/H-i  —  Qn-i  Q«-3  =2a  Qa(«-i  ). 

E.    DE    JONQVIÈRES. 

Paris,  39  avril  1878. 
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2.  Extrait  d'une  lettre  de  M,  S,  Reaîis.  —  u  .. .  Per- 
mettez-moi d'observer  que  la  solution  donnée  (p.  iSs) 
de  la  question  ia37  n'est  pas  satisfaisante.  Cette  solu- 
tion, en  effet,  ne  convient  qu'au  cas  Irès-parliculier  où 
^9^9  7)^  soi^l  ^ous  <l^s  nombres  pairs;  dans  les  autres 
cas,  l'expression  proposée  se  trouve  décomposée,  par  la 
formulé  de  M.  Cauret,  en  deux  facteurs,  dont  l'un  est  la 
somme  de  quatre  carrés  entiers,  tandis  que  l'autre  est  la 
somme  de  quatre  carrés  fractionnaires.  La  formule  men- 
tionnée ne  répond  donc  pas  k  l'énoncé  de  la  question.   » 

Dans  l'égalité 

P»-hQ'-+-R»-+-S»  =  A(A-+-2B4-  I  ) 

=  (a»-l-6»-f-7»-f-^)(a»-f-e*4-7'-+-^'-+-a-+-€-|-7-*-^-4-i) 

-h(27^-i)»-+.(2j+i)«]n, 
établie  (p.  i33),  le  facteur 

i[(2a-f-  i)»-+-(26-M)»-4-(27-+-  i)»-+-(2J-h  lY] 
est  effectivement  la  somme  des  carrés  des  quatre  nombres 

r         •  •  I     />         1  i     *,         X 

Iractionnaires  «H — ,0-1- -ïVH — >oH — • 

2  2^2  2 

Mais  cette  somme  peut  toujours  être  transformée  en  la 
somme  des  carrés  de  quatre  nombres  entiers.  Les  calculs 
de  cetle  transformation  sont  complètement  indiqués  dans 
une  solution  de  la  question  1237,  que  M.  Realis  nous  a 
communiquée. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  a  -f-  6  -H  y  H-  î 
est  un  nombre  pair,  ou  impair. 


{*)  Nous  rétablissons  ici  le  terme  (2^  +  1)'  qui   a  été  omis  dans 
l'impression. 
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Dans  le  premier,  B  ou  ^ est  un  nombre 

entier,  et  il  en  est  de  même  de 

Bh-  I,  B—  (7-i-a),  B— (6-è-  ^),  B— (a-f-^). 
Or,  on  ayant  égard  aux  relations 

2B  =  a-+.6-H7-l-J     et     A  =  a»-l-6»-4-7*4-^, 
on  a 

A  H-  2B  -M  =  (B  -+-  I  )^  ■+-  [B  —  (7  -+-  J)  ]» 

-h[B-(S-f.^)p-+-[B-(a4-^)yî 

donc  A  •+- 2B4- I  ou 

(»+îy+(«+^y+(7+î)'-^-(*+î)' 

est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  quatre  nombres  en- 
tiers. 

Lorsque  a  -h  6  -h  7  -h  ^  est  impair,  B  -h  -est  un  nom- 
bre entier,  et  il  en  est  de  même  de  B  H a,  B  H G, 

2  2 

B  -f» 7»  B  H J,  et  Ton  a  encore 

2  2 

A-+-2B-h  I  zzr  ^B-l-  i  — aV-t-  /^B-+-i  — €] 

+  ^8  +  ^-7)'-+- (fi-f-^-^y; 
donc,  dans  les  deux  cas,  A  -H  2  B  -+-  1  ou 

est  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés  entiers. 

3.  Une  solution  de  la  question  1 287  nous  a  été  adressée 
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par  M.  Pisanî,  trop  tardivement  pour  qu'il  aîtëié  pos- 
sible d'eu  faire  mention  dans  le  numéro  de  mars  dernier. 
En  nommant  ikp  le  nombre  pair 

• 
a^  -f  S'  -4-  V'  -f-  5*  -+-  a  H-  6  -f-  7  4-  ^, 

un  calcul  assez  simple  a  conduit  à  régalilé 

P»  -f-  Q»  4-  R'  -4-  8»=  (a»  -h  6»  -+-  7'  -4-  ^')  (  2/>  -+-  I  ). 

Le  nombre  impair  a/>-Hi  est,  comme  le  remarque 
M.  Pisani,  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés  entiers  dont 
deux  sont  égaux;  reste  à  exprimer  ces  carrés  entiers  en 
fonction  de  oCyS^y^d  :  c'est  ce  qui  manque  à  la  solution 
de  M.  Pisani.  On  y  prouve  seulement  que  a/>  H-  i  est  la 
somme  des   carrés  des  quatre   nombres  fractionnaires 

«H — t  ê-h ->  yH-->  5h — ,  ce  qui  résulte  aussi  de  la 
formule  de  M .  Cauret.  (  G .  ) 


EXERCICES  SUR  LE  TÉTRAfiDRE; 

Proposés  par  M.  GENTY. 


1.  Si,  dans  un  tétraèdre,  les  arêtes  opposées  sont 
égales  deux  à  deux,  on  peut  dire  que  ce  tétraèdre  est 
isoscèle.  Les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  isoscèle  sont 
évidemment  des  triangles  égaux. 

Soient  a,  &,  c  les  côtés  de  Tun  de  ces  triangles, 
Â,  B  et  C  les  angles.  Soient  de  plus  a,  {3,  y  les  médianes 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  a,  i  et  c  respective- 
ment, aux  milieux  des  côtés  opposés  du  tétraèdre. 
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(  "4  ) 

^*  -+-  r'  —  . 


^  2 

<j'  4-  6»  —  c^ 


1'  = 


2 

*«  =  7«-haS 

c»  =  a»  -h  p». 


3.  Les  médianes  sont  en  même  temps  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et  elles  for- 
ment un  trièdre  tri  rectangle. 

4.  Les  angles  dièdres  opposés  du  tétraèdre  sont  égaax 
deux  à  deux;  et,  si  f ,  ^^  0  sont  les  angles^dièdres  qui  ont 
pour  arêtes  les  côtés  a,  &  et  c  de  la  face  ABC,  on  a 

sin  f sin^' sînG 

abc 
et  par  suite 

sin  9  sin  i|* sin  ô 

sin  A      sm  B      sin  C 

5.  Si  V  est  le  volume  du  tétraèdre,  on  a . 


On  a  aussi 


3 


abc 


V^  — -^cosAcosB  cosC> 


6.  Si  S  est  Taire  de  Tune  des  faces  du    tétraèdre, 
on  a 


g^\/PV  +  7'a»-ha'p' 
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On  a  donc  aussi 

_(a'h  b-he]  {b  -^  e  —  a)  {e -^  a  —  b)  {a -{^  b  —  c) 

~  4 

7.  Le  point  d^niersecdou  des  médianes,  qui  est  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre,  est  en  même  temps  le 
centre  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

Si  R  et  r  sont  les  rayons  de  ces  deux  sphères,  on  a 


R»  = 


a«P'7» 


fl*^V  ces  A  cosB  cosC 

"~  (a  -+-  ^  -t-  c)  (^  -+-  c  —  fl)  (c-ha  —  ô)  [a-h  ù  —  c)^ 
a'  -f-  S«  -f-  7'       fl*  -4-  ^'  -f-  c« 

4       ~        8 

8.  Tous  les  angles  plans  d*un  tétraèdre  isoscèle  sont 
nécessairement  des  angles  aigus. 

9.  Si  Ton  désigne  par  P  la  puissance  de  Tun  des  som- 
mets du  tétraèdre  par  rapport  à  la  sphère  inscrite,  on  a 

~~  [a  -h  b  -h  c)  [b  -\-  c  —  flj  [c  -ha  —  à)  [a  -h  b  —  a] 
^  (p^  +.  7^1  (7'  -^  «')  («'  +  y)  . 
4(P'7'-^-7'''*"-^«'P') 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1232 

(TOir  p.  i30}; 

Par  m.  a.  PELLISSIER. 


JEn  un  point  M  d'une  conique,  on  construit  la  parabole 
osculatriccy  et  Von  prend  le  symétrique  Vdujoyer  F 

Ann.  de  MathémaC,  i*  série,  t.  XVII.  (Mai  1878.)  l5 
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de  cette  parabole^  par  rapport  à  la  tangente  en  M; 
démontrer  que  le  point  M  et  son  symétrique  N  par  rap- 
port à  P  sont  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieude^ 
sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique, 

(Làguerre.) 

La  parabole  osculatrice  d'une  ellipse  au  point  M  a 
même  axe  de  déviation  que  celte  dernière  en  ce  point: 
elle  lui  est  tangente,  et  elle  a  même  rayon  de  courbure. 
On  en  conclut  immédiatement  que  OM  est  un  diamètre 
de  la  parabole  osculatrice.  Le  foyer  F  de  cette  courbe 
se  trouve  donc  sur  la  ligne  MF,  symétrique  de  MO,  par 
rapport  à  la  tangente  MT. 

D^autre  part,  le  rayon  de  courbure  de  Tellipse  en  M 
est 


ou 


ab  a'  sin  ô 

en  appelant  d  le  demi-diamètre  OM,  V  son  conjugué,  et 

d  Tangle  de  ces  deux  diamètres. 

Le  rayon  de  courture  de  la  parabole,  au  même  point, 

P' 
est  — r— T»  où  P'  est  le  paramètre  du  diamètre  OM. 

2  sm  0  ^ 

On  a  donc,  en  égalant  ces  deux  rayons  de  courbure. 
h'^  P' 


a!  sin  9 

2Sin9 

ou. 

en  remarquant  que  P' 

=  4 

FM, 

2.FM  = 

:MN 

6" 

par 

suite 

a' 

ON  =  OM  + 

MN 

=  fl'-h 

et 

OM  X  ON 

=  a'  in'  + 

'4\- 

=  a"-l- 

b": 

Digitized  by  VjOOQIC 


(    227    ) 

La  dernière  égalité  montre  bien  que  les  points  M,  N 
sont  réciproques  par  rapport  au  cercle  a:*  -hj*  =  a*  -h  i*. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note  du  rédacteur.  —  Dans  le  Traité  des  sections  coniques  de  M.  Sal- 
mon,  il  est  démontré  (p.  206,  3*  édit.,  i855)  qu'en  désignant  par 
x*  +  ^xjr-^-Cjr*-i-Ejr  =  Of  l'équation  d'une  conique,  rapportée  k  une 
tangente  et  à  la  normale  au  point  de  contact,  la  parabole  osculatrice  en 
ce  point  a  pour  équation 

il  en  résulte  évidemment  qu'au  point  de  contact  les  deux  courbes  ont 

le  même  diamètre. 

*'»  P' 

Les  expressions     .    .    ^>  — ; — -   des  rayons  de  courbure  se  trouvent 
"^  a'sind     2sind  ' 

aussi  dans  le  même  ouvrage  (p.  207  et  208). 

L'égalité  CM  x  ON  ==  a'+  ^'  indique  un  moyen  très-simple  de  dé- 
terminer la  parabole  osculatrice  en  un  point  M  d'une  ellipse  donnée  ; 
car  cette  égalité  donne  immédiatement  le  point  N,  et  en  prenant  le  symé< 
trique  F  du  milieu  P  de  MN,  par  rapport  à  la  tangente  en  M,  on  a  le 
foyer  de  la  parabole.  La  directrice  de  cette  courbe  s'obtient  en  menant 
an  point  P  une  perpendiculaire  à  la  direction  du  diamètre  CM.      (G.) 


SOLUTIONS  DE  OGESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1239 

(Tolr  a*  férié,  t.  XVI,  p.  a88  ); 

Pa&    m.    Edouard    LUCAS. 


V équation  or'  —  Gol^x  —  3a6  (a  -i-  6)  =0,  dans  la- 
quelle aetë  sont  des  entiers  quelconques  qui  n"* annulent 
pas  le  dernier  terme^  na  pas  de  racines  entières. 

(S.  Reàlis.) 
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En  effet,  Téquation  peut  être  écrite  ainsi  : 

(or  -4-  a)»  -+-  (j?  +  6)»  =:  («  -4-  a  -f-  6)», 

et  Ton  sait  qu'Euler  a  démontré  que  jamais  un  cube 
entier  ou  fractionnaire  n'est  égal  à  la  somme  de  deux 
cubes  rationnels  (*). 

Note,  —  Là  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1240 

(voira*  série,  t.  XVI,  p.  aSS)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Véquation 

ar*  —  (P  —  7)  X  -4-  ay  =  G, 

dans  laquelle  a  et  y  sont  des  entiers  plus  grands  que 
zéro^  et  (3  est  un  entier  satisfaisant  à  la  condition 

OU  bien  à  la  condàion 

a  au  moins  une  racine  réelle  incommensurable. 

(S.  Reàlis.) 

Le  coefficient  du  premier  terme  étant  i,  réquation 
n'admet  pour  racines  commensurables  que  des  racines 
entières  ;  de  plus,  elle  a  une  racine  réelle  de  signe  con- 
traire à  ay,  c'est-à-dire  négative. 

Substituant  à  x  dans  le  premier  membre  successi- 
vement —  (x  —  i  ),  —  a  et  —  (a  4-  ï  )»  ^^  *  ^®*  tToh  ré- 

{*)  Voir  V Algèbre  d'EuLER,  ou  la  Théorie  des  nombres  de  Legbhdrk. 
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sultats 

-(a-l)[(«-l)'-p]  +  y. 

-«(a'-P). 
-(a-.)[(a  +  l)'-p]-7. 

Si  Ton  a  a^>  j3^(a  —  i)',  les  deux  premiers  résul- 
tats sont  de  signes  contraires,  et  Téquation  a  une  racine 
incommensurable  comprise  entre  —  (oc  —  i  )  et  —  a. 

Si  l'on  a  a'  <^  P  5  (a  -h  I  )*,  les  deux  derniers  résultats 
soDt  de  signes  contraires,  et  l'équation  a  une  racine 
incommensurable  comprise  entre  —  «et  —  (a-Hi). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Le  même  théorème  s'applique  évidemment  à  Téqua- 
lion 

^— (P  — 7)^  — «7  =  o> 
qui  a  une  racine  incommensurable  comprise  entre  a  —  i 
et  a,  ou  entre  a  et  oc  -f-  i . 


Question  1243 

Uoir  »•  térle,  l.  XVI.  p.  335  )  ; 

Par  m.   FEaDiKâNDO  PISANL 

((  Dans  tous  les  triangles  circonscrits  à  une  conique 
donnée^  et  tels  que  les  hauteurs  passent  par  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés,  le  rapport  d'une  hauteur 
du  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  son  pied 
est  constant.  »  (Poujade.) 

Soient  ABC  le  triangle  circonscrit*,  a,  i,  c  les  pieds 
des  hauteurs  Aa,  Bi,  Cc^  O  le  centre  de  la  conique  tan- 
gente aux  côtés  du  triangle  aux  points  a,  £,  c  ;  Oa  ,06', 
0{/  les  rayons  conjugués  des  rayons  0a,0i,0c,  qui 
passent  par  les  pieds  des  hauteurs  ('*'). 

■ ^ — . 

{*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure^ 
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On  sait  que  les  droites  Oa',  Oi',  Oc'  sont  respective- 
ment  parallèles  aux  côtés  BC,AC,AB  du  triangle  cir- 
conscrit. En  outre  ou  a,  d'après  le  théorème  de  Newton, 


Cil 

^Cb 

D'autre 
donne 

part,  la 

similitude  des 

triangles 

A 

flC, 

BbC 

Cb~~ 

ka 
Bb' 

donc 

ka 

Oa 

ka 
Oa' 

~0b'' 

C*est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Lez. 


Question  1247 

(  Tolr  a*  série,  t.  XVI,  p.  336); 

Par  m.  E.  DUNOYER, 

Élève  en  'Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Marseille. 

Dans  les  surfaces  du  second  ordre  à  centre  unique, 
ce  centre  pouvant  d^ ailleurs  être  situé  à  distance  finie, 
ou  infinie,  le  lieu  des  points  tels  que  les  génératrices 
rectilignes  réelles  ou  imaginaires  soient  orthogonales 
est  donné  par  V intersection  réelle  ou  imaginaire  de  la 
surface  considérée  asfec  la  sphère  de  Monge^  relative  à 
cette  surface.  ( Escart.  ) 

On  peut  donner  plusieurs  démonstrations  de  ce  théo- 
rème ;  voici,  je  croîs,  la  plus  simple.  1 

Soient  AB  et  AC  deux  génératrices  orthogonales, 
réelles  ou  imaginaires  ;  le  plan  BAC  est  tangent  à  la  sur- 
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face.  Le  plan  mené  par  ÂB  et  perpendiculaire  à  BAC 
est  tangent  à  la  surface,  puisqu'il  la  coupe  déjà  sui- 
vant une  génératrice  rectiligne.  De  même,  le  plan  mené 
par  AC  perpendiculaire  à  BAC  est  tangent.  On  a  ainsi 
trois  plans  tangents  rectangulaires  passant  par  le  point 
A  :  donc  ce  point  se  trouve  sur  la  sphère  de  Monge^  par 
conséquent,  le  lieu  du  point  A  est  donné  par  Tintersec* 
tion  Je  la  surface  considérée  avec  la  sphère  de  Monge, 
relative  à  cette  même  surface. 

Aote,  —  Solutions  analogues  de  MM.  Barbarin  et  Couette. 


Question  1252 

(Toir  a*  térie,  t.  XVl,  p.  432); 

Par    m.    BEAUGEY, 

Élèye  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Grenoble. 

Soient  O  et  XY  un  point  et  une  droite  fixes.  Du 
point  O  on  mènejusquà  la  droite: 

OA  quelconque^ 

OB  perpendiculaire  à  OA  ; 

OC  bissectrice  de  V angle  droit  AOB; 

OD  perpendiculaire  à  OC. 

Déterminer  le  minimum  de  la  somme  AB  -4-  CD  des 
deux  hypoténuses. 

Du  point  O  j'abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur  la 
droite  XY.  Soit  OP  =  a  ;  soient  aussi  a  et  6  les  angles 
BOPetCOP. 
J'ai 

AB  =  BP  -f  PA=i<i(tanga  -h  cota), 
CD=:CP  -i-PD  =  rt  (langg  -f-  cote); 
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d'où 

AB  -i-CD  =fl  (tanga-f-cota-f-  tang  6 -h  cotC). 

Mais 

I 

langa-i-  cota 


sina  cosa 


et 


donc 


Or 


tang  6  -h  cote  =  -t-t \ 

sin6cos6 

AB-4-CD=    a(- î ^-^ s) 

\sinaco$s        sin6cos€/ 

(sin2a  -h  sin^SX 
— : • — r- 
sinaasin26    / 

-     r  &in  [oL-h  6]cos(g— -  6)"| 

L  sin2asm26  J 


a -h  6  =  45*,     8in(a  4-6)  =-v^25 


donc 

ces  (  a  -—  p  ) 


/ —    v,i 
AB-1-CD=  2«  V2  -r 


sin2asin2p 
cosa  cos6  +  sinasinS 


4 sina  cosa  sin6  cos€ 

^  -«  V^    ( -: r— ^  -i r  )» 

2  \sinasiD6        cosacosp/ 

a  -h  s  ayant  une  valeur  constante  de  45  degrés,  le  prodaii 
sîn  a  sin  B  est  maximum  pour  a  =  S)\l  eu  est  de  même 

de  cos  a  cos  6  =  sin  ( a  j  sin  ( S\\  donc  le  mini- 
mum deAB  +  CD  aura  lieu  pour  a  =  S,  c'est-i-dire 
lorsque  les  deux  triangles  seront  symétriques  par  rapport 
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à  la  perpendiculaire  OP,  abaissée  do  point  O  sur    la 

droileXY(*). 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Armand  Bertrand, 
propriétaire  à  Azillanet  (Hérault);  F.  Loppé,  caporal  au  119*  de  ligne; 
Louis  Rajola  Pescarini,  à  Naples;  Ferdinando  Pisani,  professeur  à  Tln- 
stitut  technique  de  Girçenti;  Thornton,  à  la  Virginie;  Jamet,  Moret- 
Blanc;  Droz,  ingénieur  à  Zurich;  P.  Sondât;  Les;  Morel;  Lacombe; 
Th.  Franchy,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins;  Robaglia;  Cotte- 
reau,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Chàteauroux 
(classe  de  M.  Escary);  Eugène  Dclmas,  élève  du  lycée  de  Lyon.    . 

M.  Bertrand  en  a  donné  deux  solutions;  la  première,  entièrement 


(•)  tor«,ae  «  =  6,   l'é0.1ité  AB -H CD  =  ^„»in(«  +  6)  co.(«- g) 
^  '        u  1  8IU  2  a  .  sin  a  6 

devient  AB  +  CD  =  4a  -: =  àaJï.  Donc  le  minimum  de  AB+GD 

sin2a  ' 

est  4^^. 

Les  plus  petites  valeurs  de  la  somme  et  du  produit  des  deux  hypoté- 
DQses  AB,  CD  peuvent  être  déterminées,  sans  calculs,  au  moyen  des 
considérations  suivantes  : 

Remarquons  d'abord  qu'en  menant  d'un  point  donné  O  des  droites 
aux  milieux  M,  M' des  hypoténuses  AB,  CD,  on  forme  un  triangle  OMM' 
qui  est  rectangle  au  point  O;  car  les  angles  OMM',  OM'M,  extérieurs 
aux  triangles  isoscèles  OAM,  ODM',  sont  respectivement  doubles  des 
angles  A  et  D,  dont  la  somme  est  égale  à  la  moitié  d'un  angle  droit. 

Et,  comme  OM  =  -  AB,  et  OM'  =  -  CD,  on  voit  que  la  question  propo- 
sée se  ramène  à  trouver  le  minimum  de  la  somme  OM  +  OM'  des  deux 
côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  MOM',  dont  la  hauteur  OP 
est  invariable  et  donnée. 

Il  est  évident  que  l'hypoténuse  MM'  de  ce  triangle  ne  peut  être 
moindre  que  le  double  de  la  hauteur  OP  et  qu'elle  est  égale  à  aOP, 
quand  le  triangle  est  isoscèle  ;  à  partir  de  cette  valeur  aOP,  l'hypoté- 
nase  peut  croître  indéfiniment.  Or,  lorsque  l'hypoténuse  augmente,  il 
en  est  de  même  de  la  somme  des  carrés  et  du  produit  des  deux  côtés 
OM,  CM'  de  l'angle  droit,  et,  par  suite,  la  somme  OM  -h-  OM'  de  ces 
deax  cotes  est  croissante.  Donc  les  plus  petites  valeurs  de  OM  •+■  OM' 
et  de  OM  x  OM'  sont  celles  que  ces  deux  quantités  prennent  quand  le 
triangle  OMM'  est  isoscèle.  Dans  ce  cas  on  a 

0M4-0M'=20Pv^     et     OMxOM'  =  OP  X  MM'=  aOP». 
De  là  résulte  que  les  minima  de  la  somme  et  du  produit  des  deux 
hypoténuses  AB,  CD  ont  pour  valeurs  40P^2,  et  SÔP'.  (G.) 
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analytique,   consiste  en  des  calculs  de  Trigonométrie  et  de  dériféet; 
voici  la  seconde  ;  nous  consenrons  la  rédaction  de  Tauteur  : 

«  La  solution  de  cette  question  se  déduit  comme  corollaire  de  la  pro- 
position suivante,  que  nous  allons  démontrer: 

•  Si  l'on  considère  un  angle  constant  AOB,  tournant  autour  du  sommet 
O,  et  une  droite  indéfinie  XY  ;  le  segment  AB  déterminé  par  les  côtés  de 
V angle  AGE  sur  la  droite  XY,  sera  minimum  quand  le  triangle  AOB 
sera  isoscèle, 

»  Abaissons  OP  perpendiculaire  sur  XY  et  posons 

OP  =  A,     AOP  =  ç»,     BOP  =  /,     ç»H-ç»'=a. 

»  L^  triangles  rectangles  AOP,  BOP  donnent 

AP  =  A  tangp,    BP  =  A  Ung^'; 
igoutons  membre  à  membre,  il  vient 

AB  =  A  (tang^  H- tangç)'). 
Or  nous  avons 

,  sin  a  a  sin  a 

tango  -h  tango' = ;  = -. p.- 

'^  ^        C08Ç7  CO89'       cosa-l-cos(9  —  ^') 

Sous  cette   forme,  on  voit  facilement  que  l'expression   est  minimon 

quand  ^'  =  ^. 

»  Remarquons  maintenant  que,  dans  la  question  proposée,  on  a 
AB  -+-  CD  =  AD  -H  CB. 

»  Or,  d'après  ce  qui  précède,  les  segments  AD,  CB  seront  minima 
quand  les  triangles  AOD,  COB  seront  isoscéles;  d'ailleurs,  les  angles 
AOC,  BOD  étant  égaux,  ces  minima  auront  lieu  simultanément.  Donc, 
puisque  les  deux  parties  AD,  CB  de  la  somme  AB  +  CD  sont  simulta- 
nément minima  quand  AOD  est  isoscèle,  la  somme  AB  -h  CD  sera  elle- 
même  minimum  dans  les  mêmes  circonstances.  • 


Question  1253 

(Toir  a*  série,  l.  XVI,  p.  43a): 

Pah    m.    GAMBET, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne. 

On  propose  de  résoudre  les  équations 

zy  —  r'z=ik,     X3  — .s'r=B,     xy^t^^C^ 
st  —  rx  =  D,     tr  —  syz=.  E,     rs  —  zt=i¥, 

(J.  Ch.  Dupai».) 
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Je  pose  d'abord 

BC  — D'   =rt, 

AC-E»  =*,     AB-P  =c, 

EF  -  AD  =  d. 

DF  —  BE  =  e,     DE  —  CF  =/, 

X      t     s 

A     F     E 

t    y     r 

=  *, 

F     B     D 

=  A. 

s     r      z 

E     D     C 

Des  équations  proposées  je  tire  ensuite 

^x  =  a,     ^y"=.h^     dzzzzc^     Sr  =  d^     9s  =  <?,     8t  =/; 

d'où,  en  substituant  dans  Tune  des  proposées,  la  première 
par  exemple,  les  valeurs  de  z^j  et  r,  et  remarquant  que 
Ton  a 

be  —  rf'        ac  —  <?'       ab  - 


on  obtient 


par  suite,  il  vient 


B 


^^z=^; 


=  A, 


d'oùx,  j^,  z,  r,  »ç,  t. 

Il  n'y  a  que  deux  systèmes  de  solutions-,  la  condition 
de  réalité  est  A  >  o. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Sondât;  Jamet 
Thornlon;  Th.  Franchy,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Moulins;  Louis 
Rajola  Pescarinî;  Moret- Blanc;  Ferdinando  Pisani;   Bussy,   élève   en 
Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de  Chftteauroux. 
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Question  1254 

(Totr  1*  ferle,  t.  XVI,  p.  iSaj; 

Pah  m.  moret-blang. 

Démontrer  la  formule  suivante  y  ou  Cj,  est  le  nombre 
des  combinaisons  de  m  objets  n  à  n  : 

(H.  Làuebnt.) 

Soient  a  objets  d^une  première  espèce  et  b  objets 
d^une  seconde  espèce.  Si  Ton  forme  toutes  les  combinai- 
sons de  ces  (a  +  b)  objets  pris  k  kk^  el  que  dans  chacune 
on  mette  successivement  à  la  première  place  chacun  des 
objets  qui  y  rentrent  sans  s'occuper  de  Tordre  des  autres, 
le  nombre  des  groupes  ainsi  obtenus  sera 

Ces  groupes  peuvent  se  partager  en  deux  classes; 
ceux  qui  commencent  par  un  des  a  objets  de  la  première 
espèce  et  ceux  qui  commencent  par  un  des  b  objets  de 
la  seconde.  Le  nombre  des  groupes  compris  dans  la  pre- 
mière classe  est  précisément  le  premier  membre  de  U 
formule  à  démontrer,  et,  comme  chacun  des  objets  se 
trouve  évidemment  en  tête  le  même  nombre  de  fois,  le 
rapport  du  nombre  des  groupes  de  la  première  classe  au 

nombre  total  des  groupes  est r-  On  a  donc 

xci  +  (x-i)c;-'cj'+(/-2)c;-'c',-i-...  ^  _^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


(a37) 

OU 

C.  Q.  F.  D. 

Note,  —  La  formule  a  été  démontrée  par  MM.  L.  Troupenet,  élève  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bordeaux;  Ch.  Doyère,  du  lycée 
de  Caen;  J.  Mouchel  ;  Pescarini;  J.  de  Virieu,  professeur  à  Lyon; 
F.  Romero,  à  SaintJean-de-LuE  ;  Ferdinando  Pisani. 


QUESTIONS. 


1255.  D'un  point  M  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
d*an  triangle  ABC,  qui  rencontrent  respectivement  les 
deux  autres  côtés  en  des  points  a, a*,  6,6;  c, y  :  démon- 
trer que  la  somme 

Ma.  Ma  +  M  ^.  M6  +  Me  M7 

est  égale  à  la  puissance  du  point  M  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  au  triangle. 

(H.  ScHROTER.) 

1256.  La  lettre  /  désignant  un  logarithme  népérien, 
démontrer  les  inégalités 

^ > i--ô--<-  •••  -*-  — > ^ ' î 

2  23  /2  2  12 

3i  n  2         2.3 

-f-  •: r-  >  7  —   -^ ■ 

[n  —  I  )/î       4  ^ 

(C.MOREÀU.) 

1257.  Étant  donné  dans  un  plan  un  pentagone  con- 
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vexe  quelconque  A6CDE,  chaque  système  de  trois  côtés 
consécutifs  de  ce  pentagone  donne  un  triangle. 

Démontrer  que  les  cinq  cercles  circonscrits  à  ces 
triangles  déterminent  par  leurs  intersections  cinq  points 
a,p,7,d,e,  situés  sur  une  même  circonférence. 

(C.  MOREAU.) 

1258.  Soient  ABC  un  triangle  ; 

D,  E,  F  les  pieds  des  hauteurs  menées  des  sommets 
A,B,C: 

O  le  point  d'intersection  de  la  ligne  EF  avec  une  paral- 
lèle au  côté  6C  menée  par  le  sommet  A  ^ 

a  le  milieu  de  BC  5 

G  et  H  les  points  d^intersection  de  AO  et  d'un  cercle 
décrit  du  point  O  comme  centre  avec  Oa  pour  rayon. 

On  demande  de  démontrer  : 

i^  Que  les  droites  a  G  et  a  H  sont,  respectivement,  les 
bissectrices  des  angles  OaB  et  OaC  5 

2°  Que,  si  la  hauteur  AD  coupe  le  cercle  au  point  K, 
on  a  AK  =  Ba.  (Gbhty.  ) 

1259.  Si  l'on  développe  l'expression  (  i  —  aax  -f-  a*)" 
suivant  les  puissances  de  a  :  1°  le  développement  aura 
toujours  un  nombre  impair  de  termes  \  a^  les  coefficients 
de  la  lettre  ordonnatrice  des  termes  équidistants  de  celui 
du  milieu  sont  identiquement  égaux;  3^  si  l'on  égale  & 
zéro  ces  coefficients  qui  sont  des  polynômes  entiers  et 
rationnels  en  o:,  ils  ont  toutes  leurs  racines  imaginaires 
lorsqu'ils  sont  de  degré  pair,  et  ils  renferment,  en  outre, 
une  racine  nulle  lorsqu'ils  sont  de  degré  impair. 

(ESCAKY.) 

1260.  D'un  point  O  pris  sur  une  circonférence  dont 
un  diamètre  est  OE,  on  décrit  une   circonférence  qui 
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reDcontre  la  première  en  des  points  A,B  ^  puis  on  joint 
un  point  quelconque  C  de  la  deuxième  circonférence 
aux  points  A^B^E,  par  des  droites  qui  coupent  la  pre- 
mière en  des  points  F,  D,  G. 

I*  Les  droites  EF,  ED  sont  respectivement  parallèles 
àCB,  CA. 

2^  La  droite  CE  fait  avec  les  côtés  du  triangle  CAB 
les  mêmes  angles  que  la  médiane  partant  du  sommet  C. 

3°  La  droite  CG  est  moyenne  géométrique  entre  G  A 
eiGB. 

(A.  Càmbier.) 

1261.  On  prend  un  point  A  sur  un  diamètre  fixe 
d^une  circonférence  donnée  ;  soit  ABC  le  triangle  isoscèle 
d'aire  maximum,  tel  que  B,  C  soient  des  points  de  la 
circonférence  donnée  et  que  BC  soit  perpendiculaire  sur 
le  diamètre  passant  par  A.  Trouver  l'enveloppe  de  la 
droite  AC  quand  A  se  meut  sur  le  diamètre  fixe. 

(Lemoizie.) 

1262.  Un  point  F  est  donné  par  ses  coordonnées  a,  6, 
relativement  à  deux  axes  OX,  OY,  comprenant  entre 
eux  un  angle  Q  :  on  demande  de  trouver  Téquation  de 
l'hyperbole  qui  passe  par  l'origine  O,  qui  a  le  point  F 
pour  un  de  ses  foyers,  et  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles aux  axes  OX  et  OY. 

Quatrehyperboles  répondent  à  la  question.  L'équation 
de  chacune  d'elles  étant  de  la  forme  xy  —  px  —  çy  =  o, 
il  s'agit  de  trouver  les  quatre  couples  de  valeurs  de  p  et  y, 
exprimées  en  fonctions  des  données  a,  $  et  0. 

(A.  BOILLEAU.) 

1263.  1**  Si  par  deux  points  M,N,  pris  sur  la  circon- 
férence circonscrite  à  un  triangle,  on  mène  des  droites 
faisant  avec  les  côtés  du  triangle  des  angles  a  égaux  et  de 
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(  Mo) 
même  orientation^  les  deux  transversales  qui  joignent 
respectivement  les  trois  sommets  d'angles  issus  de  M,  et 
les  trois  sommets  d'angles  issus  de  N,  se  coupent  ea  un 
point  P  sous  un  angle  constant. 

2?  Déterminer  le  lieu  du  point  P,  quand  on  fait  va- 
rier l'angle  ce.  (P.  TEnaiEa.) 

1264.  On  donne  une  droite  dont  le  coefficient  d'incli- 
naison est  tanga  (axes  rectangulaires).  Indiquer  une 
construction  graphique  qui  donne  directement  tang'a. 
Application  à  la  construction  graphique  d'une  tangente 
à  la  cissoïde  et  à  la  strophoïde,  parallèlement  à  une  di- 
rection donnée. 

(H.  BaocÀRD.) 

1265.  Le  centre  d'un  cercle  O  de  rayon  constant  se 
déplace  dans  son  plan  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
fixe  (y.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point 
fixe  P,  par  rapport  au  cercle  O. 

(Laisant.) 


1266.  Si,  par  le  pôle  de  l'orthogénide 

i-r)' 


'z=a    ^  sm 


on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux 
points  d'intersection  de  cette  droite  avec  l'orthogénide 
forment  un  triangle  équilatéral  {*).  Trouver  le  lieu  du 
centre  de  ce  triangle  etl'enveloppe  du  cercle  circonscrit, 
lorsque  la  droite  oscille  autour  du  pôle. 

(E.  Lucas.) 


(*  )  Voir  2«  série,  t.  V,  p.  3o,  el  t.  XV,  p.  loi. 
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Pour  atteindre  le  but  qu*il  s'est  proposé,  M.  Rouis  a  appliqué  à  la  confi- 
guration de  roreille  humaine  les  données  de  la  Physique  et  le  calcul.  La 
question  à  résoudre  est  devenue  dès  lors  la  suivante  :  Déterminer  le  mode 
suivant  lequel  une  onde  sonore  issue  du  dehors  est  transmise  dans  les  diverses 
parties  de  roreille  humaine,  La  solution  une  fois  obtenue,  il  a  été  possible 
de  lui  subordonner  les  détails  afférents  au  fonctionnement  des  parties  sur  les- 
quelles le  son  transmis  vient  développer  ses  effets. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Livre,  Fauteur  s'attache  à  préciser  le  mode 
suivant  lequel  le  son  est  transmis  par  Toreille  externe,  autrement  dit  par  le 
pavillon  de  Torgane,  par  le  conduit  auditif  et  par  la  membrane  du  tympan. 
Il  détermine  la  direction  qu'y  suivent  les  ondes  ;  il  recherche  les  moyens 
disposés  par  la  nature  pour  y  assurer  la  netteté  du  son  transmis  ;  enfin  il 
déûnit  l'aptitude  sensorielle  de  ces  parties. 

Un  second  Chapitre  est  consacré  à  démontrer  la  possibilité  :  i**  d'entendre 
parla  trompe  d'Eustache  les  sons  produits  à  proximité  de  cet  organe  par  le 
larynx;  o^  de  régulariser  instantanément,  grâce  à  cet  intermédiaire,  l'articu- 
lation de  la  voix. 
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Le  troisième  Chapitre  embrasse  la  double  transmission  du  son  dans  YomW 
moyenne  par  la  cbatne  des  osselets  et  par  Tair  de  ta  caisse.  La  destinatioii 
de  la  cbaîne  des  osselets  et  la  neutralisation  des  ondes  dérivées  susceptibka 
de  nuire  à  la  transmission  de  Tonde  principale  y  sont  Tobjet  de  considérai 
tions  inédites. 

Le  quatrième  Chapitre  porte  sur  un  sujet  resté  presaue  inaccessible  I 
rinvesligation  physiologique  jusqu'à  ce  jour.  Nous  Youfons  parler  de  a 
transmission  du  son  dans  les  diverses  parties  de  Toreille  interne.  Sao^ 
se  dissimuler  les  difficultés  d'un  pareil  sujet,  Tauteur  a  cm  néuH 
moins  pouvoir  Taborder.  Il  a  donc  aéterminé  sur  pièces,  au  point  de  s^ 
géométrique,  le  mode  d'enroulement  spiral  des  rampes,  leurs  proportioo^ 
intérieures  et  enQn  la  disposition  de  leur  surface  initiale  relativement  à  ^ 
direction  des  ondes  sonores  qui  y  arrivent.  Au  moyen  de  ces  données,  il  a 
calculé  la  trajectoire  décrite  par  les  ondes  dans  ces  cavités  ;  puis,  preoaDJ 
comme  second  point  de  départ  la  direction  de  la  trajectoire,  il  est  arrivé  i 
formuler  des  vues  entièrement  nouvelles  quant  au  mode  selon  lequel  les 
ondes  déploient  leur  action  sur  les  éléments  sensoriels  du  limaçon,  autremeol 
dit,  sur  la  zone  membraneuse  de  la  cloison  des  rampes,  sur  les  dents  audi- 
tives et  sur  les  piliers  de  Corti.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  lui  permet 
d'atteindre  un  résultat  remarquable  :  nous  voulons  parler  de  la  reconstruc- 
tion théorique  du  limaçon  selon  son  enroulement  caractéristique  et  sespro- 
f)ortions.  Passant  ensuite  à  l'appareil  vestibulaire,  aux  canaux  denûK^rcn- 
aires  et  aux  cristaux  otiques,  l'auteur  applique  à  la  disposition  de  ces  orgaoes 
une  analyse  oui  le  conduit  à  leur  attribuer  une  destination  en  rapport  a\-ec 
la  nécessité  a'apprécier  l'intensité  absolue  du  son  et  de  prévenir  le  dévelop- 
pement d'ondes  accessoires. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  démontrer  que  la  perception  d'une  onde 
quelconque  exige  le  fonctionnement  solidaire  et  simultané  de  toutes  les 
parties  du  labyrinthe. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  résumé  dogmatique  dans  lequel  l'auteor  a 
exposé  la  théorie  complète  de  l'audition  chez  Phomme,  telle  qu'il  est  conduit 
à  la  formuler  d'après  les  travaux  antérieurs  aux  siens,  et  d'après  ses  recher- 
ches personnelles.  Ce  résumé  suffit  pour  mettre  à  jour  le  caractère  systéma- 
tique et  entièrement  inédit  des  résultats  obtenus,  résultats  dont  la  portée, 
assurée  par  des  observations  de  tout  genre  et  par  le  calcul,  ne  saurait  échap- 
per au  lecteur.  Comme  exemples,  nous  citerons  les  propositions  suivantes» 
qui  sont  les  conclusions  finales  de  la  doctrine  enseignée  dans  le  cours  de 
rOuvrage. 

XX..  La  perception  d'ane  onde  sonore  exige  le  fonctionnement  simnitaoé  et 
solidaire  de  toutes  les  parties  contenues  dans  le  labyrinthe,  autrement  dit  dam 
le  Testibale,  les  canaux  demi-circulaires  et  les  rampes. 

XXI.  Une  onde  n'est  régulièrement  perçue  qu'autant  qu'elle  dëreloppa  sob 
impression  d'une  extrémité  à  l'autre  des  rampes,  soit  directement,  soit  en  se  re- 
produisant d'espace  en  espace. 

XXII.  L'utricule,  les  saccule,  le  canaux  demi-circulaires  membraneux  et  les 
rampes  sont  respectivement  aptes  à  percevoir  la  vitesse  des  ondes. 

XXIII.  Le  saccule,  l'utricule  et  les  canaux  demi-circulaires  membraneux  >^>^''^ 
outre  cela  à  percevoir  l'intensité  absolue  du  son,  et  à  provoquer,  an  moyeo  ^ 
leurs  connexions  avec  le  ganglion  otique,  l'intervention  des  organes  destina  a 
régler  le  jeu  du  tympan. 

XXIV.  Les  organes  contenus  dans  les  rampes  apprécient  Tintensité  relative  o» 
tons. 

41SI  Parb.  -  Imprimerio  d«  GAUTH1£R-V1LLARS,  qoal  doa  àncvallos,  U. 
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BOSET,  professeur  à  TAthénée  royal  de  Namur.  —  Traité  de  Géométrie 
analytique,  précédé  des  Eléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphéri- 
que.  ln-8,  avec  Sass  figures  dans  le  texte  ;  1878 la  fr. 

GILBERT  (Ph.),  professeur  à  l'Université  catholique  de  Louvain.—  Gonra 
d'Analyse  infinitésimale.  Partie  élémentaire.  1^  édition,  grand  in-8; 
1 878 9  fr.  5o 

GILBERT  (Pu.)*—  £tnde  historiqne  et  critique  sur  le  problème  de  la 
rotation  d'un  corps  solide  autour  d*un  point  fixe.  Grand  in-8; 
1878 2  fr.  5o 

LAGRANGE.  —  Œuvres  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins  de  M.  J,-A, 
Scrret,  Membre  de  l'Institut,  sous  les  auspices  du  Ministre  de  l'Instruc- 
tion publique.  Tomes  I  à  VII.  In- 4;  1867- 1877. 
Chaque  volume  se  vend  sépwément 3o  fr. 

Le  Tome  VII  contient  :  1.  Additions  aux  Éléments  d'Algèbre  d'Eulcr.  Ana- 
lyse indéterminée.  —  H.  Leçons  élémentaires  sur  les  Mathématiques  données  à 
l'École  ?lormale  en  1795.— lïl.  Essai  d'Analyse  numérique  sur  la  transformation 
(les  fractions.  —  IV.  Sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles  —  V.  Discours  sur 
l'objet  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  —  VI.  Solutions  de  quelques  Pro- 
Itlenics  relatifs  aux  triangles  sphériques,  avec  une  analyse  complète  de  ces  trian- 
<rU's.  —  Vli.  Éclaircissement  d'une  difficulté  singulière  qui  se  rencontre  dans 
lô  calcul  de  l'attraction  des  sphéroïdes  très'peu  difl'éreiits  de  la  sphère.  — 
VIII.  Compas  de  réduction  pour  la  distance  de  la  Lune  aux  étoiles.  —  IX.  Sur 
i'ori^;ine  des  comètes.  —  X.  Remarques  sur  la  méthode  dos  projections  pour  le 
calcul  des  éclipses  de  Soleil  ou  d'étoiles.  -«-XI.  Sur  le  calcul  des  éclipses  su- 
jettes aux  parallaxes.  —  Xil.  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  l'orbite  des 
comètes  d'après  les  observations.  —  XIII.  ?Iouveau  moyen  de  déterminer  la  lon- 
fritude  de  Jupiter  et  de  Saturne  au  moyen  d'une  Table  à  simple  entrée.  — 
XiV.  Addition  au  Mémoire  sur  le  calcul  des  éclipses  sujettes  aux  parallaxes.  — 
\V.  Sur  la  diminution  de  l'obfiquité  de  l'éoliptique.  —  XVI.  Sur  les  interpola- 
lions.  —  XVII.  Valeurs  des  variations  annuelles  des  éléments  des  orbites  des 
planètes.  —  XVlll.  Équation  pour  la  détermination  des  éléments  de  l'orbite 
d'une  planète  ou  d'une  comète  au  moyen  de  trois  observations  peu  éloignées. — 
XIX.  Essai  d'Arithmétique  politique  sur  les  premiers  besoins  de  l'intérieur  de  la 
Rt'publique.  —  XX.  Lettera  di  Luigidi  La  Grange  Tournier,  Torinese,  ail'  illu- 
ilTissimo  signor  conte  Giulio  Carlo  da  Fagnano,  contenente  una  nuova  série 
per  1  diflercnziali  ed  integrali  di  qualsivoglia  grade,  corrispondente  alla  Newto- 
iiiana  pcr  le  potestà  e  le  radici.  —  XXI.  Note  sur  un  paradoxe  qu'on  rencontre 
dans  les  formules  de  l'attraction  d'un  point  sur  une  surface  sphérique  quel- 
conque.—XXII.  Note  sur  la  métaphysique  du  Calcul  infinitésimal. —  XXIII.  For- 
mules relatives  au  mouvement  du  boulet  dans  l'intérieur  du  canon,  extraites 
lies  manuscrits  de  Lagrange,  par  M.  Poisson. 

Le  Tome  VII,  qui  vient  de  paraître,  clôt  la  série  des  Mémoires  publiés  séparé- 
mont  par  Lagrange,  savoir  :  Mémoires  extraits  des  Recueils  de  V Académie  de 
Turin,  de  V Académie  Bojraîe  des  Sciences  et  Belles 'Lettres  de  Berlin  ^  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  et  de  la  Classe  des  Sciences  mathématiques  et phy- 
iques  de  l'Institut  de  France,  et  Pièces  diverses  non  comprises  dans  les  Recueils 
académiques. 

Les  Tomes  suivants,  qui  seront  moins  volumineux  que  les  précédents,  com- 
prendront les  Ouvrages  didactiques,  ainsi  que  les  Mémoires  inédits  et  la  Cor- 
respoudance  de  Lagrange,  savoir  : 
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Mécanique  analytique,  V*  Partie.  —  Tome  XII.  Mécanique  analytique.  II*  Partie, 
Tome  XIU.  Mémoires  inédits.  —  Tome  XIV.  Correspondance. 

Le  tome  VIII  est  sous  presse. 
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ÈTIIDK  SDR  US  DÉCOMPOSITIONS  EN  SOMIIIES  DE  PEUX  CARRÉS, 
DIIC4RRB  D'UN  NOHDRE  ENTIER  COMPOSE  DE  FACTEURS  PRE- 
HIERS  DE  LA  FORME  4  n  +  i ,  ET  DE  CE  NOMRRE  LUI-MÊME. 

FOKlItJLBS  BT  kPVLlCkTlOV  A  hk  KÉSÔLtJTION  COMPLÈTE,  EN 
IfOHBRES  ENTIERS,  DES  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES,  SI- 
MULTANÉES, J  =  X* -+-  (x-f-i)'ETj*  =  «*-t-  (z-J-i)*; 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


I.  Soient  ft^/t'^fii  •••^fn  les  n  facteurs  du  nombre 
N,  que  nous  supposerons  d'abord  à  la  première  puis- 
sance et,  par  suite,  tous  différents  entre  eux. 

Chacun  d'eux  étant  un  nombre  premier,  de  la  forme 
4^+1 9  se  décompose  d'une  seule  manière  en  une 
somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  On  a  donc 

et  nous  supposerons  a,-  [>  bi  \  car  les  deux  nombres  a,-,  bi 
sont  inégaux,  Tun  pair  et  l'autre  impair. 

Le  nombre  I  de  toutes  les  décompositions  possibles  du 
nombre  N  en  une  somme  de  deux  carrés  est,  dans  le  cas 
actuel  y  donné  par  la  formule  I  =  ya"=:2""*,  et  le 
nombre  1!  des  décompositions  de  N'  par  la  formule 

•  I'=i(3--i). 

(/^otrjGAcss,  Recherches  arithmétiques,  p.  iSy.  —  Le- 
OBNDRE,  Théorie  des  nombres,  a*  édition,  p.  a68,  et 
Genocchi,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
i.  Xin,  I'*  série,  p.  i65.) 

Ces décompositions  de  N'  se  subdivisent  en  n 

Ànn.  de  Mathimat,,i*  série,  t.  XVH.  (Juin  1878.)  16 
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(  a4a  ) 
espèces  distinctes,  que  nous  désignerons  par  les  signes 

(EO,(E.),  ...,{K»); 

Celles  de  la  première  espèce  (E|)  sont  au  nombre  de 
n,  et  dans  chacune  d'elles  les  deux  nombres  composants 
admettent  n —  i  facteurs  communs  avec  N. 

Celles  de  la  deuxième  espèce  (Et)   sont  au  nombre 

de  2  — -y  et  dans  chacune  d'elles  les  deux  nombres 

1.2 

composants  admettent  n  —  a  facteurs  communs  avec  N. 
Celles  de  la  troisième  espèce  (Es)  sont  au  nombre  de 

a*  LL i,   et  chacun  des  deux  nombres  com- 

posants  y  admet  n  —  3  facteurs  communs  avec  N. 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  espèce  (£«),  qaî 
comprend  a'*'~'  solutions  (nombre  précisément  égal  à 
celui  des  décompositions  de  N),  dans  aucune  desquelles 
Tun  ou  Tautre  des  nombres  composants  n'a  de  factear 
commun  avec  N. 

Le  nombre  total  de  ces  décompositions,  dans  les  n  es- 
pèces réunies,  est  donc 

1.2  1 .2.3 

3--1 

-4-  2»-»/f  -f-  2"-«  = 

2 

Les  proposition» précédentes,  que  M.  Volpicellîa  sim- 
plement énoncées,  à  peu  près  dans  les  mêmes  termes| 
dans  le  tome  IX  (i"  série)  des  Noui^elles  Annalvs, 
année  i85o,  sont  intuitives.  Il  est  évident,  en  effet, 
que  parmi  les  V  décompositions  de  N*  doivent  se  trouver 

celles  de/*,  (  j:  )  et  de  ses  analogues,  formant  une  pre- 
mière espèce,  dans  laquelle  f^  est  facteur  commun 
des  deux  nombres  x  eiy  dont  la  somme  des  carrés  est 
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égale  à  N*.  On  doit  y  trouver  pareillement  celles  de 
f\fl  l  -jrj:  J  >  et  de  ses  analogues,  dans  chacune  desquelles 

le  second  facteur  ^tt:  est  le  seul  décomposé,  et  ainsi  de 

suite. 

Quant  aux  formes  de  ces  décompositions,  M.  Volpi- 
celli  se  borne  à  faire  connaître  la  plus  simple  de  toutes, 
celle  de  Tespèce  (Et),  quMl  écrit  ainsi  : 

N  N 

//  // 

Tindice  i  devant  recevoir  successivement  toutes  les  va- 
leurs comprises  depuis  i  jusqu'à  n.  Cette  forme  bien 
connue  estcelle  qui  se  présente  pour  la  décomposition  du 
carré  d'un  nombre  premier  de  la  forme  4'i  +  i  en  une 
somme  de  deux  carrés. 

Tignore  si  M.  Yolpicelli  a  fait  connaître  plus  tard, 
dans  quelque  autre  recueil  mathématique ,  les  formules 
relatives  aux  n  —  i  autres  espèces*,  j'ajoute  même  que 
je  ne  le  crois  pas.  Quoi  qu'il  en  soit,  ayant  été  conduit 
tout  dernièrement  à  les  découvrir,  à  l'occasion  du  pro- 
blème d'Analyse  indéterminée  cité  dans  le  titre  de  cette 
Elude,  je  vais  les  donner  ici,  dans  la  pensée  que  cette 
communication  ne  fera  double  emploi  avec  aucune  autre 
publiée  antérieurement  et  à  mon  insu  sur  le  même  sujet. 

II.  Les  valeurs  des  nombres  composants  x,  y  dans  les 
décompositions  de  la  deuxième  espèce  (E|)  sont 

les  signes  supérieurs  devant  être  pris  ensemble  et  les 

i6. 
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signes  inférieurs  ensemble,  et  i,  /  prenant  toutes  les  fa- 
leurs  possibles,  mais  différentes  entre  elles,  depuis  i 
jusqu'à  72. 

On  peut  donner  à  ce  résultat  un  autre  énoncé  qai. 
dans  sa  généralité,  convient,  comme  je  vais  le  dire, 
aux  décompositions  des  autres  espèces,  et  permet  d'en 
abréger  uniformément  la  définition.  Nous  dirons  donc 
que  X  et  y  ont.,  respectivement ,  pour  valeurs  les  pro- 

N 
duits  du  facteur  ^-f  multiplié  successivement  par  tontes 

les  décompositions  de  la  dernière  (ici  la  seconde)  es- 
pèce,  dont  est  susceptible  le  carré  d'un  nombre  com- 
posé des  deux  facteurs  simples  et  premiers  fi^f^^  <|oi 

N 
ne  font  point  partie  du  facteur  yy  commun  à  x  etàj. 

D'après  cela ,  le  nombre  des  décompositions  de  IV 

pèce  (E,)  est  égal  à  2  -^ -^  car  le  carré  d'un  nombre 

composé  de  deux  tels  facteurs  ne  comporte  que  quatre 
décompositions,  dont  deux  appartiennent  à  la  première 
espèce  déjà  considérée  et  ne  figurent  pas  parmi  celles 
de  la  seconde,  qui  est  alors  la  dernière  espèce. 

III.    Les   valeurs    de  x  et    de  ^  dans  la    troisième 

espèce  (E»)  ont  pareillement  pour  valeurs  respectives 

N 
les  produits  du  facteur  ^  ^  ^    multiplié  successivemem 

par  toutes  les  décompositions  de  troisième  ou  dernière 
espèce  des  carrés  des  nombres  composés  des  trois  fac- 
teurs yj,  fit^fii/t  qui  ne  figurent  pas  dans  ttT'*  ^^ 

n  1         /r»    \  •  •'*('» —  ^){^'^'^'   AL 

sorte  que  1  espèce  (Ls  )  contient  2^  —^ -^ û^* 

compositions  distinctes,  ou  systèmes  de  valeurs  diffé- 
rentes et  conjuguées  de  x  etdej^. 
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Et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  groupe  (E»),  de  telle  sorte 
qu'un  groupe  (Ep),  d'espèce^,  contient 

1.2.3. .  ,/j 

décompositions  ou  systèmes  de  valeurs  de  x  et  j",  c'est- 
à-dire  autant  de  fois  2^"^  qu'il  y  a  de  combinaisons  pos- 
sibles des  diviseurs  premiers  de  N,  pris  p  Si  p. 

IV.  Quant  au  dernier  groupe  (E„),  dont  la  forme 
cl  la  composition  précises  sont  particulièrement  intéres- 
santes, on  peut  dire  les  seules  essentielles,  à  connaître, 
puisqu'elles  concourent  exclusivement,  sauf  un  facteur 
connu  d'avance,  à  la  composition  des  valeurs  de  xetdej^ 

dans  les  autres  espèces,  le  facteur  rr-^ j  est  égal  à 

Tunité  ;  le  groupe  contient  en  totalité  2"'^  décomposi- 
tions distinctes,  et  a:  ni  y  n'ont  en  commun  aucun  des 
facteurs  de  N,  Le  système  type  ou  fondamental  des 
valeurs  de  x  et  de  j^  dans  ce  groupe,  c'est-à-dire  celui 
qu'on  peut  écrire  immédiatement,  et  duquel  les  2"'*'  —  i 
autres  systèmes  de  ce  groupe  se  déduisent  par  de  simples 
changements  dans  les  signes  des  termes  dont  il  se  com- 
pose, est  le  suivant,  qui  dérive  de  la  théorie  des  combi- 
naisons et  delà  décomposition  fondamentale 


appliquée  au  cas  N  =  a'  -f-  A*. 

Désignons,  pour  abréger,  par  II^  (a6)  et  IIi  (a*  —  i*) 
le  produit  de  A  facteurs,  tels  que  ah  et  (a*  —  6')»  et  par 
S  la  somme  de  tous  les  produits  de  ce  genre  qu'on  obtient 
en  combinant  entre  eux,  A  à  A,  et  de  toutes  les  manières 
possibles,  les  produits  fl,ii,  ou  les  termes  (a-  —  ij),  de 
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telle  sorte,  par  exemple,  que  le  lerme  symbolique 

représente  la  somme 

-*n 

~t>\) 
-*:) 

D'après  ces  notations,  les  formules  fondamentales  qui 
expriment  les  valeurs  tjrpes  ou  initiales  de  x  et  dej 
dans  le  groupe  (E„)  sont 

-2'2[n,(flr^).n,_,(fl>-^»)] 

-4-7/2[n4(a6).n«_.4(fl»  —  b^)]  —etc.    ..., 
^  X  =z  1.  i[n,{ab).  n,^,  (a'  -  b^)] 


<7i bi»et^b^  (il 

>-*;)(«; 

+  tf,^i.iis6|(a^ 

:-*',)(«: 

-f-  ^,^1.^4^4  (aj 

\-''i){'>i 

-h  Ojbi.atbi  (a 

'-'>',){< 

-h  aibt,a^bi  [a 

-*î)(«î 

-f-  aibi.aib^{a 

!-*;)(«', 

Dans  ces  valeurs  de  x  et  de  ^,  les  termes  réunis  sous 
un  même  signe  sommatoire  £  ont  tous  le  même  signe, 
ces  groupes  de  termes  prenant  alternativement  le  signe 
+  et  le  signe  — ,  en  commençant  dans  l'une  et  dans 
Pautre  formule  par  le  signe  +• 

Avant  d'indiquer  de  quelle  manière,  c'est-à-dire  par 
quelles  permutations  de  signes,  les  2""*'  —  i  autres 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  dej^  dont  se  compose  le 
groupe  (E„)  se  déduisent  des  formules  types  (i),  fai- 
sons  quelques  remarques  essentielles  sur  ces  formules. 

Le  premier  terme  de  la  valeurde  jr,  savoir  II,  (a*  — &*), 
est,  d'après  la  conveniion  éublie  que  a,  ^6,,  toujours 
positif. 
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Le  groupe  de  termes  qui  suit,  compris  avec  le  signe 

,  .  .  V  j      /î(/I  —  i) 

—  sous  le  premier  signe  i,  se  compose  de 

termes.  Le  suivant  en  contient  sous  le  signe  + 

/l(/ï—   l)(/l  —  2)(W  —  3) 

1.2.3.4  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Le  premier  groupe  delà  valeur  dej^  se  compose  de  n 

,  .  .  n(n  —  l)  (n  —  2) 

termes.  Le    suivant  en    contient  -^ j  et 

I.  2.  3 

ainsi  de  suite  d'après  la  même  loi,  de  telle  sorte  que  x 

contient,  en  totalité,  2"~*  termes  et  que^  en  contient  le 

même  nombre,  comme  cela  doit  être,  puisque  ces  valeurs 

sont  conjuguées  deux  n  deux. 

(La  suite  prochainement.  ) 


THÉORIE  ÊLÉHBNTAIRB  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 

[SUITE  (*).] 


AUTRE   MANIÈRE  POUR    ARRIVER    AUX    FORMULES    DADDITIOH 
DES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES. 

L'équation 

/ix  fir 


^/(i-x»;(i-^»*»)       y/{i^y){i^A';y') 


O, 


*)  Nouvelles  Jnnales,  q«  série,  t.  XVÎI,  p.  119. 
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qui  devient,  par  les  substituiions  x  =  sincf,  /  =z  sinip, 

VI  —  k^  sio'y        ^  I  —  /*  sin'4» 
admet  pour  intégrale 

Jo    ^(i— x')(i— A-^j:')      c/o    v^(i— r»)(i  — X-V'J 

mais  on  peut  lui  trouver,  comme  l'ont  prouvé  Euler  et 
Lagrange,  une  intégrale  algébrique.  Posons,  à  cet  eSet, 
avec  Lagrange, 

(2)  d,         __  d^ 

ou 

(3)  §  =  v^i~>fr'sm»y,     ^  =  y/i-k-sin^'i. 
puis 

(4)  ?-*-4'=A''    ?  — ^~7; 
on  aura 

d'où 


-  î 

7. 


±=y^._.,si„.^-.y/.-*.sin. 


/»—   f 


S=v/-*'*'-T^-V^-* 


»sin«^ ?, 


d'où  l'on  tire 


dt 


^^  L  2  a       J 
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OU  enfin 

Mais,  en  differentiant  (3),  on  a 

d^(o       — ^'sin«pcoso  £^<P  ,     . 

— I  =  ,   y L  -i  =  —  /a  sino  COSq>, 

d'où  l'on  tire,  par  addition  et  soustraction, 
i  -^  =  —  *>  sin/?  cosy, 

^^^^  L 

De  (6)  et  (7),  on  lire 

d^p    COS^  d^q    CO$p 

dpdq        sin^        dp€iq         ûup 

d^p cosqdq        d*q cospdp 

dp  sinq  dq  sin/? 

€tp  dq 

—  =zxsmqy     —  =  oc'sinp, 

a  et  a'  désignant  deux  constantes  qui  doivent  rentrer 
Tune  dans  Tautre.  En  remplaçant  p  et  q  par  leurs  va- 
leurs dans  ces  formules,  on  a 

,o^     i  ^i  —  X'sin'ç  -f-  v/i  --  X^sin'\î;  =  a  sin(f  —  4»), 

1^)     { . 1 

f  ^i  —  X'sin»^  —  v^i  —  X^sin*^/  z=z  a'sin((p-l->p). 

Ce  sont  là  deux  intégrales  de  la  formule  (i);  mais,  en 
élirainant  dt  entre  les  deux  formules  précédentes,  on 


ou 


ou 
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obtient  une  nouvelle  intégrale.  En  effet,  on  a 

dp  dq 

— Ç- —  =r  -y- r —      ou      a'  sin/?  d)»  =  a  sÎD  7  </a  • 

et,  en  intégrant, 

a  cos/?  =  a'  cosy  -i-  a*', 
a^  étant  une  nouvelle  constante,  et  Ton  a 

(9)  aC05(y -f-+)  =:a  COS(f  —  ■«[/)  4- a*^. 

Or,  on  peut  mettre  l'intégrale  de  la  formule  (i)  sous  la 
forme 


(.0)  r_É=-  Ç--^~= r''T=^==' 

fx  désignant  une  constante  â  laquelle  se  réduit  f  pour 
(j;  =  o.  Si,  dans  les  formules  (8)  et  (9),  on  fait  4^  ==  o, 
on  a 


^i  —  X'sin'fx-f- 1  =  asinfAy 

V^i  —  k}  sin*|x  —- 1  =  a'sinp, 

On  en  tire 

a  cospt  =  a'  coSfi  -t-  a". 

v/.- 

A'  sin'pi  -f- 1         ^/  __  V^ï  —  ^*'  "^V  —  » 

sinfi             '          ""              siofA 

.-^- 

^*  siny  4-  I  ^^^  .       v/ï  —  ^*  sin*fx  —  r  ^ 

smfi                                     smpt 

ou 

„          2  COSLl 

COSfi, 


smfA 

En  portant  dans  la  formule  (9)  ces  valeurs  de  a,  a',  2^ 
on  a 


\/i  —  A'  smV  -♦-1        / 

I ; ï:^ cos(«  -f-  ^\ 

smfA  ^^       ^' 

^1 — A'sin^tt  —  I        ,  acostf 

= ; *- CO»   (P  —  'i,  H : ^» 
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et,  en  eflectuaut, 

(il)         GOSfCos^|f  —  ^1  —  A'sin'fAsinf  sin^}'  ==cosp. 

Cette  formule  esl  une  des  intégrales  les  plus  célèbres 
de  réquatioQ  (i);  les  formules  (8)  en  fournissent  deux 
autres  : 


smfA 

l'2)  {     , 

^i  —  X*  sin*^  —  V I  —  /•'  sin*>|/ 

^1  —  X*sin*a~»    .    /         .. 
sm  f&  ^  ^       ^  ' 

identiques  au  fond  a  la  formule  (i  i). 
Maintenant,  si  Ton  fait 

la  formule  (i)  donnera 

I  rr=rz=a—b; 

Jo  \i  —  A'sin'ffc 
donc 

f  =  ama,  ^  =  SLEaby     |x  =  am(a  —  b). 

Les  formules  (i  i)  et  (12)  donneront  alors 

(i3)         cuacnbdn{a  —  b)  —sna^nb  =z  cn[a  —  è), 

dn(a—  ^)  -f-  f  ,  ,  ,        . 

sma  —  6)      ^  ' 

j  j    1        dn  («  —  ft)  —  î  ,  ,  ,        , 

dna  -+-  ânb  =z  — ^—7 ^-r —  (snacn^  -H  sn^cna). 

sn{a  —  b)      ^  ' 

Si  nous  posons,  un  instant,  dn  (a  —  b)  =j  ,  sn  (a — b)==x^ 
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nous  aurons,  au  lieu  de  ces  dernières  formules, 

jr(dn«  —  dnb)  =  [jr -\-  i](snacn^  —  sabcna), 

x(dna  -h  dn^)  =r  (/  —  i)(sQacn&  -h  snbcna), 
ou 

xdna — fsnacnb= — sn^cna, 

xdnb  — ysnbcna  = —  snacn^. 

On  en  tire 

,         -,  sn'acn*^  —  sn'ftcn*/! 

sn  a  — *)  z=  — — — -^ 

^  '       dnbcnbsna  —  dnacnasno 

,    ,  ,.        sn^dn^cna  —  snadn^cn^ 

dn  a  -4-  6   =  t— r r 7  • 

dnocn^sn^i  —  dnaciiasQ& 

Si  Ton  multiplie  haut  et  bas  ces  deux  formules  par 
l'expression  conjuguée  de  leur  dénominateur,  on  a, 
en  observant  que  sn*acn*i  —  sn'Jcn*a  est  égal  à 
sn*a  —  sn*A, 

,    ,,  ,  ,,       dn^cQ&sn^r  —  dnacnasn^ 

(i4)     sn{a^b)  = ._.,.„...... > 


(i5)     dn(«— ^)=r: 


I  —  X'sn^asn'^ 

A-^sn^sn^cnacn^  +  dnadn^ 
I  —  /'sn'flsn'A 

C.    Q,    F.    D. 


SUR  LES  QUESTIONS  1248  ET  1249; 
Par  m.  E.  CATALAN. 


J'ai  lu,  avec  un  vif  intérêt,  les  deux  Notes  de  M.  le  ca- 
pitaine Moreau(^).  Elles  m'ont  semblé  susceptibles  de 
certains  compléments,  que  je  soumets  à  l'appréciation  de 
rhonorable  auteur. 

(*)  Nouvelles  Annales f  m«i*s  1878. 
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I.  M.  Morean  considère  les  séries 

q  désignant  la  plus  petite  racine  de  Tëquaiion 
(a)  jr»  — fljr-4-I=0    («>2)(*). 

Posant 

(3)     rh^rT7-^rT?-^—=^f^^' 

(4)       T^,-r^  +  r^.-  — r(7). 

M.  Moreau  prouve  que 
En  conséquence, 


(5) 


s        1—9 


Or  les  séries  (3),  (4)  sont  connues  :  si  Ton  fait,  avec 
Jacobi, 


X    \/t-  *' sin'Ô  '        "       X  ^i  -  *'»  sin'' 


on  a 

Ainsi 

(6)  s  =  ^^-^,      s  =  l=^^ 


(  *  )  On  Terra  tout  à  Theure  pourquoi  nous  ayons  modifié  les  nota' 
tions  employées  par  M.  Moreau. 
{**)  Fundamenta  nova,.,,  p.  io3. 
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II.  On  a  aussi 


*""♦'•/*> 


Dans  cette  formule,  £^«4.1  est  Vexcès  dn  nombre  des 
dmseurs  de  4w-h  i,  crfant  la  forme  4f*-f-î,  sur  le 
nombre  de  ceiix  qui  ont  la  forme  4fJt —  1  (**).  Consé- 
quemroenl,  les  formules  (6)  équivalent  à  celles«ci  : 

(8)    S=:r(H-^)y*.,.^.7»-,       s.=  [l^q)y^t^.q^. 

La  question  1248,  proposée  par  M.  Edouard  Lucas, 
suppose  a  =  3. 

Il  résulte,  de  cette  valeur, 

„      1      I      1       I  III 

S=r-H hp-4---^-l-...,      jf=I— T-H h.... 

I       2      5       1 3  4       1 1       29 

Ainsi  ces  deux  séries,  à  termes  fort  simples,  ont 
mêmes  limites  que  les  séries  (8),  ordonnées  suivant  les 

puissances  du  nombre —  • 

III.  D'après  la  relation 

D,H-j  —  «D»+i  -h  D«  =  o, 

si  les  deux  premiers  dénominateurs  sont  entiers,  tous  le 
seront  (***).  Or 

D,  =  1 ,     D,  =  —7 i— ^  = '- =  fl  —.  1  =  entier. 

7(1-1-7)  9 

(*)  Fundtunenta,  p.  io5.  —  Recherches  surçuelçues  protfuits  indéfinit, 
p.  ii5. 

(*•)  Recherches,.. t  p.  76. 
[***)  Nous  supposons  a  entier. 
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Ainsi,  renoncé  de  la  question  1248  peut  être  modifié 
d'une  infinité  de  manières  (*). 

Exemples.  —  i*a  =  4,     Di=3,     ^='i  —  yjï  : 

^       I       I        I  I  I 

I       3       11       41       i^^ 

S=: -H h-^ **    ; 

I       5       19      71       265 

a«ii  =  6,  D,  =  5,  r/i  =  7,  ^==3— v^8: 

5       29       169      900 
III  I 

7       41       289       1398 


-^v^- 


IV.  Daus  son  élégante  solution  de  la  question  1249, 
M.  le  capitaine  Moreau  fait  observer  que  : 
1*  On  satisfait  à  l'équation 

en  prenant 

il 

X»— j,x-h  I  =ro; 


{*)  Remarque  déjà  faîte  par  le  capitaine  Moreau. 
[**)  En  général,  le  dénominateur  du    deuxième  terme  de  s  est,  en 
valeur  absolue, 

J    =  ^ 2—  rrr  rt  -h  1 . 
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„o    '   ,     •    ,  _î .        __r>  — N/.rT-4 

a       — I 1 h  •  •  •  = • 

De  là  résultent,  par  exemple,  les  sommatioDS  sui- 
vantes, assez  remarquables  : 


10      10.9b      10.98.9602 

4  4-'fi  4-'^  ^^^ 


4     5     5.17     5.17.7.59     5.17.257.65.537 

V.  Comme  Ta  remarqué  M.  Gerono  (*),  l'énoncé  delà 
question  H81  n'est  pas  complet.  D'autre  part,  la  dé- 
monstration publiée  dans  les  Noux^elles  Annales  (**)  est 
un  peu  longue.  On  peut,  comme  il  suit,  trouver  rapide- 
ment la  formule  exacte,  et  même  une  formule  uo  pen 
plus  générale. 

On  a,  identiquement. 


a  —  I        I 

1  = h-, 

a  a 

tt  —  I        b  —  r         I 

a  ab  ab 

a  —  I        b  —  ï        c  —  î  I 


ab  abc         abc 


Par  conséquent  :  i*  Si  les  produits  ab^  abcy  abcd^» 
croissent  au  delà  de  toute  limite^ 


a  —  I       b  —  I       c  — 


H r--+ 


ab  abc 


(*)  Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  181. 

(**)T.  XV,  p.  i35. 
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2®  4$f  ces  produits  tendent  vers  une  limite  /, 

,  a  —  i       b  —  1       c— I  I 

•  A 1 —H ^—-4-  ...  =1  — -. 

a  ab  abc  \ 

On  trouve,  de  la  même  manière, 

a  — a       ^a  — 6       <?P  —  7  ..  6 


«  a^  abc  '  '  '  abc  . .  .  / 

VI.  Pour  appliquer  la  formule  (A),  prenons 
«  =  I  -h  y,     b=ii-\-q\     <?  =  I  -+-  9%     rf  =  I  -4-  7*,  . . . . 
De  là  résulte 

\  =  \\m{i-hq){i'^g^)  (i-f-7»)  {i-f-7M  •••  ; 
ou,  avec  les  notations  de  Legendre  (*), 


a 


JL        •      .1. 


Ainsi 


14-7       (1  +  7)  {"-+-70       («-^7)  (*  +  7*)(»-+-7') 

I i_       •      -L 


Le  second  membre   peut  être  écrit   autrement.  On 

sait(**)  que 

«=2%/('»)(-7)--i-2;r^'('')(-'^""'^'* 

^,(n)  représentant  le  nombre  des  décompositions  de 


[*)  Recherches  sur  quelques  produits,,,  (p.  i  et  a). 

(•*)  Recherches..,,  p.  4- 

Ana.  ieMathémat.,i^sér\e,  t.XVlI.  (Juin  1878.)  17 
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n ,  en  paities  impaires,  inégales;  par  conséquent, 

Il  est  clair  que  Ton  pourrail  indéfini menl  multiplier 
ces  applications. 

P.  S.  En  lisant  renoncé  de  la  question  H81,il  m'a- 
vait semblé  avoir  déjà  vu  le  théorème  quMl  exprime. 
En  eflet,  ce  théorème  est  compris  dans  une  Iransforma- 
tion  générale,  due  à  Stern,  et  publiée  dans  les  Nouvelles 
jinnales  (i"  série,  t.  VI,  p.  438). 


KOTB  SUR  LE  SYSTÊHE  ARTICULÉ  DE  H.  PEAIICELLIER('); 

Par  m.  g.  THIÉBAUT, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Avant  d'entrer  en  matière,  je  croîs  devoir  rappeler, 
en   quelques   mots,    en    quoi    consiste    le   système  de 
M.  Peaucellier  : 
A6CD  est  un  losange  articulé; 
P  un  poiut  fixe  situé  sur  sa  diagonale  AG; 
BP,  DP  deux  bielles  reliant  ce  point  par  ariiculations 

aux  sommets  B  et  D; 
OC  une  manivelle  mobile  autour  d'un  centre  Cet  dont 

le  bouton  est  articulé  au  sommet  C. 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  de  M.  Gerono,  février  iS;! 
Journal  de  Phjrsique  de  M.  d'Almeida,  avril  1873.  Mémorial  de  l'officier 
du  Génie,  n**  23  et  25.  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Scieacfi, 
I*' senieMre  1876,  p.  803  et  1/170. 
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A   décrit  un  arc  de  circonférence  MAM'de  rayon  AO' 
d'autant  plus  grand  (jusqu^à  Tinfini)  que  OP  diffère 
moins  (jusqu'à  zéro)  de  OC. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  le  second  point  I  où  la 
diagonale  AC  coupe  la  circonférence  de  la  manivelle  mo- 
trice OC,  le  rayon  AO'  de  la  transformée  MAM^  est 
parallèle  aurajon  01  de  la  primitive  SCS'. 


En  effet,  on  sait  que  le  rayon  vecteur  PA  est  reci- 
proqite  du  rayon  vecteur  PC,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


PA  = 


BC  —  BP' 
PC 


Cela  tient,  comme  on  sait,  à  ce  que  les  trois  points 
C,  P  et  A  sont  également  distants  des  deux  points B  et  D, 
ei^  par  conséquent,  eu  ligne   droite*,  et  à   ce  que    la 


«7- 
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sécante  CPA,  dans  le  cercle  de  centre  (mobile)  B,  et  de 
rayon  constant  BC  ou  BA,  passe  par  un  poîul  (6xe)  P 
situé  dans  Tintérieur  de  ce  cercle  à  une  distance  con- 
stante BP  du  centre. 

D'un  autre  côté,  dans  la  circonférence  (O,  OC),  le 
rayon  vecteur  PI  est  aussi  réciproque,  pour  les  mêmes 
raisons,  du  même  rayon  vecteur  PC,  c'esl-à-dire  qu'on  a 

PC 

Le  rayon  vecteur  PA  de  la  transformée  est  donc  pro- 
poriionnel  au  petit  rayon  vecteur  PI  de  la  prîrailive 
dans  le  rapport 

Bc'  —  BP* 


a  2  •> 

OC   —  OP 


d^où  il  suit  que  la  transformée,  par  rayons  vecteurs 
réciproques  y  du  segment  supérieur  SS'  de  la  primitive 
autour  du  point  P,  considéré  comme  pâle  d'immersion^  est 
aussi  la  transformée,  par  rayons  wecieurs  proporlionneb, 
du  segment  inférieur  H'  de  cette  primitive;  et  que  le 
point  P  est  en  même  temps  un  centre  de  similitude. 

Il  en  résulte  le  parallélisme  des  rayons  AO' et  01,  ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Cela  donne  aussi  une  nouvelle  démonstration  de  la 
propriété  fondamentale,  rappelée  ci-dessus,  du  losange 
articulé  de  M.  Pfaucellier,  à  savoir  que  la  transformée 
est  une  circonférence. 

On  peut  appliquer  la  nouvelle  propriété  qui  fait  l'objet 
de  la  présente  Note  à  la  mesure,  avec  quelque  précision 
(suivant  la  grandeur  du  rayon  du  limbe),  des  petits 
angles  qu'on  ne  peut  répéter. 

11  suffit,  pour  cela,  de  fixer  une  lunette  à  réticule  sur 
le  rayon  01  de  la  primitive,  et  de  lire  l'arc  sur  la  trans- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  =^6.  ) 
formée  considérée  comme  limbe.  Le  rayon  01  est  con- 
duit par  une  coulisse  glissant  sur  la  diagonale  PA/  Le 
point  A,  lui-même,  de  cette  diagonale,  se  meut  à  cou- 
lisse sur  la  tige  rigide  qui  forme  cette  diagonale; 


SOLUTION  D INE  QUESTION  PROPOSÉE  PAR  SI.  REALIS 

(Tolra'sérle,  t.XlV,  p.  ago); 

Pae  m.  KOEHLER. 


Dans  toute  équation  du  troisième  degrjs  dont  les  ra- 
cines sont  a,  i,  c,  les  différences  a  —  i,  b  —  c,  c  —  a 
s'expriment  toujours  en  fonction  rationnelle  de  Vune 
iV elles  et  des  coefficients. 

Voici  un  calcul  très-simple  et  très-élémentaire  qui 
conduit  à  la  proposition  ci-dessus,  pour  Téqualion  com- 
plète au  moyen  d'une  division  algébrique.  Soit 

x^  -hpx^  -f-  y  j? -f-  /•  =  o 

l'équation  complète  5  soient  5,  cî',  3''  les  trois  différences 
a  —  bj  b  —  c,  c  —  a  ^  on  a  d'abord 

S'  +  a"  =  —  ^, 
5'^"  =^  bc  —  c^  ^  ab  -^  ac 

=z{bc'{-  ca  -^  ab)  —  {a* -{-  b^  -f-  c')  -}-(«  —  by 
=  37  — /^'-f-^S 

de  sorte  que  ^  et  à"  sont  données  par  la  formule 

^       j  

2-2 
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L'équation  au  carré  des  différences  est,  comme  on 
sait, 

A«  —  2à*{p^  —  3g)  -h  à^[p'  —  3qY 

-h^f^r  —  p^q^ —  iSpqr  -^  ^q*  -h  27/^=0, 

OU  abréviativemcnt 

A«  —  2MA*  +  M'A»  +  N  =  o. 

En  divisant  le  triple  du  premier  membre  de  ceUe 
équation  par  la  quantité  soumise  au  radical  dans  l'ex- 
pression ci-dessus  de  A,  c'est-à-dire  par  —  3  A'  -H  4M, 

on  trouve  pour  quotient  —  (A*  —  —  j    et  pour  reste 

-^ H  3N.  On  a  donc  la  relation 

9 

-(4M-3A»)  (A'-.^y  +  4E  +  3N  =  o, 
et,  comme 


9 


9  9 


il  vient,  en  définitive, 


^      3/^'— 3/'^  +  9'" 

A= dz ; •         C.Q.F.D. 

2  ^ 


<'— f) 


En  faisant  p  =  o,  on  retrouve  l'expression  donnée 
par  M«  Réalis  pour  l'équation  du  troisième  degré  sans 
second  terme. 
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THÉORÈME  PROPOSÉ  PAR  M.  DESBOVES 

(T0lra*8«rle,  t.  XVI,  p.  aag); 

DÉMONSTRATION  DE  M.  MORET-BLANC. 


Si  dans  un  quadiilatcre  ABCD,  dont  on  désigne  les 
côtés  AB,  BC,  CD,  DA  et  les  diagonales  AC,  BD  j)ar 
a,  t,  c,  d^  e,y,  on  a 

e       ad  -\-  bc 

on  a  aussi  nécessairement  tune  des  deux  relations  sui- 
vantes  : 

[2]  e/z=ac  -hbd, 

l  [a'  4-  6'  -H  c»  -h  .i'  —  <?^  — /^)  [cf-^  ac  +  bd] 
'      (  ^^[nb-\-cd)iad-^bc]=LO, 

et  réciproquement  tune  ou  t autre  des  équations  (2)  et 
(3)  entraîne  nécessairement  t  équation  (  i }. 

CImtcIiods  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  rôles 
et  les  diagonales  d'un  quadrilatère  :  il  y  en  a  nécessaire- 
ment une,  car  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
déteroiiner  un  polygone  de  n  côtés  étant  in  —  3,  c'est 
cinq  pour  le  quadrilatère. 

J'appelle  a  et  |3  les  angles  BAC  et  CAD.  Les  triangles 
BAC,  CAD  et  BAD  donnent 

^'  m:  «2  _|_  ^7  —  2  flff  ces  a, 
c'  rr:  (P  -|-  c'  --  1  de  €08^, 

/2  ^;  a-  -H  if  —  2 ad cos A; 
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d'oà 


cosa  : 


(  2«4  ) 


2ae 


^  7,  de 


cosA  = 


2  ad 


On  a  d^ailleurs 


sia  ( a  +  P  )  =  sin  a  cos  p  +  cosa  sin  p, 
sin'*  (  a  4-  p)  =  sin'  a  cos*  p  4-  cos'a  sin*  p 
+  2  sin  a  sin  p  cos  a  cos  p 
=  cos'a  -h  cos*  p  —  2C0Sa  cosp  cos  A  =  i  —  cos* A, 
d'où 

cos'  a  -f-  cos'  p  -h  cos*  A  —  a  cosa  cos  p  cosÂ  =  i, 

et,  en  remplaçant  cosa,  cosP,  cos  A  par  leurs  râleurs  cl 
chassant  les  dénominateurs, 

^/'  +4?'/*-+-  e^f  (a'  +  b^-^c'-hd') 
H-  c'  (a'  ^'  +  c'  rf»  —  «'  c»  —  ô'rf») 
(4)  ^  4./2(^:c'-f-a'rf»  — a'c»  — ^»^) 

-h  (a*c'  +  a»c<  4-  é<^  4-  b^d*) 
—  (  a'  ^'  c'  -H-  fl'  i»'  ijp  +  fl'  c»  éP  +  é'  c*  <^  )  =  o> 

relation  qui  peut  s^ écrire 


(5) 


[ac-^bd—ef] 


ce  qui  démontre  le  théorème  et  sa  réciproque. 

Note  du  rédacteur.  —  Quand  lo  quadrilatère  ABGD  est  convexe^  l'ég»" 
lité  (i)  eutraiuc  l'égalité  (2),  et  inTersement.  (G.) 
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'  DÉMONSTRATION  B  UN  THÉORÈME  FONDAMENTAL 
DE  U  THÉORIE  DES  FIGURES  UOMOGRAPHIQUES  DANS  L  ESPACE  s 

Par  m.  E.  DEWULF, 

Commandant  du  Génie. 


Oa  sait  que,  quand  deux  figures  homographiques  sont 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  elles 
ont  toujours  quatre  points  correspondants  communs; 
c'est-à-dire  qu'il  existe  quatre  points  réels  ou  imagi- 
naires, qui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  la 
première  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  correspondants 
dans  la  seconde. 

Ce  théorème  a  été  démontré  théoriquement,  dans  les 
Nouvelles  Annales,  par  M.  de  Jonquières  (i"  série, 
t.  XVII,  i858,  p.  5a);  mais  je  pense  que  la  démonstra- 
tion de  ce  géomètre  peut  être  rendue  plus  élémentaire  : 
le  lecteur  verra  si  je  nie  trompe. 

Désignons  par  F  etFMes  deux  figures  homographiques; 
par  a  et  a' deux  droites  correspondantes  :  il  résulte  im- 
médiatement de  la  définition  des  figures  homographiques 
qu'à  un  faisceau  de  plans  passant  par  a  il  correspond 
un  faisceau  projeclif  de  plans  passant  par  a',  et  Ton  sait 
que  le  lieu  de  Fintersection  des  plans  correspondants  des 
deux  faisceaux  projectifs  est  un  hyperlK)loïde[«,a']. 

Cela  posé,  soit  M  un  point  correspondant  commun 
aux  figures  F  et  F',  ce  point  appartiendra  évideipment 
aux  surfacesdu  second  degré  [â,  a' J,  quelles  que  soient  les 
droites  correspondantes  a  et  a!. 

Considérons  trois  droites  ai,as,  as  de  la  figure  F,  si- 
tuées dans  un  même  plan  a  et  se  coupant  en  un  même 
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point  A;  a  ces  droites  correspondront  dans  F  trois 
autres  droites  a\^a\^a\  situées  dans  un  plan  y  corres- 
pondant à  a,  et  se  coupant  en  un  point  A'  qui  correspond 
à  A.  Les  points  correspondants  communs  à  F  et  à  F  se 
trouvent  au  nombre  des  points  dMntersection  des  trois 
quadriques  [a^,  a\  ],  [a,,  a\  ],  [a,,  a\  ]. 

Or  les  quadriques  [a^,  a j],  [a„ a,]  ont  deux  généra- 
trices communes,  les  droites  AA'  et  ac^  non  siluéesdans 
uu  même  plan,  comme  il  est  facile  de  le  voir  ;  elles  se  cou- 
pent donc  suivant  deux  autres  droites/;  et  q  non  situées 
dans  un  même  plan  et  formant  avec  les  deux  premières 
un  quadrilatère  gauche.  Les  droites  AA'  et  aa'  appar- 
tiennent aussi  à  la  quadrique  [a,,  a',]yqui  coupera  les 
côtés  peiq  du  quadrilatère  gauche  eu  quatre  points 
P,,PielQ,,Q,.  L'intersection  complète  des  trois  qua- 
driques se  compose  donc  des  droites  AA^,  aa!  et  des 
points  Pi, P„Qi,Q,. 

Les  plans  aiP|,ajP|  sont  correspondants,  puisque  le 
point  Pi  appartient  à  la  quadrique  [ai, a,  ];  les  plans 
a, Pi,  a\  Pi  et  a^Pi,  a\  Pj  sont  aussi  correspondants  pour 
la  même  raison.  Donc  le  point  P|,  considéré  comme  dé- 
terminé par  r intersection  des  trois  plans  a,P|,iit  P^^sPi 
de  F,  a  pour  correspondant  le  même  poin  t  Pi  de  P,  donné 
par  les  trois  plans  a\  Pi,  a\  P^,  a\  Pj. 

Le  même  raisonnement  peut  s^appliquer  aux  points 
Pt»  Qi  et  Q,  ;  ce  qui  démontre  que  deux  figures  homo- 
graphiques  dans  l'espace  ont  toujours  quatre  points  cor- 
respondants communs;  on  sait  d^ailleurs  qu'elles  ne 
peuvent  en  avoir  un  plus  grand  nombre  sans  se  con- 
fondre. 

Cette  démonstration  nous  donne  les  consé(|uencessui- 
vantes  :  le  quadrilatère  gaucbe,  intersection  des  deux 
quadriques  [«u»',],  [a,,  a',],  a  toujours  deux  côtés  réels, 
les  droites  A  A',  a^;  par  conséquent,  les  deux  autres  côtés 
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p  eiq  sont  aussi  réels;  donc  les  quatre  points  correspon- 
dants communs  aux  deux  figures  homographiques,  qui 
sont  réels  on  imaginaires  suivant  que  la  quadrique 
[^5, a',]  coupe  ou  ne  coupe  pas  les  droites  p  et  ^,  sont 
toujours  situés  sur  deux  droites  réelles.  Le  théorème 
fondamental  dont  nous  nous  occupons  peut  donc  être 
énoncé  sous  la  forme  suivante,  plus  complète  que  celle 
que  Ton  donne  ordinairement  : 

Deux  figures  homo  graphiques  dans  V  espace  ont,  en 
général,  quatre  points  correspondants  communs.  Si  les 
quatre  points  sont  réels,  ils  forment  un  tétraèdre  réel. 
Si  detiX  points  seulement  sont  réels,  le  tétraèdre  a  deux 
faces  réelles  qui  passent  chacune  par  un  des  points 
réels,  et  dont  l'intersection  est  la  ligne  de  jonction, tou- 
jours réelle,  des  deux  points  imaginaires.  Si  les  quatre 
points  sont  imaginaires,  les  faces  du  tétraèdre  le  sont 
aussi,  mais  il  y  a  toujours  deux  arêtes  de  ce  tétraèdre  qui 
sont  réelles.  Sur  chacune  de  ces  arêtes  se  trouvent  deux 
points  imaginaires  conjugués  et,  par  chacune  d^ elles ^ 
passent  deux  plans  imaginaires  conjugués.  Le  nombre 
des  points  réels  est  toujours  égal  à  celui  des  plans  réels. 

Cet  énoncé  a  été  donné  par  M.  Schoute,  jeune  géo- 
mètre hollandais,  dans  une  intéressante  étude  sur  Tho- 
mographie,  mais  il  a  établi  le  théorème  par  des  considé- 
rations analytiques  [*). 


C)  Homographie,  en  hare  toepassing  op  de  théorie  (1er  opperrlak,  Ken 
den  tweeden  graad,  Leyden,  1870,  pages  18  et -19. 
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QUESTION  PROPOSÉE  AD  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1877, 

POUn     LA     CLASSE     DE     MATHÉMATIQUES     ÉLÉMENTAllLBS^ 

SOLUTION  DE  M.  Henri  BERGSON, 

Élève  du  lycée  Fontanes  (  *  ). 


Étant  donnés  deux  plans  P  etV  et  un  point  A  en 
dehors  de  ces  deux  plans  ^  on  considère  toutes  les  sphères 


{jui  passent  parle  point  A,  et  qui  sont  tangentes  aux 
deux  plans  donnés  : 

I  ^  Trouver  le  lieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  la  splière  variable,' 

2°  Trousser  le  lieu  du  point  oit  cette  sphère  touche  l'un 
des  plans. 

I.  Soient  P  et  F  les  deux  plans,  MN  leur  întersec- 
tlon,  O  le  centre  d'une  des  sphères  passant  par  lepoim 

(*)  M.  Henri  Bergson  a  obtenu  le  premier  prix. 
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A  el  tangentes  aux  deux  plans  ^  CetC  les  points  de  con- 
tact de  cette  sphère  avec  les  deux  plans  ;  Q  le  plan  pas- 
sant par  le  point  A  el  la  droite  MN,  Proposons-nous  de 
trouver  le  lieu  de  la  droite  AO. 

Remarquons  d*abord  que  le  point  O,  équidistaut  des 
plans  PetP^,  est  situé  dans  le  plan  bissecteur  S  du  dièdre 
PMNP'.  Cela  posé,  abaissons  sur  le  plan  Q  la  perpendi- 
culaire OD,  el  sur  la  droite  MN  la  perpendiculaire  OB  ; 
pais  tirons  les  droites  BD,  BC.  OC,  OA,  AD.  Les  droites 
BDetBC  étant,  d'après  un  théorème  connu,  perpendi- 
culaires sur  MN,  les  angles  OBD,  OBC  mesurent  respec- 
livementles  deux  dièdres  SMNQ,  SMNP,  ei,  par  suite, 
sont  constants.  Ces  deux  angles  étant  constants,  il  en  est 

j       .         ,  OD    OC  ,  , 

de  même  des  rapports  — »  — >  et,    par  conséquent,   le 

rapport  -— ;i  quotient  des  deux  rapports  précédants,  est 
constant  aussi. 
Mais,  OC  étant  égale  à  O  A,  le  rapport  --^-t  ^st  constant. 

Dès  lors,  dans  le  triangle  rectangle  ODA,  le  rapport  -r— 

étant  constant,  l'angle  OAD  Test  aussi,  ainsi  que  son 
complément  OAL,  obtenu  en  élevant  sur  le  plan  Q  la 
perpendiculaire  AL.  L'angle  OAL  étant  constant,  le  lieu 
de  la  droite  AO  est  la  surface  d'un  cône  de  révolution 
dont  Taxe  est  AL. 

Calcul  du  demi-angle  du  cône.  —  Il  est  facile  de  cal- 
culer le  demi-angle  OAL  de  ce  cône.  Désignons,  en 
eflet,  par  a  et  /3  les  deux  dièdres  SMNQ,  SMNP. 

On  a 

OD 

^*^         .   ^.^       OD        OD        OB        sina 
cosOAL  =  smOAD  =-—-  =  -—;==:  ----  =  ^— -  -, 
OA        OC        OC        smp' 

OB 
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d'oii 

cosOAL  =  -^— -• 
sinp 

Discussion, —  Les  angles ft et  |3,  l'un  inférieur,  laulrc 
égal  à  la  moitié  du  dièdre  PMNP',  sont  toujours  aigus; 
donc,  pour  que  cosOAL  et  par  suite  OAL  lui-même 
existent,  il  faut  qu'on  ait  «  <  j3.  Cette  conséquence  pou- 
vait être  prévue  ;  car,  si  a  est  plus  grand  que  |3,  le  point 
A  est  extérieur  au  dièdre  PMNP',  et  la  sphère  0  est 
tangente,  non  plus  à  P  et  à  P',  mais  à  Tun  d'eux  et  au 
prolongement  de  l'autre,  ou  aux  prolongements  de  tous 
deux. 

Si  Ton  suppose  a  ==  |3,  on  a 

cos  OAL  =  I , 

et  par  conséquent  Tangle  OAL  est  nul.  Le  lieu  se  réduit 
donc  à  la  droite  AL.  Ce  résultat  pouvait  encore  être  préva; 
car,  si  les  angles  a  et  (3  sont  égaux,  le  point  A  est  contenu 
dans  le  plan  P,  et  il  n'existe  plus  qu'une  seule  sphère  pas- 
sant par  le  point  A  et  tangente  aux  deux  plans. 
Si  Ton  suppose  a  =  o,  on  a 

cos  OAL  =  0     et     OAL  =  90*». 

Le  lieu  est  alors  la  surface  d'un  cône  dont  le  demi-ang)e 
est  un  angle  droit,  c'esi-à-dire  un  plan.  Ce  résultat 
pouvait  encore  s'obtenir  a  priori,  car,  si  l'angle  «est  nul, 
le  point  A  est  situé  dans  le  plan  bissecteur  S,  et  toutes 
les  droites  AO  sont  contenues  dans  ce  plan. 

Généralisation  du  problème.  —  Dans  le  problème 
précédent,  on  a  supposé  que  la  sphère  variable  était  tan- 
gente aux  deux  plans  donnés,  ou,  en  d'autres  termes, 
faisait  avec  ces  deux  plans  des  angles  nuls.  On  peut  gé- 
néraliser la  question  et  supposer  que  la  sphère  variablf, 
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au  lîca  de  faire  avec  les  deux  plans  des  angles  nuls,  coupe 
ces  deux  plans  sous  des  angles  déterminés.  Je  dis  que  le 
lieu  de  la  droite  AO  est  encore,  dans  ce  cas,  un  cône 
ayant  pour  axe  la  droite  AL. 

En  effet,  soiiO  le  centre  de  l'une  des  sphères  consi- 
dérées. Désignons  par  r  son  rayon,  et  par  p,p\q  les  dis- 
tances respectives  du  point  O  aux  trois  plans  P,  P',Q.  La 
sphère  coupant  les  deux  plans  sous  des  angles  déter- 
minés, on  voit  facilement  que  les  rapports  -»  —  »  et  par 

suite  leur  quotient  — »  sont   constants.    Le  rapport  —, 

étant  déterminé,  le  point  O,  d'après  un  théorème  connu, 
est  situé  dans  un  plan  déterminé  S  passant  par  MN.  Dès 
lors,  les  trois  plans  P,  Q,S  se  coupant  suivant  une  même 
droite  MN,  on  sait  que  le  rapport  des  distances  d'un 
point  quelconque  du  plan  S  aux  deux  autres  plans  est 

constant.  Donc  le  rapport  -  est  constant  \  et,  comme  le 
rapport  -9  ainsi  qu*on  Ta  vu,  est  constant  aussi,  il  en 


r 


9 


est  de  même  du  quotient  ~  de  ces  deux  rapports.  Ainsi, 

dans  le  triangle  rectangle ODA,  le  rapport  ->  c*est-à-dire 

-— >  est  déterminé,  et  par  suite  Tangle  OAD  et  son  com- 
plément OAIj  sont  constants.  Le  lieu  de  la  droite  AO  est 
donc  encore  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  AL. 

II.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  lieu  du 
point  de  contact  Cl  de  la  sphère  O  avec  le  plan  F. 

Abaissons  du  point  A,  sur  le  plan  bissecteur  S,  la  per- 
pendiculaire AH,  qui  coupe  le  plan  S  en  H,  et  le  plan 
Fen  E;  puis  tirons  les  droites  OH,OE,OC,EC,  et  dé- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  272  ) 

signons  par  A'  le  point  où  ÂH  coupe  la  sphère  O.  Les 
triangles  OâH,  OA^H  <ftant  évidemment  égaux,  le  point 
A'  eât  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  au  plan  S  ; 
donc  ce  point  A^  est  fixe.  Or  la  droite  EC étant  tangente 
à  la  sphère,  on  a 

EC  =  EA  X  EA'  ==  const. 

La  droite  EC  étant  constante,  le  lieu  du  point  C  est 
une  circonférence  dont  le  centre  est  E  et  le  rayon  EC 
Calcul  du  rayon.  —  On  a  évidemment 

D'autre  part,  la  droite  AH,  perpendiculaire  au  plan 
S,  Test  aussi  à  la  droite  OH.  On  a  donc 

d'où 

îëc''=eh' —  âh'. 

Discussion.  —  La  formule  précédente  montre  qiieEH 
doit  être  plus  grande  que  AH  ;  ce  que  Ton  pouvait  pré- 
voir, puisque^  dans  le  cas  contraire,  le  point  A  serait 
extérieur  au  dièdre. 

Si  Ton  suppose  EH  =  AH,  la  droite  EC  devient  nulle, 
et  le  cercle  se  réduit  à  un  point.  En  effet,  si  les  lignes 
EH  et  AH  sont  égales,  le  point  A  est  dans  le  plan  P,  et 
il  n'existe  qu'une  seule  sphère  passant  par  le  point  A  et 
tangente  aux  deux  plans. 

Si  l'on  suppose  AH  =  o,  on  a  EC  =  EH  5  ce  qui  était 
évident  a  priori,  car  alors  le  point  A  est  situé  dans  le 
plan  bissecteur  S,  et  les  deux  droites  EC,  EH  sont  tan- 
gentes à  la  sphère. 

IIL  Des  propositions  précédentes  on  peut  tirer  di- 
verses conséquences. 
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1.  Remarquons  d'abord  qae  le  poi al  O,  équîdislànt  du 
point  A  et  du  plan  P,  se  trouve  situé  sur  un  paraboloïde 
de  révolution  ayant  le  point  A  pour  foyer  et  le  plan  P 
pour  plan  directeur.  Pour  la  même  raison,  il  est  situé 
sur  un  paraboloïde  dont  le  foyer  est  A  et  dont  le  plan 
directeur  est  P.  Enfin  le  point  O  est  contenu  dans  le 
plan  S.  Le  lieu  du  point  O  peut  donc  être  défini,  soit 
par  l'intersection  d'un  plan  et  d'un  paraboloïde,  soit  par 
Tintersection  de  deux  paraboloïdes. 

Or,  le  point  O  étant  situé  sur  la  droite  OC^,  le  lieu  de 
ce  point  est  situé  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit  dont 
la  base  est  un  cercle  ayant  E  pour  centre  et  EC  pour 
rayon  •,  donc  le  lieu  du  point  O,  intersection  d'un  cy- 
lindre et  d'un  plan,  est  une  ellipse. 

De  là  les  deux  ibéorèmes  suivants  : 

1°  ^intersection  ifun  paraboloïde  par  un  plan  est 
une  ellipse. 

•i®  L'intersection  de  deux  paraboloïdes  ayant  même 
foyer  est  une  ellipse» 

Diantre  part,  on  a  vu  que  le  lieu  de  la  droite  AO  est  un 
cône  de  révolution  \  de  là  ce  troisième  théorème  : 

3®  Si  Von  coupe  un  paraboloïde  par  un  plan,  le  cône 
<ima  pour  base  la  section  et  pour  sommet  le  foyer  est 
un  cône  de  rév^olution. 

Enfin  on  sait  que  le  lieu  du  point  C,  projection  du 
point  O,  est  un  cercle  \  d'où  ce  quatrième  théorème  : 

4°  Si  Von  coupe  un  paraboloïde  par  un  plan^  la  pro- 
jection de  la  section  sur  un  plan  perpendiculaire  à  taxe 
est  un  cercle. 

2.  Prenons,  maintenant,  pour  origine  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  et  transformons  par  rayons  vecteurs 
réciproques  la  figure  considérée.  Les  deux  plans  P  et  P' 

Ann,  de  hlathémat,,  a«  série,  t.  XV11.  (Juin  1878.)  18 
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deviennent  deux  sphères,  et  la  sphère  O  est  encore  une 
sphère  nouvelle  variable,  passant  par  le  point  A  et  tan- 
gente  aux  deux  autres.  D'autre  part,  la  circonférence 
ayant  E  pour  centre,  et  EC  pour  rayon,  devient  une  cir- 
conférence tracée  sur  la  sphère  réciproque  du  plan  P. 
On  voit  donc  que,  si  les  plans  P  et  P'  sont  remplacés  par 
des  sphères,  le  lieu  du  point  C  est  encore  une  cir<M>nfé- 
rence. 

Si  l'on  suppose  le  centre  d'inversion  choisi  dans  l'un  des 
plans  Pet  PjOn  voit  que  la  solution  reste  la  même  quand 
un  seul  des  plans  donnés  est  remplacé  par  une   sphère. 

Enfin,  si  Ton  prend  pour  centre  d'inversion  le  point  A, 


les  plans  P  et  F  deviennent  des  sphères,  et  les  sphères  0 
desplans  -,  d'où  ce  théorème  bien  connu  : 

Si  ton  mène  des  plans  tangents  à  la  fois  à  deux 
sphères  données,  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
plans  av^ec  chacune  des  sphères  est  un  cercle. 

IV.  —  Autres  solutions  des  questions  proposées. 

I  ®  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  le  lieu  de  la 
droite. 

Tous  les  points  O  doivent  satisfaire   h   la   condition 
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d'être  équidistants  du  point  Â  et  du  plan  P  ;  ils  sont  de 
plus  contenus  dans  le  plan  S.  Considérons  deux  points 
0  et  (y  du  plan  S  satisfaisant  à  celte  condition  ;  tirons 
les  droites  AO,  AC,  et  abaissons  sur  le  plan  P  les  per- 
pendiculaires OC,  (y  G  y  et  sur  le  plan  Q  les  perpendicu- 
laires OD,  Ory;  puis  menons  les  trois  droites  0(y,  CC, 
Oiy,  qui  aboutissent  toutes  trois  au  point  B  de  la  droite 
MN.  On  a 

OD  _  PB    _   OC 
0'D'*~0'B'  ""  O'C' 

et,  comme  on  a  OC  =  OA,  etO'C  =  O'A,  on  en  dé- 
duit 

OD        OA  OD      O'D' 

ou 


O'D'       O'A  OA       O'A 

Dès  lors,  si  Ton  tire  AD  et  Aiy,  les  deux  triangles  rec- 
tangles ADO,  AiyO'  sont  semblables  ;  donc  les  angles 
OAD,  O'^AD'  que  font  avec  le  plan  Q  les  droites  AO^ 
A(y  sont  égaux,  et  Ton  conclut,  comme  précédemment, 
que  le  lieu  de  AO  est  un  cône  de  révolution  dont  Taxe 
esi  perpendiculaire  au  plan  Q. 

2®  Cherchons,  maintenant,  le  lieu  du  point  de  contact 
de  la  sphère  ^variable  a^^ec  Vun  des  deux  plans, 

D'apfès  le  théorème  deDupuîs,  si  une  sphère  variable 
est  tangente  à  trois  sphères  données,  le  lieu  du  point  de 
contact  de  la  sphère  variable  avec  chacune  des  trois 
autres  est  une  circonférence. 

Supposons  que  Tune  des  trois  sphères  fixes  se  réduise 
à  un  point  et  que  les  deux  autres  sphères  se  coupent  :  le 
théorème  subsiste  encore.  Cela  posé,  transformons  la 
figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  pour 
origine  un  des  points  de  Tiniersection  des  deux  sphères. 
Le  point  donné  devient  alors   un  point  A  ^   les  deux 

i8. 
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sphères  deviennent  deux  plans  P  et  F.  D'ailleurs,  le  lîeu 
des  points  de  contact  de  chacun  de  ces  plans  avec  la  sphère 
variable  est  encore  une  circonférence.  Le  problème  est 
donc  résolu. 


AGRÉGATION  DES  LYCÉES  (GONGOIJRS  BE  1877). 

ORDRB   DBS    SCIENCES    MÀTHÉMÀTIQOES. 


COXPOSITION  DU  8  AOUT. 

Mathématiques  spéciales* 

On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  Â  : 

i**  Trouver  un  point  B  tel  que,  en  menant  par  ce  point 
un  plan  quelconque  P,  la  droite  ÂB  soit  toujours  Tun 
des  axes  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  Â,  et  pour 
base  la  section  de  Tellipsoïde  par  le  plan  P; 

2°  Le  problème  a,  en  général,  trois  solutions  :  trouver 
pour  quelles  positions  du  point  A  le  nombre  des  solu- 
tions  devient  infini  \ 

3®  Le  point  A  restant  fixe,  on  suppose  que  TelUpsoïde 
se  déforme  de  façon  que  les  trois  sections  principales 
conservent  les  mêmes  foyers,  et  Ton  demande  le  lieu  que 
décrit  alors  le  point  B. 

COXPOSITION  DU  9  AOUT. 

L  —  Mathématiques  élémentaires. 

Une  droite  AB  de  longueur  donnée  tourne  autour  de 
son  milieu  O,  supposé  fixe,  de  façon  que  les  rapports 
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AC     BC 

-jry  ^7-  des  distances  de  ses  extrémités  A  et  B  à  deux  points 

Au    ilO 

fixes  C  et  D  soient  toujours  égaux  entre  eux  :  trouver  le 

lieu  engendré  par  celte  droite  AB. 

n.  —  Mécanique  élémentaire. 

Denx  poids  P  et  P  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur 
deux  plans  inclinés  dont  rinlersecûon  est  horizontale; 
ces  deux  poids  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  à  une  puissance  connue  de  leur  distance  mu- 
tuelle :  trouver  leur  position  d'équilibre. 

Etudier  le  même  problème  en  tenant  compte  du  frot- 
tement que  Ton  suppose  le  même  pour  les  deux  plans 
inclinés.  [On  négligera  les  dimensions  des  deux  poids.) 


COMPOSITIOir  DU  10  AOUT. 

Question  de  méthode  et  d'histoire  des  Alathématiques, 

Exposer  la  marche  h  suivre  pour  trouver  Téquation 
d'un  lieu  géométrique,  en  Géométrie  plane.  —  Choisir 
des  exemples  propres  à  faire  comprendre  la  méthode  et 
à  mettre  en  évidence  les  particularités  les  plus  remarqua- 
bles que  Ton  peut  rencontrer  dans  cette  recherche. 


COMPOSITION  DU  25  AOUT. 

Sur  les  matières  de  la  licence. 

Étudier  le  mouvement  des  deux  points  pesants  (i  elm 
qui  s'attirent  proportionnellement  a  leur  masse  et  à  leur 
dislance  :  le  point  fi  est  assujetti  à  rester  sur  une  verti- 
cale Oz,  et  le  point  m  à  rester  sur  un  plan  horizontal  qui 
tourne  uniformément  autour  de  la  verticale  Oz» 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  HATHÉIIUTIQIIES  (ANNÉE  1877). 


Leçons  de  Mathématiques  spéciales  » 

1°  Théorie  des  plans  diamétraux  cl  des  diamètres 
dans  les  surfaces  du  second  degré. 

2°  Règle  des  signes  de  Descartes. 

3°  Théorème  de  Rolle.  —  Application  à  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcendante. 

4**  Théorème  des  projections.  —  Application  à  li 
transformation  des  coordonnées  dans  l'espace. 

5°  Tangentes  et  asymptotes  des  courbes  rapportées  à 
des  coordonnées  polaires. 

6^  Exposer  les  méthodes  principales  qui  permettent  de 
reconnaître  la  nature  d'une  surface  du  second  ordre, 
donnée  par  une  équation  à  coefficients  numériques. 

7®   lim  (  I -{ — J    lorsque  m  devient  infini. 

8°  Théorème  de  Sturm.  —  Usages  de  ce  théorème. 

9®  Transformation  des  équations.  —  Exemples. 

lo®  Discussion  de  courbes  en  coordonnées  polaires. 

1 1«  Approximation  des  racines  (méthode  de  Newton). 

la*»  Sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second 
ordre.  —  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  quelconques. 

i3°  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  daus  le 
cas  ou  la  section  a  des  branches  infinies. 

i4°  Réduction  de  Téquation  générale  du  second  ordre 
à  trois  variables  à  ses  formes  les  plus  simples  (coordon- 
nées rectangulaires). 

i5®  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré. — 
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Solution  au  moyen  d'une  équation  du  troisième  degré. 
—  Discussion. 

i6**  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rectilîgnes. 

17°  Étude  de  la  fonction  exponentielle  a*.  —  Des 
logarithmes  considérés  comme  exposants. 

Leçons  de  Mathématiques  élémentaires, 

1°  Divisibilité.  —  Caractères  de  divisibilité  par 
2,  5,  4,  25,9,  3,  II. 

2°  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 

3°  Première  leçon  sur  la  mesure  des  surlTaces. 

4**  Formules  pour  la  résolution  des  triangles. 

5*»  Volume  de  la  sphère.  —  Théorèmes  qui  y  condui- 
sent. 

.     --      .                      .    .             j       ax^'Jrhx-\-c 
0°  Maximum  et  minimum  de  —7— — 7  • 

7"  Racine  carrée  (Arithmétique). 
8**  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  plusieurs 
nombres  entiers.  —  Plus  petit  commun  multiple. 
9**  Première  leçon  de  Géométrie  descriptive. 
10^  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

1 1"  Première  leçon  de  Trigonométrie. 

12°  Première  leçon  de  cosmographie. 

i3°  Multiplication  algébrique. 

i4**  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

i5°  Mesure  des  angles. 

16°  Résolution  et  discussion  du  système  d'équations 

ax  -+-  by  =  Cy 
a'x  -h  Vy  =2  d. 
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Géométne  descriptwe. 

Etant  donnés  un  paraboloïde  de  révolu tioa  P  dont 
Taxe  est  vertîcaU  et  une  droite  D  qui  rencontre  cet  axe, 
on  coupe  la  surface  P  par  des  plans  horizontaux,  et  Ton 
transporte  chaque  section  dans  son  plan,  de  manière  que 
son  centre  vienne  se  placer  sur  la  droite  D  :  on  obtient 
ainsi  une  surface  S. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i^  De  mener  le  plan  tangent  à  la  surface  S  en  un  point 
de  cette  surface  dont  la  projection  verticale  ml  est  don- 
née ; 

a^  De  construire  Tintersection  des  surfaces  Pet  S. 

Données.  —  Le  sommet  du  paraboloïde  P  est  à  7  cen- 
timètres en  avant  de  la  ligne  de  terre  (  on  le  placera  i 
10  ou  la  centimètres  du  bord  droit  de  la  feuille.) 

Le  foyer  de  la  parabole  méridienne  est  à  i  centimètre 
au-dessus  du  sommet. 

La  droite  D  est  parallèle  au  plan  vertical  ;  sa  trace  ho- 
rizontale est  à  7  centimètres  en  avant  de  la  ligne  déterre, 
et  à  5  centimètres  à  gauche  du  sommet  du  paraboloïde  P. 
Sa  projection  verticale  fait  un  angle  de  60  degrés  avec  la 
partie  droite  de  la  ligne  de  terre. 

Le  point  m!  est  à  9  centimètres  au-dessus  de  la  ligue  de 
terre,  et  à  4^  millimètres  à  gauche  de  la  projection  ver- 
ticale de  Taxe  du  paraboloïde. 

Épreui^e  pratique  de  calcul. 

Sachant  que  le  polynôme 

r*  +  «  >7  *r*  —  2,25  jr'j  —  3,8a5x» 
-4-  2^»-f-  3«r  -f-o,6x»  ~^-f-4,3x—  2 

estdécomposable  en  facteurs  du  premier  degré,  on  de- 
mande d'opérer  cette  décomposition. 


I 

\ 
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CORRESPONDANCE. 


1  •  Nous  avoDs  reçu  de  M.  G.  CHàMBOiv  ane  Note  in- 
tiiulée  : 

Lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  qua^- 
drilatère*  —  Conique  des  neuf  points. 

Dans  celte  Noie  il  est  démontre  que  le  lieu  géométrique 
des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère 
donné  ÂBCD  est  une  ligne  du  second  degré  qui  passe  : 

1®  Par  les  trois  points  où  se  coupent  deux  à  deux  les 
côtés  opposés  et  les  diagonales  du  quadrilatère  ; 

2®  Par  les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diago- 
nales. 

C'est  à  cause  de  ces  propriétés  que  l'auteur  de  la 
Note,  considérant  un  triangle  ABC,  déterminé  par  trois 
des  sommets  du  quadrilatère,  nomme  conique  des  neuf 
points  de  ce  triangle,  le  lieu  géométrique  dont  il  s'agit. 

Lorsque  le  quatrième  sommet  D,  du  quadrilatère  coïn- 
cide avec  le  point  d^intersection  des  trois  bautcurs  du 
triangle  ABC,  Téquation  de  la  conique  devient  celle 
d'une  circonférence,  et  Ton  retrouve  ainsi,  comme  cas 
particulier,  une  proposition  bien  connue  sous  la  déno- 
mination de  la  circonférence  des  neuf  points, 

2.  MM.  Félix  Sautreaux  et  Dunoyer  nous  ont  adressé, 
successivement,  d'intéressantes  recherches  sur  le  théorème 
de  Pascal.  Ce  théorème  a  été,  comme  on  sait,  démontré 
dediiTérentes  manières, en  le  déduisant  de  différentes  pro- 
positions de  Géométrie  plane  auxquelles  correspondent, 
dans  Fespace,  des  propositions  analogues.  En  voici  un 
exemple  très-simple,  qui  se  trouve  dans  le  travail  de 
M.  Sautreaux. 
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SI  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  trois 
autres  cordes  d'intersection  concourent  au  même  point. 

Si  trois  surfaces  du  second  ordre  ont  une  conique 
commune,  les  plans  des  trois  autres  coniques  d'intersec- 
tion passent  par  unc^mëme  droite. 

3.  Les  deux  questions  de  Géométrie  analytique,  pro- 
posées au  concours  d'admission  à  TEcole  Centrale  (voir 
t.  XVII,  p.  20oet2o3),ont  été  résolues  par  M.  Y.  Griess, 
maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger 5  et  la  question deMa- 
thématiques  spéciales  du  concours  général,  par  M.Bar- 
barin. 


PIIBLIGATIONS  RÉGENTES. 


i ,  Traité  de  Géométrie  analytique,  précédé  des  Elé- 
ments de  la  Trigonométrie  recUligne  et  de  la  Trigono- 
métrie sphérique,  par  -<^.  Boset,  ingénieur  honoraire 
des  Mines,  candidat  es  sciences  physiques  et  ma- 
thématiques, professeur  de  Mathématiques  supérieures 
à  l'Athénée  royal  de  Namur. —  Bruxelles,  Gustave 
Mayolez,  libraire-éditeur,  rue  de  l'Impératrice,  i3î 
Paris,  Gauthier-Villars,  libraire,  quai  des  Grands- 
Augustins,55  (  1878).  Un  volume  in-8  de  700  pages. 
Prix  :  12  fr. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties;  la  première 
comprend  les  éléments  des  deux  irigonométries  et  leurs 
applications  à  la  résolution  de  divers  problèmes  impor- 
tants, qui  n'ont  pas  éic  résolus  dans  plusieurs  autres 
Traités  de  Trigonométrie.  Nous  avons,  par  exemple,  re- 
marqué la  formule  qui  donne  le  volume  d'un  tétraèdre 
en  fonction  des  six  arêtes. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  283  ) 

La  seconde  Partie  est  un  Trafté,  des  plus  complets,  de 
Géométrie  analytique  plane.  On  y  trouve  un  grand 
nombre  d'exercices  bien  choisis,  les  démonstration.^  de 
plusieurs  propriétés  peu  connues  et  utiles  pour  la  con- 
struction des  courbes  du  second  degré.  —  Une  théorie 
nouvelle  des  asymptotes,  que  l'auteur  considère  comme 
des  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  à  ï infini. 
Les  théories  générales  des  foyers  et  circonférences  fo- 
cales;  des  diamètres  et  diamètres  conjugués.  —  Sys- 
tèmes bomographiques.  —  Courbes  enveloppes.  —  Po- 
laires réciproques.  —  Coniques  rapportées  aux  côtés 
d'un  triangle  autopolaire.  —  Invariants,  covariants.  — 

Homothétie Toutes  ces  théories  et  propositions  sont 

exposées  avec  ordre  et  clarté. 

L'ouvrage  de  M.  Boset  nous  semble  appelé  à  un  grand 
succès;  il  peut,  certainement,  être  recommandé  aux  étu- 
diants et  aux  professeurs. 

2.  SuUacinematica  di  un  corposolido.  Nota  del  S.  C. 
Prof.  Giuseppe  Bardelli. 

Letta  neiradunanzadel  a8  marzo  1878  del  R.  Istituto 
Lombardodi  Scienze  e  Lettere. 
Milano,  coi  tipi  di  G.  Bernardoni  (1878). 

3.  Greek  Geometry,  from  Thaïes  to  Euclirl,  hj 
George  Johnston,  jiUman^  II.  D.,  professer  of  Ma- 
tliematics,  and  Member  of  the  senate,  of  the  Qucen's 
University  in  Ireland. 

Dublin,  printed  at  the  Universîty  press,  by  Ponsonby 
and  Murphy  (1877). 

4.  Grundlagen  der  Ikonognosie.  Mit  Berùcksichti- 
gung  ihres  VerhMtnisses  zu  anderen  exacten  TFissen- 
schaften,  inshesondere  zur  «  Géométrie  descriptiv^e  » 
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von  Franz  Tilsbe,  Professer  am  K.  K.  bôhmischenpoly- 
technikum  io  Prag.  I.  Ablheilung.  Mit5  lithogr.Tafeln. 

(Âus  den  Abhandlungen  der  k.  Bôhm.  Gesellschafc 
der  Wîssenschaften.  yi.  Folge.  9.  Band)  (Mathem. 
naturwiss.  —  Classe  n°  3.) 

Prag.  Verlag  der  kôn.  bohmischen  Gesellsckafi  der 
Wissenscbaften  ;  Druck  von  Dr.  Ed.  Grégr.  (1878.) 

Théorie  mathématique  des  opérations  financières; 
par  M.  Hippoljte  Charlon,  a*  édition;  Paris,  Gau- 
thier-Vil lars,  1878.  Grand  in-8°.  Prix  :  la^'So. 

L'auteur,  dans  cette  seconde  édition  de  la  Théorie  mathéma- 
tique des  opérations  financières,  s*est  efforcé  d'en  rendre  la  lecture 
facile  aux  personnes  qui  ne  connaissent  que  les  notions  les  plus 
élémentaires  de  TÂlgèbre.  Les  démonstrations  qui  exigent  une  ood- 
naissance  approfondie  des  procédés  algébriques  ont  été  relégaées 
dans  des  Notes  placées  à  la  fin  de  l'Ouvrage. 

II  a  ajouté  considérablement  au  texte  et  aux  Tables  de  la  pre- 
mière édition,  publiée  en  1869. 

Des  lois  édictées  en  1872  et  1875  ont  frappé  les  obligations  de 
trois  taxes  qui,  modifiant  leur  valeur,  ont  apporté  des  complica- 
tions nouvelles  dans  tous  les  problèmes  qui  les  concernent.  Le  lec- 
teur verra  avec  intérêt  les  procédés  simples  et  ingénieux  inventés 
par  M.  Achard  pour  triompher  de  ces  complications. 

L'auteur  a  pensé  que  les  Théories  des  Opérations  de  Bourse  et 
de  CJiange,  ainsi  que  celle  de  la  Comptabilité,  se  rattachaient  na- 
turellement à  son  sujet;  aidé  par  MM.  Jay^  Baudesson  de  Riche- 
bourg  et  Tricart,  il  a  consacré  trois  Chapitres  à  leur  exposition. 

Il  a  ajouté  aux  Tables  logarithmiques  de  Fédor  Thoman,  qui  ac- 
compagnaient la  première  édition,  des  Tables  numériques  relatives 
aux  obligations  de  chemins  de  fer  et  aux  calculs  d'intérêts  com- 
posés et  d'annuités. 

Ces  nouvelles  Tables  permettent  de  résoudre,  avec  le  seul  se- 
cours des  opérations  élémentaires  de  l'Arithmétique,  les  problèmes 
les  plus  compliqués  de  la  finance,  et  notamment  ceux  qui  concer- 
nent les  parités  des  valeurs. 

Voici  d'ailleurs  le  contenu  des  différents  Chapitres  : 

Cbapitrb  I.  —  Intérêt  simple  et  composé.  Escompte.  Échéanee  com- 
mune. Échéance  moyenne. 
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Chap.  11.  —  Rentes.  Perpétuités.  Rentes  limitées. 

Chàp.  ht.  —  Emprunts  remboursables  par  des  rentes  à  termes  con- 
stants. Éyaluation,  d'après  un  taux  d'intérêt  quelconque,  de  la  nue  pro- 
priété des  titres  d'un  emprunt,  de  leur  jouissance  et  de  ces  titres  eux- 
mêmes. 

Chap.  IV.  —  Emprunts  par  obligations.  Évaluation,  d'après  un  taux 
d'intérêt  quelconque,  de  la  nue  propriété  des  obligations  d'un  emprunt, 
de  leur  jouissance  et  de  ces  obligations  elles-mêmes. 

Cbap.  y.  —  Rentes  dont  les  termes  varient  en  progression  géomé- 
trique. Emprunts  remboursables  par  des  rentes  dont  les  termes  forment 
une  progression  géométrique.  Rentes  dont  les  termes  varient  en  pro- 
gression arithmétique.  Emprunts  remboursables  par  des  rentes  dont  les 
termes  varient  en  progression  arithmétique. 

Chap.  VI.  —  Fonda  publics  français.  Opérations  du  Crédit  foncier  de 
France. 

Chap.  VII.  —  Définition  de  la  parité  des  valeurs.  Recherche  du  taux 
correspondant  au  prix  d'une  rente.  Évaluation  de  l'influence  des  taxes 
tnr  la  valeur  des  obligations.  Recherche  du  taux  d'intérêt  correspondant 
au  prix  d'une  obligation  frappée  des  trois  taxes.  Exemples  de  calculs  de 
parités. 

Chap.  VIII.  —  Définition  de  la  Bourse,  son  rôle  dans  la  physiologie 
sociale.  Historique  des  opérations  de  Bourse  proprement  dites.  Des 
usages  de  place  à  la  Bourse  de  Paris. 

Cbap.  IX.  —  Du  change.  De  la  lettre  de  change.  Des  cotes.  Des  arbi- 
trages. Arbitrages  de  fonds  publics.  Arbitrages  des  matières  d'or  et  d'ar- 
gent. 

Cbap.  X.  — Définition  et  origine  de  la  comptabilité.  Enregistrement 
H  classification  des  faits  commerciaux.  Des  deux  principales  méthodes 
de  comptabilité.  Des  livres  de  commerce.  De  la  balance.  Dq  l'inventaire 
ou  bilan.  Applications.  Tenue  des  livres  de  la  maison  Pierre  et  C**.  Ou- 
verture et  clôture  des  épritures  d'une  maison  de  commerce. 

Théorie  des  intérêts  composés  et  des  annuités,  sui- 
vie DE  Tables  logarithmiques  ;  par  Fédor  Thoman. 
Oavrage  traduit  de  Tanglais  par  M.  Tabbé  Bouchard^ 
et  précédé  d'un  Avertissement  de  M.  /.  Bertrand. 
Paris,  Gauthier- Villars,  1878.  Grand  in-8**.  Prix  ; 
10  francs. 

La  première  édition  de  cet  Ouvrage  a  paru  en  anglais,  et  a  été 
imprimée  aux  frais  de  l'Université.  Elle  a  obtenu,  dit  M.  Bertrand, 
tout  le  succès  auquel  puisse  prétendre  un  Ouvrage  de  ce  genre, 
celui  d*être  employé  par  les  hommes  pratiques  et  d'être  recherché 
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comme  un  guide  précieux,  presque  indispensable  pour  les  opé- 
rations de  chaque  jour. 

M.  Gauthier-Yillars,  en  donnant  au  public  français  la  traduction 
de  M.  l'abbé  Bouchard,  rend  un  véritable  service  aux  calculateurs 
de  notre  pays,  dont  bien  peu  jusqu'ici  ont  eu  Toccasion  de  cod- 
naître  l'édition  originale. 

Après  avoir  donné,  sous  une  forme  nette  et  précise,  en  y  joi- 
gnant leur  démonstration,  les  formules  qui  résolvent  tous  les  pro- 
blèmes rencontrés  par  lui  dans  sa  longue  pratique  de  calculateur 
des  opérations  financières,  Fédor  Thoman  les  éclaircit  par  de  nom- 
breux exemples,  et  en  simplifie  l'emploi  de  manière  à  faire  dispa- 
raître souvent  tout  travail,  par  le  moyen  de  deux  Tables  dont 
l'usage,  très-facile  et  très-clair,  permet  de  résoudre  un  grand 
nombre  de  problèmes  en  apparence  complètement  distincts. 

Cette  nouvelle  édition  contient  de  plus  des  Tables  inédites,  dres- 
sées de  la  main  même  de  Fédor  Thoman. 

La  Table  I  de  l'édition  anglaise  ne  donne  les  logarithmes  du 
montant  de  i  franc  et  de  l'annnuité  capable  d'amortir  un  capiui 
de  I  franc  que  pour  des  périodes  de  temps  inférieures  à  looans; 
mais  on  peut  avoir  besoin  de  connaître  ces  mêmes  logarithmes  pour 
des  périodes  comprises  entre  loo  et  200  ans,  surtout  lorsqu'il  s'a- 
git du  calcul  d'annuités  où  l'intérêt  et  l'amortissement  se  payent 
par  semestre,  par  trimestre  ou  par  mois.  Un  supplément  de  4  p&g^t 
faisant  suite  à  la  Table  I,  présente  ces  logarithmes  pour  les  taux 
2,  ^i,  2|et  3  pour  100,  et  pour  des  périodes  de  temps  comprises 
entre  loo  et  200  ans. 

La  Table  V  contient  les  logarithmes  des  nombres  naturels  de  i 
à  100. 

Les  Tables  VI  et  VII  complètent  les  trois  premières  Tables. 

Enfin  les  trois  Tables  de  logarithmes  à  1 1  décimales  sen'ent  à 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  donné,  ou  le  nombre  correspon- 
dant à  un  logarithme  donné,  jusqu'à  10  chiffres  exacts.  Un  supplé- 
ment de  quelques  pages,  placé  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  sous  le  titre 
de  Tables  de  logarithmes  ^11  décimales,  indique  la  manière  de 
se  servir  de  ces  Tables. 
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QUESTIONS. 

1267.  On  donne  une  circonférence  dont  le  centre 
estO^  et  une  droite  a.  On  a  sur  cette  droite  deux dis^isions 
homo  graphiques  y  dont  A  et  A' sont  deux  points  corres- 
pondants. Par  A  et  A'  on  mène  des  tangentes  à  la 
circonférence;  elles  se  coupent  en  quatre  points  dont  on 
demande  le  lieu  géométrique. 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  particulier  où  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la 
droite  a  est  le  point  milieu  des  deux  points  doubles 
imaginaires  des  disfisions  homo graphiques,  —  Cas  par- 
ticulier  oà  les  divisions  sont  en  ins^olution  et  ont  leurs 
points  doubles  imaginaires,  (Ed.  Dewulf.) 

1268.  Lieu  du  point  de  la  tangente  à  répicycloïde 

x'  4-  jr»  =  a%  qui  est  conjugué  harmonique  du  point 
de  contact  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

(Gambey.) 

1269.  Une  droite  AB  de  longueur  constante  s'appuie 
sur  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  :  lieu  du  point  M  de 
celte  droite,  tel  que  Ton  ait 

MA.AO=:MB.BO. 

•  (Gambey.) 

1270.  On  sait  que  les  six  normales  menées  par  un 
point  à  une  surface  du  second  ordre  sont  sur  un  même 
cône  du  second  degré.  On  propose  de  trouver  le  lieu  que 
doit  décrire  le  sommet  S  de  ce  cône  pour  que  les  diffé- 
rents cônes  obtenus  admettent  les  mêmes  plans  cycliques. 

(Gambey). 
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1271.  On  donne  un  plan  (P)  et  unedroîlefixe  (D)  qui 
rencontre  le  plan  en  un  point  O.  Par  la  droite  (D)  on 
mène  un  plan  (?:)  qui  coupe  (P)  suivant  une  droîteOm; 
on  élève  sur  0/n,  dans  le  plan  (ît),  une  perpendiculaire 
0/x-,  quel  est  le  lieu  de  cette  perpendiculaire? 

(Gehty.) 

1272.  Dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  éqaiva- 
len  tes  : 

1°  Les  faces  sont  égales; 

2*^  Le  centre  de  gravité  coïncide  avec  les  centres  des 
sphères,  inscrite  et  circonscrite,  et  d'une  sphère  tan- 
gente à  la  fois  aux  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  et  aux 
perpendiculaires  menées  à  chaque  face  par  le  point  de 
rencontre  de  ses  hauteurs.  (Cotterea.u.) 

1273.  Si  r  représente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
un  triangle,  et  p  le  demi-périmètre,  on  a  p'  ]>  27/^. 

(D.  Edwards,  The  Education  times,) 

1274.  Dans  toute  solution,  en  nombres  entiers,  deTé- 
quation  indéterminée  24a;*  -+-  i  =7*»  le  produit  x^  des 
valeurs  des  deux  inconnues  est  multiple  de  5* 
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LEÇONS 

SUR  LA 

PHILOSOPHIE  CHIMiaiE 

PROFESSÉES  AU  COLLÈGE  DE  FRANCE, 

EN  1836, 

Par  m.  DUMAS, 

RECUEILLIES 

Par  h.  BINEAU. 


Seconds  fiDiTioN.  In-8;  1878.  —  Prix  :  7  francs. 


AVIS  DE  L'ÉDITEUR. 

L^  leçons  sur  la  Philosophie  chimique  professées,  en  i836,  au  Collège 

de  France  par  M.  Dumas,  ont  été  rédisées  à  cette  époque  et  publiées  par 

M.  Bineau,  devenu  plus  tard  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 

M.  Dumas  avait  reconnu  la  fidélité  de  la  reproduction  de  ces  Legons 

improrisées. 

La  première  édition  étant  épuisée  depuis  longtemps,  nous  en  faisons 
paraître  une  seconde  avec  la  permission  de  Fauteur.  Il  n'y  avait  rien  à  chan- 
ger à  une  rédaction  qui  devait  conserver  son  caractère  historique. 

Dans  un  second  volume,  sous  presse,  nous  avons  réuni  toutes  les  Leçons 
00  Conférences  ayant  pour  objet  des  questions  de  Philosophie  chimique, 
recueillies  dans  les  Cours  de  M.  Dumas,  par  ses  élèves,  pendant  les  trente 
années  de  son  enseignement  à  TÊcole  Polytechnique,  à  la  Sorbonne,  à  la 
Faculté  de  Médecine  ou  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  ainsi 
que  les  Notes  sur  les  mêmes  sujets  qui  ont  paru  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences. 

On  aura  ainsi,  sous  une  forme  condensée,  Fensemble  des  opinions  et  des 
vues  émises  successivement  par  M.  Dumas  et  devenues  pour  la  plupart 
familières  aux  chimistes  du  temps  présent. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 

pe  Leçon.  —  Définition  de  la  Philosophie  chimique.  —  Origine  de  U 
Chimie.  —  Chimie  des  Égyptiens.  —  Chimie  des  Hébreux,  des  Grecs.  —  Chimie 
des  Arabes.  Geber.  —  Roger  Bacon.  —  Albert  le  Grand.  —  Arnauld  de  Villeneuye. 
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—  Raymond  Lulle.  —  École  de  Raymond  Lollo.  —  ParaceUe.  —  Agrieola.  Ber- 
nard Palissy.  —  Conclusion. 

n*  Leçon.  —  Nicolas  Le  Fèyre.   —  Les   cinq  éléments.  —  Esprit  unÎTersel. 

—  Augmentation   de  poids  des  métaux  par  la  calcinatton.  —  Glazer.  —  Lémery. 

—  Homber. —  Bêcher.  —  Stahl.  —  Théorie  du  phlogistique.  —  Conclusion. 

in*  Leçon.  —  Schéele.  —  Résumé  de  ses  déconyertes.  —  Son  Traité  dv 
l'air  et  du  feu.  —  Priestley.  — Résumé  de  ses  découvertes.  — Conclusion. 

lY*  Leçon.  —  Premiers  essais  de  Lavoisier.  —  Point  de  départ  de  m 
théorie.  — Résumé  de  ses  travaux.  —  Sa  discussion  du  phlogistique.  «-  SonTmiir 
de  Chimie.  —  Ses  expériences  sur  la  chaleur.  —  Discussion  de  Tessai  de  J.  Eey. 

—  Réclamation  de  Lavoisier.  —  Sa  mort.  —  Conclusion, 

V*  Leçon.  —  Résumé  de  la  théorie  de  Lavoisier.   —  Réflexions   sur  les  sels. 

—  Rouelle.  —  Wenzel.  —  Richter  et  sa  loi.  —  Proust.  —  Dalton  et  sa  théorie 
des  multiples.  -^  Équivalents  chimiques. 

YI*  Leçon.  —  Théorie  atomique.  —  La   matière   est-elle  divisible  à   l'infini  ? 

—  Atomes  des  philosophes  grecs.  —  Lucrèce.  —  Gassendi.  —  Wolf.  —  Sweden 
borg.  —  Conclusion. 

VU*  Leçon.  —  Combinaisons  des  gaz  en  volumes.  —  Rapports  réels  des 
volumes  et  des  atomes.  —  Loi  de  Dulong  et  Petit.  —  Calorique  spécificpie  des 
corps  simples.  —  Calorique  spécifique  des  composés.  —  Isomorphisme.  — 
Conclusion. 

YIII*  Leçon.  —  Dimorphisme.  —  Isomérie. 

EL*  Leçon.  —  Véritable  constitution  des  corps.  —  Nomenclature.  —  Gayton 
de  Morveau.  —  Discussion  des  théories  proposées  sur  la  constitution  des  compo- 
sés. —  Nomenclature  symbolique.  «—  Conclusion. 

Z*  Leçon.  —  Affinité.  —  Tables  de  Geoffroy.  —  Opinions  de  Berthollet.  — 
Lois  de  berthoUet.  —  Réflexions  sur  l'attraction  moléculaire. 

XI*  Leçon.  —  Électricité  développée  par  l'action  chimique.  —  Action  dû- 
mique  de  la  pile.  —  Théorie  électrochimique   de  Davy.  —  Théorie    d'Ampère. 

—  Théorie  de  Beraélius.  —  Expériences  de  M.  Faraday.  —  Conclusion. 
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A  LA  MÊME  LIBRAIRIE. 

CAHOURS  (  Auguste),  Membre  de  rÂcadémie  des  Sciences.  —-  Tiaité  de 

Chimie  générale  élémentaire. 

CHIMIE  INORGANIQUE,  Leçons  prof essées  à  V École  Centrale  des  Arts 

et  Manufactures,  4®  édition.  3  volumes  in-i 8  jésus,  avec  figures  dans 

le  texte  et  8  planches;    1878.   (Jutorisé  par  décision    ministe» 

rielle.) i5  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 6  fr. 

CHIMIE  ORGANIQUE,  Leçons  professées  à  l'École  FolytecK- 
nique.  V  édition.  S  volumes  m-i 8  jésus  avec  fig.;  1874-187S.     i5  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 6  fr. 

PONGELET,  Membre  de  l'Institut.  —  Conn  de  Mécanique  appliquée  aux 
machines,  publié  par  M.  Kainra,  Ingénieur  en  chef  des  ManuCactures  de 
l'État,  'k  volumes  in-8,  se.vendant  séparément: 

i'*  Partie  :  Machines  en  mouvement^  Régulateurs  et  transmissions. 

Résistances  passives,  avec  117  fig.  et  ii  planches;  1874 12  fr. 

2*  Pabtib  :  Mouvement  des  fluides.  Moteurs,  Ponts-lem,  avec 
III  figures;  1876 la  fir. 

♦85*  Paru.  -  imprimerie  de  GAUTUILH- VILLA Ui»,  qaal  des  AoiaïUBS,  M. 
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RECHERCHES 


U  TRANSMISSION  DU  SON 


UOREILLE  HUMAINE, 


J.-L.ROUIS,D.M.P., 

Médecin  priiaol^I  d'arméfti  Offlolor  de  la  Léflon  d'HoBBenr. 


im  TOLUMB  iN-4>  ^▼KG  FIGURES  ;  1877.  —  PRIX  :  8  FRANCS. 


Pour  atteindre  le  but  qu*il  s'est  proposé,  M.  Rouis  a  appliqué  à  la  confi- 
guration de  l'oreille  humaine  les  données  de  la  Physique  et  le  calcul.  La 
question  à  résoudre  est  devenue  dès  lors  la  suivante  :  Déterminer  le  mode 
suivant  lequel  une  onde  sonore  issue  du  dehors  est  transmise  dans  les  diverses 
parties  de  l'oreille  humaine.  La  solution  une  fois  obtenue,  il  a  été  possible 
de  lui  subordonner  les  détails  afférents  au  fonctionnement  des  parties  sur  les- 
quelles le  son  transmis  vient  développer  ses  effets. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Livre,  Tauteur  s'attache  à  préciser  le  mode 
suivant  lequel  le  son  est  transmis  par  l'oreille  externe,  autrement  dit  par  le 
pavillon  de  Torgane,  par  le  conduit  auditif  et  par  la  membrane  du  tympan. 
il  détermine  la  direction  qu'y  suivent  les  ondes  ;  il  recherche  les  movens 
disposés  par  la  nature  pour  y  assurer  la  netteté  du  son  transmis  ;  ennn  il 
définit  l'aptitude  sensorielle  de  ces  parties. 

Uq  second  Chapitre  est  consacré  à  démontrer  la  possibilité  :  i**  d'entendre 
parla  trompe  d'Éustache  les  sons  produits  à  proximité  de  cet  organe  par  le 
laryu;  t!*  de  régulariser  instantanément,  grâce  à  cet  intermédiaire,  l'articu- 
latiOD  de  la  voix. 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  2 

Le  troisième  Chapitre  embrasse  la  double  transmission  du  son  dans  roreille 
moyenne  par  la  chatne  des  osselets  et  par  l'air  de  la  caisse.  La  destinatioii 
de  la  chatne  des  osselets  et  la  neutralisation  des  ondes  dérivées  sasceptiblet 
de  nuire  à  la  transmission  de  Tonde  principale  y  sont  Tobjet  de  considéra 
tiens  inédites. 

Le  quatrième  Chapitre  porte  sur  un  sujet  resté  presoue  inaccessible  à 
rinvesiigation  physiologique  jusqu'à  ce  jour.  Nous  voulons  parler  de  la! 
transmission  du  son  dans  les  diverses  p>arties  de  Foreille  interne.  Sauf] 
se  dissimuler   les   difficultés   d'un  pareil    sujet,  l'auteur  a  cm  néaa-*] 
moins  pouvoir  Taborder.  U  a  donc  déterminé  sur  pièces,  au  point  de  vm 
géométrique,  le  mode  d'enroulement  spiral  des  rampes,  leurs  proportioim 
intérieures  et  enfin  la  disposition  de  leur  surface  initiale  relativement  à  ia| 
direction  des  ondes  sonores  qui  y  arrivent.  Au  moyen  de  ces  données,  il  a 
calculé  la  trajectoire  décrite  par  les  ondes  dans  ces  cavités  ;  puis,  prenant 
comme  second  point  de  départ  la  direction  de  la  trajectoire,  il  est  arrivé  à  ! 
formuler  des  vues  entièrement  nouvelles  quant  au  mode  selon  lequel  les  j 
ondes  déploient  leur  action  sur  les  éléments  sensoriels  du  limaçon,  autrement 
dit,  sur  la  zone  membraneuse  de  la  cloison  des  rampes,  sur  les  dents  aodi-  j 
tives  et  sur  les  piliers  de  Corti.  La  méthode  suivie  par  l'auteur  lui  permet 
d'atteindre  un  résultat  remarquable  :  nous  voulons  parler  de  la  reconstmc-  i 
tion  théorique  du  limaçon  selon  son  enroulement  caractéristique  et  ses  pro- 
portions. Passant  ensuite  à  l'appareil  vestibulaire,  aux  canaux  demi^irca- 
laires  et  aux  cristaux  otiques,  l'auteur  applique  à  la  disposition  de  ces  or^Des 


une  analyse  oui  le  conduit  à  leur  attribuer  une  destination  en  rapport  avec 
la  nécessité  a'apprécier  l'intensité  absolue  du  son  et  de  prévenir  le  dévelop- 
pement d'ondes  accessoires. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  démontrer  que  la  perception  d'une  onde 
quelconaue  exige  le  fonctionnement  solidaire  et  simultané  de  toutes  les 
parties  du  labyrinthe. 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  résumé  dogmatique  dans  lequel  l'auteor  a 
exposé  la  théorie  complète  de  l'audition  chez  l'homme,  telle  qu'il  est  conduit 
à  fa  formuler  d'après  les  travaux  antérieurs  aux  siens,  et  craprès  ses  recher- 
ches personnelles.  Ce  résumé  suffit  pour  mettre  à  jour  le  caractère  systéma- 
tique et  entièrement  inédit  des  résultats  obtenus,  résultats  dont  la  portée, 
assurée  par  des  observations  de  tout  genre  et  par  le  calcul,  ne  saurait  éd»p- 
per  au  lecteur.  Comme  exemples,  nous  citerons  les  propositions  suivantes, 
oui  sont  les  conclusions  finales  de  la  doctrine  enseignée  dans  le  cours  de 
I  Ouvrage. 

XX.  La  perception  d'nne  onde  sonore  exige  le  fonctionnement  simnlttoé  et 
solidaire  de  tontes  les  parties  contenues  dans  le  labyrinthe,  autrement  dit  dus 
le  Testibule,  les  canaux  demi-circulaires  et  les  rampes. 

XXI.  Une  onde  n'est  régulièrement  perçue  qu'autant  qu'elle  déTeloppe  ion 
impression  d'une  extrémité  à  l'autre  des  rampes,  soit  directement,  soit  en  m  re- 
produisant d'espace  en  espace. 

XXII.  L'utricule,  les  saccule,  le  canaux  demi-circulaires  membraneux  et  let 
rampes  sont  respectiToment  aptes  à  percevoir  la  vitesse  des  ondes. 

XXIII.  Le  saccule,  l'utricule  et  les  canaux  demi-circulaires  membraneux  serrent 
outre  cela  à  percoToir  l'intensité  absolue  du  son,  et  à  provoquer,  au  moyen  dé 
leurs  connexions  avec  le  ganglion  otique,  l'intervention  des  organes  destine»  i 
régler  le  jeu  du  tympan. 

XXIV.  Les  organes  contenus  dans  les  rampes  apprécient  l'intensité  relative  des 


Paris.  -  Imprimerie  d«  GAUTHIER-VILLARS.  qnal  des  Aof  asOns,  ». 


Digitized  by  VjOOQIC 


LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  GRANDS-AUGUSTINS,   55,   A  PARIS. 

BOSET,  professeur  à  rAthénée  royal  de  Namur.  —  Traité  de  Géométrie 
analytique,  précédé  des  Eléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphéri- 
que.  In-8,  avec  Saa  figures  dans  le   texte  ;  1878 12  fr. 

GILBERT  (Ph.),  professeur  à  TUniversité  catholique  de  Louvain.—  Cours 
d' Analysa  infinitésimale.  Partie  élémentaire,  i""  édition,  grand  in-8  ; 
1878 9  fr.  5o 

GILBERT  (Ph.).  — Étnde  historique  et  critiqne  sur  le  problème  de  là 
rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  Grand  in-8; 
1878 a  fr.  5o 

f  AGRANGE.  —  Œuvres  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins  de  M.  J.-A, 
Serret,  Membre  de  l'Institut,  sous  les  auspices  du  Ministre  de  Tlnstruc- 
tion  publique.  Tomes  I  à  VII.  In- 4;  1867- 1877. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 3o  fr. 

Le^  Tome  VU  contient  :  1.  Additions  aux  Eléments  d'Algèbre  d'Euler.  Ana- 
lyse indéterminée.  —  II.  Leçons  élémentaires  sur  les  Mathématiques  données  à 
l'I^cole  2<IomiaIe  en  179S. —  111.  Essai  d'Analyse  numérique  sur  la  transformation 
des  fractions.  —  IV.  Sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles  —  Y.  Discours  sur 
l'objet  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  —  VI.  Solutions  de  quelques  Pro- 
blèmes relatifs  aux  triangles  spbériques,  avec  une  analyse  complète  de  ces  trian- 
gles. —  \II.  Éclaircissement  d'une  difficulté  singulière  qui  se  rencontre  dans 
le  calcul  de  l'attraction  des  sphéroïdes  très-peu  différents  de  la  sphère.  — 
VIII.  Conapas  de  réduction  pour  la  distance  de  la  Lune  aux  étoiles.  —  IX.  Sur 
l'ori;;ine  des  comètes.  —  X.  Remarques  sur  la  méthode  des  projections  pour  le 
calcul  des  éclipses  de  Soleil  ou  d'étoiles.  —  XI.  Sur  le  calcul  des  éclipses  su- 
jettes aux  parallaxes.  —  XII.  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  l'orbite  des 
comètes  d'après  les  observations.  —  XIII.  Nouveau  moyen  de  déterminer  la  lon- 
gitude de   Jupiter  et   de  Saturne  au  moyen  d'une  Table  à  simple   entrée.  — 

XIV.  Addition  au  Mémoire  sur  le  calcul  des  éclipses  sujettes  aux  parallaxes.  — 

XV.  Sur  la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  —  XVI.  Sur  les  interpola- 
tions. —  XVII.  Valeurs  des  variations  annuelles  des  éléments  des  orbites  des 
planètes.  —  XVIII.  Équation  pour  la  détermination  des  éléments  de  l'orbite 
d'une  planète  ou  d'une  comète  au  moyen  de  trois  observations  peu  éloignées.  — 
XIX.  Essai  d'Arithmétique  politique  sur  les  premiers  besoins  de  l'intérieur  de  la 
Republique.  —  XX.  Lettera  di  Luigidi  La  Grange  Tournier,  Torinese,  air  illu- 
strissimo  signor  conte  Giulio  Carlo  da  Fognano,  contenente  una  nuova  série 
P«r  i  differenziali  ed  întegrali  di  qualsivoglia  grade,  corrispondente  allaNevrto- 
niana  per  le  potestà  e  le  radici.  -—  XXI.  Note  sur  un  paradoxe  qu'on  rencontre 
dans  les  formules  de  l'attraction  d'un  point  sur  une  surface  sphérique  quel- 
conque.—XXII.  Note  sur  la  métaphysique  du  Calcul  infinitésimal. —  XXIII.  For- 
mules relatives  au  mouvement  du  boulet  dans  l'intérieur  du  canon,  extraites 
^«8  manuscrits  de  Lagrange,  par  M.  Poisson. 

Le  Tome  VII,  qui  vient  de  paraître,  clôt  la  série  des'Mémoires  publiés  séparé- 
ment par  Lagrange,  savoir  :  Mémoires  extraits  des  Recueils  de  VAceutémie  de 
Turin,  de  Y  Académie  Rojrale  des  Sciences  et  Belles 'Lettres  de  Berlin,  de  l'-^cc- 
demie  des  Sciences  de  Paris  et  de  la  Classe  des  Sciences  mathématiques  et  phy- 
siques de  l'Institut  de  France,  et  Piicss  diverses  non  comprises  dans  les  Recueils 
académiques. 

Les  Tomes  suivants,  qui  seront  moins  volumineux  que  les  précédents,  com- 
prendront les  Ouvrages  didactiques,  ainsi  que  les  Mémoires  inédits  et  la  Cor- 
respondance de  Lagrange,  savoir  : 

Tome  VIII.  Résolution  des  équations  numériques,  —  Tome  IX.  Théorie  des 
fonctions  analytiques,  — Tome  X.  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions. — Tome  XI. 
Mécanique  analytique,  V  Partie.  —  l'ome  Xll.  Mécemique  analytique.  II*  Partie. 
—  Tome  XIII.  Mémoires  inédits,  —  Tome  XIV.  Correspondance, 

Le  tome  VllI  est  sous  presse. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(Deuxième   Série.)  —  JTain   1878. 


m 


TABLE    DES     MATIÈRES. 


JTain  1878.  Pmec^ 

Étnde  sur  les  décompositions  en  sommes  de  deux  carrés,  du  carré 
d'un  nombre  entier  composé  de  facteurs  premiers  de  la  forme 

4/1  4-  I  et  de  ce  nombre  lui <méme;  par  M.  E.  de  Jonqttiércs,  i\ 

Théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques  ;  par  M.  H.  Laurcmt.  v  J' 

Sur  les  questions  i^kS  et  12{^9;  par  M.  £.  Catalan 25. 

Note  sur  le    système  articulé    de  M.   Peaucellier  ;   par  M.  G. 

Thiébaut sS: 

Solution  d'une  question  proposée  par  M.  Réalis  ;  par  M.  Kœhler.  ir: 
Théorème     proposé    par    M.     Desboves  ;     démonstration      de 

M.   Moret' Blanc •>»■•- 

Démonstration  d'un  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  fi- 
gures homographiques  dans  Tespace  ;  par  M.  E.  Dewulf.  .  .  -^t  5 
Question   proposée  au  Concours  général  de  1877;  solution     de 

M.  Renri  Bergson . l^^^ 

Agrégation  des  lycées  (Concours  de  1^77) 27* 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (année  1877  ) 1-' 

Correspondance 7^1 

Publications  récentes ab 

Questions ib' 


LiBRiiiRiB  DE  GâUTHIER-VILLARS,  qoai  dbs  Aqgustihs,  55 


ORTOLAN  (J.-A.))  mécanicien  en  chef  de  la  Marine.  ~  Mémorial  da  bwcî- 
nicien  d'usine  et  de  navigation.  Calculs  d'application  ;  tables  et  \- 
bleaux  de  résultats  pour  la  construction,  les  essais  et  la  conduite  des  11.9 
chines  à  vapeur.  In- 18  de  620  pages,  avec  plus  de  aoo  figures  dans  le  te\! 

1878 4  fr 

Le  môme,  cartonné  toile 5  fr.   » 

SCHRÔN  (L.).  —  Tables  de  logarithmes  à  7  décimales,  pour  .^^ 
nombres  de  i  jusqu'à  108000  et  pour  les  lignes  trigonométnques;  o- 
10  secondes  en  10  secondes;  et  Table  d'Interpolation  pour  te  cal- 
cul des  parties  proportionnelles;  précédées  d'une  Introduction^-: 
M.  J.  Houel,  Proresseur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  a  beat- 
volumes  grand  in-8*' jésus,  tirés  sur  vélin  collé.  Paris,  1876. 


Broché. 

Tables  de  Logarithmes 8  fr. 

Table  d'Interpolation 3 

Tables  de  Logarithmes  et  Table  d'Interpolation 
réunies  en  un  seul  volume 10 


PBIX: 

CartoBBé. 
9  fr.  7?  e. 


«fi 


Le  Gérant  :  GAtrrHiBB-YiULàBs. 


SFF#  Ici 2 

(Seaslème  8«rie.)  —  Juillet   1878. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLBS  POLYTECHNIQUE  ET  NOftMAlE, 


RÉDIGÉ 

Par  mm.  GERONO, 

paorBtsvoR   de  mathAhatiqo»», 


Ch.  brisse, 

■  BFiTITBiJft    A    L'iCÛLS    PO  L  V  TBU  ■  RI  QOS, 

AOHtcé  OS  L'omycRsiTS. 


DEUXIÈME  SÉRIE 

TOME  DIX-SEPTIÈME. 

PUBLICATION   FONDÉE  EN  l&4a  FAR  MM.  GËRONO  ET  TBRQUEM, 
ST  CONTIMUBB  PAR  MM.   GEKOMO,    PROUHET  ET  BOURGBT. 


JUILLET  1878. 


S'adresser,  ponr  la  rédaction,  à  M.  GERONO,  rue  Halle,  40  et  42, 
on  à  M.  BRISSE,  rue  d'Enfer,  22. 

(AFFBANCnin.) 

PARIS. 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

00   BUBBAU    DES    LONGITUDES,  DE   L' ÉCOLB^dPOlTTROHNIOlIB, 

SUCCESSEUR  DE  |IA,LLET-BACHELIER. 

Qnai  des  Augnttiiu,  99. 

1878 


-00 


'8 


le 


LIBRAIRIE   DE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DXS  ADGUSTINS,    55,  A  PARIS. 


KNVOI  FRANCO  DANS  TOUTE  L  UNION  POSTALE  CONTRE  MANDAT  DE  POSTE. 


ŒUVRES  COMPLÈTES 

DE  LAPLACE, 

PCBUÉES  J 

SOUS  LES  AUSPICES  DE  L'ACADÉfflE  DES  SCIEXCES 

PAR 

MM.  LES  SECRÉTAIRES  PERPÉTUELS. 


HOCVBLLB  ÉDITION,  AYBC   Vm  PORTRAIT  DE   LAPLA(S,   GRATÉ  BCR  CCIVRE  PAR  TORY  COtTIfRE. 
TREIZE  BEAUX  VOLUMES  IB-4  >1^  PAPIER  VERGÉ  ET  BUR  PAPIER  DE  HOLLAMDK. 


Extrait  de  lAYtrtiuement. 

L'Académie,  sur  Je  Rapport  de  la  Sectioa  d'Astronomie  et  *i* 
la  Commission  administrative,  après  avoir  pris  connaissance  d.  - 
conditions  dans  lesquelles  devait  s'accomplir  le  travail  et  <!♦  - 
soins  dont  il  était  entouré,  a  décidé,  dans  sa  séance  du  i6  juil- 
let 1877,  ^^^  1*  nouvelle  édition  serait  publiée  sous  ses  auspîi  r? 
et  sous  sa  responsabilité. 

Les  éditions  précédentes,  qui  sont  devenues  très- rares,  ne  contenai^-iH 
que  7  volumes,  savoir  :  Traité  de  Mécanique  céleste  [5  volumes),  Ejrpn- 
sition  du  système  du  Monde  et  Théorie  analytique  des  probabilités.  L.i 
nouvelle  édition,  publiée  sous  les  auspices  de  l'Académie  des  Sciences, 
avec  le  concours  de  M.  Puiskuz,  Membre  de  l'Institut,  et  de  M.  fioDfjL, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  comprendra  de  plus 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  ^89  ) 

ÉTUDE  SIIB  LES  DÉGOHPOSITIONS  EN  SOMMES  DE  DEUX  CARRÉS, 
DD  CARRÉ  DO  NOMBRE  ENTIER  COMPOSÉ  DE  FACTEURS  PRE- 
MIERS  DE  LA  FORME  4'^  +  i ,  ET  DE  CE  NOMBRE  LUI-MÊME. 

FORMULES  ET  APPLICATION  A  LA  RÉSOLUTION  COMPLÈTE,  EN 
NOMBRES  ENTIERS,  DBS  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES,  SI- 
MULTANÉES, J)    =  X^-h  (X4-  l)'ETJ-*=z'-i-  (2-4-  l)'^ 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


V.  Actuellement,  pour  passer  du  système  de  valeurs 
de  X  et  dey  qu'on  vient  d'écrire  à  uu  autre  système  du 
même  groupe  (E„)  qui  nous  occupe,  il  suffît  de  changer 
dans  l'expression  de  x,  et  en  même  temps  dans  celle  de 
j,  le  signe  du  produit  âj^j  ;  on  obtient  ainsi  un  deuxième 
système  de  valeurs.  Pour  en  obtenir  un  troisième,  il 
suffît  de  changer  le  signe  du  produit  iuf>%  dans  les 
mêmes  expressions  de  x  et  y^  et  ainsi  de  suite  pour  les 
suivants.  On  obtient  donc  d'abord,  en  procédant  de  la 
sorte,  autant  de  systèmes  nouveaux  de  valeurs  de  a:  et  de 
/  qu'il  y  a  de  produits  tels  que  a^b^^a^b^^  c'est-à- 
dire  autant  qu'il  y  a  de  facteurs  fi^Jt^J^t  ---'ifni 
donc  n. 

Cela  fait,  pour  obtenir  d'autres  valeurs  conjuguées  de  a: 
et  de  }^9  il  faut  changer  à  la  fois,  dans  les  deux  formules  (  i  ), 
les  signes  de  deux  produits  tels  que  ^i&i,  ^t^s,  et  cette 

opération  donne  lieu  à —5 systèmes  nouveaux  de 

valeurs  correspondantes  de  x  et  de  /. 


(*)  Nouvelles  Annales  y  a«  série,  t.  XVII,  p.  'i\\ , 

Ann.de  Mathémnt.,'1^  sév'w,  t.  XVII.  (Juillet  iS-8.}  H) 
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(  ^9o  ) 

On  continue  ces  changements  de  signe,  en  les  faisant 
porter  successivement  sur  trois,  sur  quatre,  etc.,  pro- 
duits [ab)  k  la  fois,  jusqu'à  ce  qu^on  soit  arrivé  à  les 
prendre  en  nombre  inclusivement  égal  à  la  moitié  da 
nombre  n.  Seulement  il  y  a  deux  cas  k  considérer,  selon 
que  n  est  pair  ou  impair. 

Lorsque  n  est  pair  (w  =  an'),  il  arrive  que,  dans  le 
dernier  groupe  de  ces  permutations,  celui  où  les  produits 
ab  sont  pris  n'  k  n\  les  valeurs  de  x  et  de  y  ainsi  obte- 
nues se  répètent  deux  fois  chacune,  de  telle  sorte  que, 
pour  avoir  le  nombre  exact  des  solutions  distinctes  ajou- 
tées de  ce  chef,  il  ne  faut  compter  que  la  moitié  de  celles 
de  ce  groupe.  D'après  cela,  le  nombre  total  de  ces  com- 
binaisons diverses,  et  par  suite  celui  des  systèmes  de  i 
et  dej^,  sont  donnés  par  la  somme 

I   -4-  2/l'  H '■ ■'  H : -^ '   4-  . .  . 

1.2  1 .2.0 

1  2//  i'?.n*  —  I  S'  2//'  —  2^.  ...  ^21»'  —  »'  -h  I  : 

H r. i 

2  I .2.3    ...   « 

z=z  2""-'  =r  2"-'. 

Lorsque  n  est  impair  (/i  =  a  n'  ■+•  i),  la  règle  générale 
s'applique  sans  modification ,  jusques  et  y  compris  le 
groupe  où  les  facteurs  [ab]  dont  on  change  à  la  fois  le 
signe  primitif  sont  pris  n'  à  n\  et  le  nombre  total  des 
systèmes  de  x  et  de  y  est  égal  à 

^  '  1.2 

f2/?'  -4-  l)  2/?'   {7.n'  —  \] 

-f- i — ^ f- . . . 

1.2.0 

1.2.3  ...  n' 
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c'est-à-dire  le  même  que  dans  Taulre  cas,  algébrique- 
ment parlant. 

VI.  Quant  au  nombre  N  lui-même,  sa  décomposition 
en  une  somme  de  deux  carrés  suit  la  loi  suivante. 
Si  N,  est  le  produit yj/i  de  deux  facteurs 

/,^.a\^b\     et    A=a\-^b\, 
on  a 

où  Lf  et  Ps  ont  pour  valeurs  types 

L,  =  rt,^î —  6,Ôa      et      P,  ^r:  fl,  Aj  ~h  «,6,. 

L'autre  décomposition,  dont  N  est  susceptible  dans  ce 
cas,  se  déduit  de  la  valeur  type  qu'on  vient  d*écrire,  en 
changeant  à  la  fois  dans  L^  et  dans  Pj  le  signe  de  a^  &i, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  bi  tout  seul. 

SiN,  est  le  produit /i/, /s  de  trois  facteurs,  c'est-à- 
dire  d'un  facteur  de  plus  ^i  (/i  =  aj  -{-  b\  )  que  dans  le 
cas  précédent,  la  décomposition  est 

N3  =  L;^-P^ 

oùL|  et  Pa  ont  pour  valeurs  initiales,  en  fonction  de  L, 
eldeP,, 

Ljr^tfjL,  —  ^,P,      et      P3=:rt3P»  -f-  ^iPa. 

Les  trois  autres  décompositions  se  déduisent  de  celles- 
<^ii  en  y  changeant  successivement  et  à  la  fois,  dans  L»  et 
Ml  les  signes  de  &i,  de  &,  et  de  b^. 

Si  N4  a  un  facteur  de  plus  (/*  =  aj  -h  ij  ),  la  décom- 
posiiion  type  est 

N,  =L;-f-Pî, 


Digitized  by  VjOOQIC 


(    292    ) 

où  L^  et  P4  ont  pour  valeurs  initiales,  en  fonction  deL, 
etPs, 

L4  =  ^iLs  —  btPn     et     P4  =  ^4P3  H-  àfhi. 

Les  sept  autres  décompositions  dont  N4  est  suscep- 
tible dans  ce  cas  se  déduisent  de  celle-ci  en  y  changeant 
successivement,  dans  L^  et  P«  à  la  fois,  les  signes  de  bi, 
ht^b^^hi,^  puis  de  b^ i,,  b^  h^  et  i, i*. 

Eu  général,  si  N„  se  compose  de  n  facteurs  (supposés, 
comme  dans  ce  qui  précède,  à  la  première  puissance), 
le  72»^™®  ayant  pour  expression  /„  =  a^  H-  i^ ,  la  décom- 
position type,  parmi  les  2"""  *  dont  ^'„  est  alors  suscep- 
tible, est 

N„  =  L^  +  P^, 

oùL„  et  P„  ont,  en  fonction  de  L„_i  etP„_i.  c'esi-à- 

dire  en  fonction  des  valeurs  de  L  et  P  dans  la  décompo- 

N 
sition  type  de -^"  =  L^_, -h  P*_, ,  les  valeurs  initiales 

suivantes  : 

L„  =  û„ L„_,  —  bn  P„-,     et     P„  =  an  P„^,  -i-  ^.  L»-i 

Les  2"~*  —  ï  autres  décompositions  se  déduisent  (le 
celle-ci,  en  y  changeant  successivement,  dans  L„ei  P«â 
la  fois,  les  signes  de  &i,  £,,  . . . ,  6„,  pris  d*abord  un  à  un, 
puisdeux  à  deux>  puis  trois  à  trois,  etc., et  enfin  n'àn, 
si  /i  =  a^i' +  I,  et  en  ne  prenant  que  la  moitié  du 
nombre  de  ces  combinaisons  n!  k  n',  si  ti  =  2/1',  comme 
on  Ta  déjà  dit  pour  le  cas  où  le  nombre  à  décomposer 
est  JS*. 

VIL  Les  formules  des  §  IV  et  V  donnent  lieu  à  nm 
auire   remarque  importante. 

Toutes  les  décompositions  de  K*,  à  quelque  espèce 
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qu'elles  apparlicnnent,   dérivent   de  celles  de  N  (les- 
quelles sont  au  nombre  de  a"~**,  toutes  dilTérentes  entre 
elles),  soit  par  la  formule  de  décomposition  simple 


(2)  N»=(L?~Pf)  -h-2L,P„ 

soit  par  la  formule  double 


(3!  N'=:(L,-WqiP,-P,.)-^(L,.p,.ztlL^Pi), 

dans  laquelle  on  doit  prendre  successivement  les  signes 
supérieurs  et  les  signes  inférieurs  ensemble. 

Or  il  est  remarquable  que  les  2"~*  décompositions 
qui  dérivent  de  la  formule  (2)  composent  a  elles  seules 
louies  les  décompositions  de  la  dernière  espèce  (E„),  et 
que  les  formules  (3)  n'en  fournissent  aucune  de  cette 
espèce.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  prouver  : 

1^  Qu'elles  sont  toutes  différentes  entre  elles,  donc  en 
nombre  effectivement  égal  à  2"""%  ainsi  que  le  comporte 
lespèce  (E„)  5 

^^  Que,  dans  chacune  d'elles,  les  deux  nombres  com- 
posants n'ont  aucun  diviseur  commun,  ce  qui  est  le  ca- 
ractère propre  et  distinctif  des  décompositions  de  cette 
espèce. 

En  premier  lieu,  si  deux  de  ces  décompositions,  telles 

que  (L;  — P|  :*  -I-  ^Â^^l  et  (LJ  — PJ)«  h-  ^I.,?/,  par 
exemple,  étaientles mêmes, on  aurait  L^  —  P^  =  L,  —  P^ , 
car,  LJPJ  étant  impair,  on  ne  peut  supposer  qu'on  eût 
L;  —  P[  =  2L,P,et  l^\—V\  =  2L1P1.  Mais,  en  consi- 
dérant celles  de  N,  toutes  dtflérentes  entre  elles,  d*où 
elles  dérivent  respectivement,  on  a 

N  =  Lf-hP;=L5  -Hp;, 

d'où  Ton  conclurait,  en  combinant  ces   deux    égalité* 
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par  voie  d'addition  el  ensuite  de  soustraction,  Li  =  L, 
et  Pi  =  P],  contrairement  à  l'hypothèse.  Donc  les  deux 
décompositions  dont  il  s*agit  sont  nécessairement  diffé- 
rentes, comme  celles  d'où  elles  dérivent. 

En  second  lieu,  les  deux  nombres  Lf  — P/  et  aL,P, 
sont  premiers  entre  eux;  car,  si  L,-  est  pair,  P,- est  im- 
pair, ou  inversement;  donc  Lf — P*  n'admet  pas  le 
facteur  a.  En  outre,  L/ et  P,*  étant,  à  cause  de  la  com- 
position du  nombre  N,  premiers  entre  eux  dans  la  dé- 
composition  N  =  Lf  •+•  Pf,  tout  diviseur  de  L,-  P,  qui 
diviserait  L?  —  P/  devrait  diviser  L'  et  Pf  ;  d'où  il  s'en- 
suivrait que  L(  et  P,-  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux, 
contrairement  à  ce  qui  a  lieu. 

La  proposition  énoncée  se  trouve  donc  établie,  et  il 
en  résulte  que  toutes  les  décompositions  provenant  de 
la  formule  double  (3)  font  partie  des  n —  i  premières 
espèces,  mais  jamais  de  la  dernière  (E„). 

Observons  encore  que  les  décompositions  de  cette  der- 
nière provenance  sont  en  nombre  double  de  celui  des 
combinaisons  deux  à  deux  des  nombres  composants 
LjOuP/,  à  cause  des  doubles  signes  de  la  formule  (3!; 

2""'  (  2"""'  I  ) 

donc  il  y  en  a  2 ^ ■^-  Or  il  en  existe,  comme 

•'2 

on  l'a  vu,  2"""*  autres,  provenant  de  la  formule  (a).  Par 
conséquent,  les  formules  (a)  et  (3)  ensemble  en  four- 

nissent  2"-*  4-  2 ^~ ^  =  2»  f"-*^  =  4""* ,  c  csi- 

2 

à-dire  autant  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  carré  dea'"'? 
nombre  des  décompositions  de  N. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  nombre  effectif  des  décom- 

positions  de  N'  est 9  et,  comme  on  a <C4"~  ' 

dès  que  /i>  a,  il  s'ensuit  nécessairement  que  quelques- 
unes  des  décompositions  fournies  par  les  formules  (a) 
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et  (3)  se  répèlenl;  mais  cette  répétition  se  présente  seu- 
lement parmi  celles  qui  dérivent  de  la  formule  (3),  et 
jamais  parmi  celles  qui  dérivent  de  la  formule  (2), 
puisque  celles-ci,  toutes  différentes  entre  elles,  sont  en 
nombre  précisément  égal  à  a""*,  c'est-à-dire  n'excédant 
pas  le  nombre  de  celles  qui  composent  l'espèce  (E.) 
qu'elles  concourent  seules  à  former. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  N  =/iyiyi  se  compose 
de  trois  facteurs  simples,  les  formules 


1N»=(L,L3~P,P3     4-lL,P3-4-P,Wi, 


N^— ;L,L, -hP,p4     -f-    L,P,  —  P,L,;. 


N'-zriLjL^-HPsP,)   -h^L^P.-PaL^;, 

ne  font  que  répéter  respectivement  celles  que  fournissent 
les  formules 


N'r:.(L,L4-P,P«;   -h(L.P,-+-P,L/,  , 


N».^:    L,L3-f-P,Ps)   -4^  .L.P,- P.L,), 


TÏ':i:z.L.L,-T-P.P,)    -h^L.Pa-P.L,;, 

les  quatre  valeurs  de  N  en  fonction  de  Lt,  Pi  \  L„  P,  j 
U9P);  L4,P4  étant  d'ailleurs  supposées  écrites  dans 
l'ordre  symétrique  qui  se  présente  le  plus  naturellement. 

VIII.  Afin  de  rendre  plus  clair  tout  ce  qui  précède, 
notamment  la  règle  indiquée  (V)  pour  les  permutations 
de  signes,  nous  allons  en  faire  quelques  applications  algé- 
briques et  numériques,  en  ayant  soin  de  prendre  les 
àvux  casdeft  pair  et  de  n  impair. 

Soit  d'abord  n  pair  et  N  z=if^f^f^J\, 
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Les  formules  (  i  )  développées  donnent 

^= («:-*?){«; -*î)(«î-*î)(«;-6î 

-  /^a,b,.a,l,,{al  -  bl)(a',  —  bl) 

-  ^  a,b,.a,b,{nl  -  b]){a\  -  b]) 

-  4«j62.«3*3(a'  —  bî){a\  —  b]) 

-  ^oi,b,.a,b,{»]  -  b]){al  -  hl) 
-ia,b,.a,b,{a]-  b]]{a]-  b\) 

X=.:ta,b,{a\--b\){al-bl)(a]^bl) 


-^iia,b,{a]  —  b])(a 
-f-aflfjA3(«î  —b]){a 
'^2a,b,{a]^b]){a 

—  8  /?i  ^,.  03 /^3.  ^s ^3  ( a 

—  8a^b^,aibi.a^b^[a 

—  8 /7|/;,.  03^3.^4^4  (a 

—  8  flj 6j, fl;, Ô3.  a^b^f^a 


-b\){a 

-b\){a 


Si  nous  désignons  par  les  lettres  romaines  Â,  B,  C, 
D,  E,  F,  G,  H,  dans  la  valeur  de  x,  cl  par  les  mêmes 
lettres  accentuées  A',  B',  .  • .,  H',  dans  la  valeur'de  j-, 
les  huit  termes  dont  ces  valeurs  se  composent  respecti- 
vement, pris  dans  l'ordre  symétrique  où  ils  y  sont  écrits, 
ces  indices  mnémotechniques  nous  permettront  de  pré- 
senter sous  une  forme  plus  brève  et  plus  claire  le  tableau 
ci-après  des  systèmes  de  valeurs  conjuguées  dex  et  de  y. 
qui  sont  ici  au  nombre  de  a*~'  =  8,  savoir  : 


Digitized  byCjOOQlC 


(  ^97  ) 


o 

<i 

*o 

-^ 

s 

« 

Q 

C 

ta 

^^ 

•rf 

^j 

0; 

o 

Q^ 

-§< 

<r 

•^ 

«^ 

•«r 

•^ 

es 

rt 

c 

'S 

«: 

t 

fats 

q» 

V 

V 

a 

V 

4) 

^ig 

n3 

-o 

r3 

-o 

-3 

3.£? 

s  « 

O 


-5       -o       rs       rs 


S3 

1      1 

1 

i 

■      + 

J- 

+ 

+ 

+ 

O 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

1 

Su 

1 

+ 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1 

Il  ^ 

u 

1 

+ 

4 

+ 

1 

1 

1 

+ 

*-» 

û 

+ 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

u 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

+ 

sa 

+ 

+ 

1 

- 

+ 

1 

t 

+ 

w    ^ 

+ 

1 

+ 

+ 

f 

1 

1 

1 

'      K 

+ 

1 

1 

1 

1 

+ 

+ 

j. 

O 

1 

1 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

tt. 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

i 

+ 

II 

Cd 

1 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

H 

â 

+ 

1 

1 

1 

+ 

r 

+ 
+ 

+ 

1 

1 

U 

+ 

1 

+ 

+ 

a 

+ 

i 

■       1 

1 

1 

+ 

+ 

•< 

+ 

+ 

X 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

a. 

• 

fO        v:f       o        '^C 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  ^9^  ) 

Conformément  à  la  règle  donnée  (V)  pour  le  cas  de 
n  pair,  on  n'a  eu  égard  ici  qu^aux  changements  de  signes 
simultanés  des  produi ts  /2| &i,  a,  &,;  ai&i,  a, b^\  a^bi ,  a^ b^y 
ceux  des  trois  autres  combinaisons  a^b^^  ^s^s^  ^f^s^ 
a,,b^\  a^b^^  a^b^^  ne  faisant  que  répéter  les  trois  pre- 
mières) comme  on  peut  s'en  assurer. 

Comme  exemple  numérique,  prenons 

N  =  32045  =  5 . 1 3 . 1 7 .  29 

On  a  ici 

<i,— 2,     0,=  I,     tfj  — AJ—    3,     aibt—    2; 
«2=3,     ^.nij^,     a\ — b]  =rz    5,     a^hizrz    6; 

/l3=4,       ^3nr:l,       ûj  —  ÔJ  =^  l5,      a^b^  r        4; 

«4=5,     ^4=^2,     aj— AJr=2i,     atbi=^io. 

Le  premier  système  du  tableau  donne,  tous  calculs 
faits,  les  valeurs 

x=A— B~C  — D— E~F—  G-hH-   3i323, 
j  =  A'-h  B' -f-  C'-f-  D  —  E'—  F'-  G'-  H'^::  ~  67G4, 
et 


x'-f-^>  =  31323  -4-6764  =981130329 

-+■  45751696  =  1026882025  =  32045  . 

Si  Ton  prend  les  valeurs  du  huitième  système,  par 
exemple,  on  trouve,  tous  calculs  effectués, 

x=A4-B4-C— D  —  E-+-F-f-G-i-H=  32o37, 
y  ::^  _  A'-i-  B'-f-  C  —  D'+  E'-  F'—  G' -4-  H'=:  -  716; 
d'où 


:r'  -4-/»  =:  32o37    -+-716=  IO26369369  -h  5 12656 

=  1026882025  =  32045  . 
IX.  Actuellement,  prenons    /i    impair   et  N  égal   à 
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Les  formules  (  i  )  développées  donnent 

•'•={«;  -  *?)  K  -  iî)(«î -*.')(":  -  K]  («:  -  *:) 

-  '{a,b,.a,b,{al  -  0])  [a]  -  ù])  [a]  -  b\} 

-  ia,b,.a,b,[al  -  b])  ;p\  -  b\)  {al  -  6J) 

-  /ia,b,.a,bM  -  b\]  [al  —  b\)  {a\  -  h]) 

-  /ia,b,.aMa\  -  b])  [al  -  AJ)  [a]  -  b',) 

-  ^a,b,.aMal  -  b])  [a]  -  b]]  [al  -  éj) 

-  /ia,b,.a,b,[a\  -  6?)  (nj  -  6J)  [a\  —  b\) 

-  4«,ft,. «.*»(«;  -  bi)  («r-  AJ)  [a\  -  bl] 

-  4«,6,.«,6,(flî  -  b]]  [a]  -  b\)  (al  -  bl) 

-  4«.6,.«.6,(a;  -  b])  [a]  -  b]]  [al  -  b]) 

-  4/i.^.«,6.(aJ  -  b\)  [al  -  b\]  [al  -  6'.) 
-H  i6  <!,£,. a, 6,. a, A,. a, 64  (oj  —  éj) 

H-  16. 01^1.0]^]. 04^4.0561  [p\  —  éj) 
-t-  16  a,b,.atb,.atbi.atbi  [al  —  6j) 
-t-  i6.a,b,.a,h,.a,b,.aibi{al  —  b\) 

y  ^  a«.*.  (aï  -  bl)  [al  -  bl)  [al  -  b\)  [al  -  bl) 
^^a.b,[al-b])[al-bl)[al~bl)[a 
^^a,b,[a]-bl)(a\-bl){al-bl)(a 
^^.a,b,[a]-bl)[al-bl)[al-bl)[a 

H- aa.é.  K  -  *;)  K  -  *î)  («;  -  *î)  (« 

—  8  a^b,.a,b,.a,b,  {a;  -  b])  (al  -  b\) 

—  8  a,b,.a,b,.a,b,  (al  -  éj)  («J  -  b\) 

—  8  a,b,.a,b,.a,b,  [a]  -  b^  [al  -  bl) 

—  8.a,b,.a,b,.a,b,  (al  -  bl)  [al  -  bl) 

—  8.a,6,.n,A,.a,6i  (aj  —  b;)  (al  —  b]) 

—  8.a,b,.a,b,  aibi(a 
--  8.0,6)  aib,.atb,  (a 

—  S.a,b,.a,b,.aibi  (a 
S.a,b,  a,b,.aibi  a 

—  8  a^bj, «4 b, . a^ b^  (a 
■f-  i2a,bi.a,b,.a,b,.a,b,.a!,bi. 


-*î) 

-bl) 


\x) 


-bl) 


l'Vi 


Si  nous  représciiloiis,  comme  ci  dessus  (VIII),  parles 
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premières  lettres  de  Talpliabet  romain,  les  seize  termes 
dont  se  compose  la  valeur  de  x,  en  les  prenant  successi- 
vement dans  Tordre  symétrique  où  ils  sont  écrits,  et  si 
nous  faisons  de  même  pour  les  seize  termes  de  y^  avec 
les  mêmes  lettres  accentuées ,  nous  pourrons  écrire  le 
système  type  des  valeurs  de  a:  et  ^  ci-dessus,  sous  la 
forme 

x  =  A--B  — C  — D— E  — F  — G  — H— I  — J— R 

-f-L-f-M-hN-f-O-f-P. 
r  :=  A'  -h  B'  -h  C/  -t-  D'  -h  E'  —  F'  —  G  —  H'  —  1'  -  J' 
— K'  — L'— M'-  N'  —  O  -f-P'. 

EQecluant  ensuite  sur  ce  système  type,  qui  résulte 
directement  de  Tapplication  des  formules  (1)9  les 
permutations  de  signe  indiquées  au  §  V,  on  forme 
le  tableau  suivant,  qui  comprend  les  2'"*  =  16  sys- 
tèmes de  valeurs  conjuguées  de  x  et  de  ^,  dont  se  com- 
pose le  cinquième  groupe  ou  la  dernière  espèce  (E5) 
parmi  les  cinq  espèces  formant  en  totalité  les 

3*  - 1 

r=:  121 

2 

systèmes  de  décomposition  dont  N^  est  ici  susceptible. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  3oi  ) 


[S 

'i. 

•< 

* 

13 

8,sî 

«s 

•A 

<i    <i    «^ 

««Te 

tp<Mds3pnoii{ 

)du 

laioaaasqa 

ai  Jsd  niiaïqo 

û< 

+ 

1 

1 

i 

1 

+ 

+ 

+ 

+    + 

+ 

+ 

+   +  + 

O 

1 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

T 

+    + 

+ 

+ 

1     1     1 

a 

+ 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+    + 

1 

1 

+  +    1 

S 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

+     1 

+ 

1 

+    1   + 

il 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

+ 

1      1 

1 

+ 

1    +  + 

iA 

+ 

1 

1 

+ 

+ 

+  + 

1 

1      1 

+ 

+ 

+  +    1 

^ 

+ 

1 

+ 

1 

+  + 

1 

+ 

1    + 

1 

+ 

t    1    + 

il 

HH 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

+ 

1 

1 

+   +   + 

1 

1    +  + 

>^ 

à 

+ 

+ 

1 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

1     + 

-f 

1 

1    +  + 

b 

+ 

t 

1 

+ 

1 

1 

+ 

1 

+    + 

1 

+ 

4    1    + 

p^ 

+ 

+    + 

1 

1 

1 

1 

+ 

+     1 

+ 

+    +   +     1 

t 

+  +  +  + 

1 

f 

+ 

+ 

1     + 

t 

1 

+    1    1 

1  û 

+ 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

+    + 

1 

+ 

1    +    i 

O 

+ 

+  + 

1 

+ 

+  + 

1 

+ 

+     1 

+ 

+ 

1     1    + 

GQ 

+  + 

1 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+   +    1 

1 

1 

+  +  + 

\      < 

+ 

1 

+ 

+ 

+  + 

1 

i 

1 

1     +    +    +    +    +    + 

'"ST 

+ 

T 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1     f 

+  + 

+  +  + 

o 

+ 

+ 

1 

1 

î 

1 

+ 

+ 

+     1 

1 

1 

+  +  + 

^î 

+ 

+ 

1 

1 

+ 

1 

+ 

+     1 

+ 

T 

1    1    + 

s 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

+ 

1 

+   + 

1 

+ 

1    +    1 

^ 

+ 

1 

1 

+ 

+ 

•f  + 

1     + 

T 

1 

+    1    1 

^ 

i 

+ 

+ 

1 

i 

+ 

T       1 

+ 

+ 

+  +    1 

-^ 

T 

1 

+ 

1 

+ 

1 

+     + 

1 

+ 

+    1  + 

II 

/  « 

+ 

+ 

1 

1 

+ 

+ 

1      + 

+ 

1 

1    +  + 

H 

■•■  œ 

+ 

1 

1 

+ 

+ 

1 

1 

f     + 

+ 

1 

1    +  + 

lO 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1 

+ 

1      + 

1 

+ 

+    1    + 

C&4 

+ 

+ 

1 

1 

+ 

+ 

1 

1        1 

+ 

+ 

+  +    1 

Cd 

+ 

t 

i 

1 

+ 

+ 

+ 

+ 

1        1 

1 

+ 

1    +  + 

Q 

t 

1 

1 

-f- 

1 

+ 

+ 

i 

+      1 

+ 

1 

+    1   + 

[   a 

+ 

1 

4- 

1 

1 

+ 

1 

+ 

t     + 

1 

1 

+  +    1 

pq 

1 

+ 

1 

1 

1 

1 

1 

+ 

+ 

+     + 

+ 

+ 

i    1    1 

^ 

+ 

+ 

+ 

.1 
1 

+ 

T 

+ 

+ 

T 

+     + 

+ 

+ 

+  +  + 

Digitized  by  VjOOQIC 


(3oa  ) 
Soit,  comme  exemple  numérique, 


d'où 


N=  ii85665  =  5.i3.i7.?.9.37 


a] 

-b]^    3 

et 

a,b^  —    2, 

a\ 

-b\^-   5 

a,  6,=   6, 

a] 

-^l^  i5 

Oibt—   4» 

flj 

—bl  r-2I 

«4^4  1=  lO, 

al 

-  ^î  =  35 

/?4  ^4  :-    6. 

Les  valeurs  conjuguées  données  par  le  onzième  sys- 
tème, par  exemple,  sont 

xr=zA-t-B-l-C  —  D— E  — F-hG-hH-f-I-4-J— K 
-hL  +  M  —  N  —  O-f-P  —  m  2703, 

jr=:A'^B'  — C'-f-D'-f-E'  — F'-4-G'-4-H'-M'-+-J'  — K' 

—  L'  —  M'  H-  N'-f-  O'  4-  P'  =  409504. 

et,  par  suite, 


a:'  H-/^  —  1 1 1 2  70c5   -4-  409504 


=:  i4o58oi49î?.225  =:  ii85665. 

X.  Si  Ton  voulait  obtenir  Tune  des  décompositions 
de  N'  qui,  dans  l'exemple  numérique  précédent,  appar- 
tiennent à  Fune  des  autres  espèces,  à  la  quatrième  par 
exemple,  et  qu'on  voulût  avoir,  parmi  celles-ci,  l'une 
de  celles  (au  nombre  de  huit)  dans  lesquelles  x"  etj* 

ont  le  facteur  commun  87  ,  il  suffirait  d'écrire 

U'  -h  V*  représentant  Tune  des  huit  décompositions  de 
dernière  espèce  du  nombre  N  =  5 .  i3 . 1 7. 29  dont  noas 
avons  donné  le  tableau  au  §  VIII. 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  s'étendre  la-dessus  davantage. 
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XI.  Examinons  en  second  lieu  le  cas  où  le  nombre 
jN  est  de  la  fovmeJ^^./\./^^...f^^  les  facteurs  pre- 
miers, de  la  forme  4^-h  i^  y  entrant  aux  puissances 
respectives,  et,  p,  y,  . . .,  v,  et  non  plus  à  la  première. 

Les  formules  ci-dessus,  notamment  la  formule  fonda- 
mentale (i),  sont  encore  applicables  à  ce  cas,  à  la  seule 
condition  qu'on  écrive  N  =/,  f^ft . . .  fffifi . .  /./s/»  • .  • 
et  qu'on  le  considère  ainsi  comme  composé  de 

/î  —  a  -f-  p  H-  7  -+-  .  .  . 

facteurs  du  premier  degré,  comme  précédemment.  Mais 
alors,  comme  plusieurs  des  nombres  a^^  ^9)^39  ...  et 
^19  ^s)  ^si  •  •  •  sont  égaux  entre  eux,  respectivement,  cette 
égalité  entraîne  des  simplifications  dans  la  forme  des 
expressions  résultantes,  et  des  réductions  dans  le  nombre 
des  termes  dont  ces  expressions  se  composent.  En  outre, 
il  y  a  des  réductions  dans  le  nombre  total  des  décompo- 
sitions qui  composent  le  groupe  (En),  ainsi  que  dans  tous 
les  autres.  On  sait,  en  effet,  que  dans  ce  cas  le  nombre 
des  décompositions  de  N  est  donné  par  la  formule 

et  celui  de  N*  par 

V  =-  [(2«-H  I;  !28-+-i)(27-h  i'  —  i], 
au  lieu  de 

T  =r  1  («+M-T-H...-.)     et     r  =  -  [3<«-^^v-»--)  —  I  ], 

qu^on  avait  dans  le  cas  où  les  facteurs,  en  même  nombre 
effectif  d'ailleurs,  étaient  tous  différents  et  du  premier 
degré.  Quant  à  ces  réductions  qui  se  produisent  alors, 
elles  tiennent  à  Tune  des  deux  causes  suivantes  : 
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Tantôt  deux  ou  plusieurs  décompositions,  qui  sont 
distinctes  dans  le  cas  général,  deviennent  identiques 
d'une  espèce  à  Fautre  ; 

Tantôt  elles  se  réduisent  à  la  décomposition  illusoire 
N'-ho. 

Par  exemple,  dans  le  cas  particulier  où  N  a  la  forme 
fifl^  c'est-à-dire /i/j/i,  où  f^-=J'^^  le  nombre  des 
décompositions  de  N*  s'abaisse  de 

l(3'-,)  =  ,3  à   i(3.5-,)  =  7. 

savoir  deux  de  première  espèce,  trois  de  seconde  etdeux 
de  troisième,  et  sifi  =/*  =/8î  ou  IN  =^î,  le  nombre 

des  solutions  n'est  plus  que  de-[(2.3-f-  i)  —  i]=3, 

dont  une  de  chaque  espèce. 

Mais  il  y  a  à  faire  sur  ces  décompositions  d'autres  re- 
marques plus  importantes,  dont  la  démonstration  ne 
présente  pas  de  difficulté. 

Bien  que  le  nombre  N  z=f^j\p^ . . .  y^,  composé  de 
n  facteurs  (de  la  forme  ^h+  i)  élevés  respectivement  à 
des  puissances  marquées  par  les  exposants  a,  /^,  ...|  >)  se 
décompose  de  I  manières  différentes  en  une  somme  de 
deux  carrés  (I  étant  égal  à 

et  le  -  qui  est  en  excédant  quand  le  produit  est  impir 

comptant  pour  i),  il  n'existe,  parmi  ces  I  décomposi- 
tions, que  2"~^  décompositions  dans  chacune  desquelles 
!  les  deux  carrés  soient  premiers  entre  eux,  et  elles  exis- 

I  tent  toujours,  de  telle  sorte  que,  sous  ce  rapport,  le 

nombre  N  se  trouve  exactement  dans   le  même  cas  que 
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si  tous  les  facteurs  y*j,/*î, .  *  .  ^fn  n'y  entraient  qu'à  la 
première  puissance. 

Par  exemple,  le  nombre  5^.i3*.i7,  qui  comporte 
douze  décompositions,  n'en  a  que  quatre,  c'est-à-dire  le 
même  nombre  que  5 .  i3 .  17,  dans  chacune  desquelles  les 
deux  carrés  soient  premiers  entre  eux,  et  ce  sont  celles 
qu'on  obtient  en  regardant  comme  simples  les  trois  fac- 
teurs composés,  mais  premiers  entre  eux,  5',  i3"  et  17, 
savoir 

5».  i3'.  17  =599' -h    i8'==r567'-H  19^* 
=:  537'  +  266'  =  409'  -f-  438^ , 

Dans  les  I —  a"""*  autres  décompositions  deN,  les  car. 
rés  composants  ont  pour  facteur  commun  l'un  des  pro- 
duits qu'on  obtient  en  combinant  un  à  un,  deux  à  deux, 
trois  à  trois,  etc., et  enfin  nà /2,les  facteursy*!,/,,/,,..., 
/^,  affectés  chacun  d'un  exposant  pair,  respectivement 
moindre  que  celui  a,  |3,...ouv  dont  ils  sont  affectés 
dans  N. 

Dans  l'exemple  numérique  ci-dessus,  les  huit  décom- 
positions qui  n'ont  pas  été  écrites  sont  :  i^  les  quatre 
qui  ont  5^  pour  facteur  commun  et  dont  la  partie  décom- 
posée correspond  au  produit  des  trois  facteurs  5.  i3'.  17, 
savoir 

5^(54-4-  107^),     5»  (982-4-69'), 

5^(ii4'  +  37*),    5' (118' -+-21»); 

2®  les  deux  qui  proviennent  de  i3*  (5'.i7)  et  qui  sont 

i3'(42»-f-  19»),     i3*(46=^-f-3'); 

3*^  enfin  les  deux  qui  proviennent  de  5*.  1 3*  (5.17),  qui 
oiu5'.i3*  en  facteur  commun  et  sont 

5m3'(7»-h6»),     5'.i3»(9M-2'). 

En  conséquence,  les  décompositions  de  j\*,  dont  le 

Ânn,de  Mathémae.,  îi«  série,!.  XVII.  (Juillet  1878.)  20 
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nombre  loial  est 

r  =  :[(2a-hi){ap-i-i;...  (2v-»-i;-i], 

ne  contiennent,  comme  faisant  partie  de  la  dernière  es- 
pèce (E„),  quecellesqui  dérivent  des  a""*  décompositions 
de  N  où  les  carrés  sont  premiers  entre  eux,  par  la  for- 
mule fondamentale  (LJ  — P*)*  -h  aL/P|-  ,  absoloment 
comme  dans  le  cas  (VII)  où  il  n^entraii  dans  N  que  n  fac- 
teurs à  la  première  puissance,  et  toutes  les  autres  appar- 
tiennent aux  n — I  premières  espèces,  dans  chacune 
desquelles  les  deux  carrés  composants  ont  un  diviseur 
commun. 

En  résumé,  queN  soit  composé  de  n  facteurs  du  pre- 
mier degré,  de  la  forme  4^  -i-  I9  ou  de  n  de  ces  facteurs 
élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  il  y  a  toujours 
a""^  décompositions  de  ce  nombre  dans  chacune  des- 
quelles les  deux  carrés  sont  premiers  entre  eux,  et  pas 
davantage,  et  ces  a""^  décompositions  donnent  naissance, 

par  la  formule  (L,  —  F?)*  -i-  aL/P/ ,  à  un  pareil  nombre 
de  décompositions  du  carré  N*de  ce  nombre,  lesquelles 
jouissent  seules  de  la  même  propriété  parmi  toutes  les 
autres  décompositions  dont  N'  est  susceptible  et  compo- 
sent exclusivement  la  dernière  espèce  (E„)  de  ces  décom- 
positions ;  ce  qui  est  assurément  un  fait  digne  de  re- 
marque. 

XI.  Entre  autres  conséquences  de  la  théorie  qui  vient 
d'ôire  exposée,  ou  en  déduit  une  réponse  précise  à  cette 
question  : 

Quels  sont  les  nombres  entiers  dont  chacun  joua  de 
la  propriété  d'être  égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs,  et  d'a\^oir  pour  carré  la 
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somme  des  carrés  de  deux  autres  nombres  entiers  con- 
sécutifs. 

En  d'autres  termes,  elle  fournit  une  solution  com- 
plète du  système  des  équations  indéterminées 

en  nombres  entiers. 

Observons  d'abord  que  y  est  impair  et  ne  peut  avoir 
pour  diviseurs  premiers  que  des  facteurs  de  la  forme 
4/4-1.  En  effet,  s'il  en  avait  d'autres  de  la  forme 
4A"-h  3,  il  faudrait,  comme  on  sait,  pour  que  la  décom- 
position de/  en  une  somme  de  deux  carrés  fût  possible 
d'une  manière  quelconque,  que  ces  facteurs  fussent  cha- 
cun en  nombre  pair,  c'est-à-dire  que  leurs  produits  M' 
fût  un  carré;  on  aurait  donc,  en  appelant,  comme  ci- 
dessus,  N  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs  de  forme 
4*-+-i, 

On  sait  d'ailleurs  aussi  que,  ni  M,  ni  M'  ne  sont  en 
aucune  façon  décomposables  en  une  somme  de  deux 
carrés  ;  donc,  si  a*  -f-  jS*  représente  Tune  quelconque 
des  décompositions  de  N,  la  décomposition  correspon- 
dante   de    /    aurait    la    forme    /  =  M*(a*  H- P*),  ou 

Or  le  plus  petit  facteur  premier  de  la  forme  4^ M-  3 
étant  3,  il  est  impossible  que  la  différence  entre  Ma  et 
M,6  ne  soit  que  d'une  unité,  comme  l'exige  la  première 
condition  de  l'énoncé. 

Cela  posé,  si  un  nombre  y  satisfait  aux  équations 
proposées,  son  carré  ne  peut  donner  lieu  à  une  décom- 
position telle  que  j*  =  ^^  -t-  (z  -h  i)*,  que  si  cette  dé- 
composition fait  partie  de  la  dernière  espèce  (E„)  parmi 
toutes  celles  quej'*  est  susceptible  de  recevoir  5  car,  pour 

•  ao. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  3o8  ) 
toute  décomposi lion  j^'  =  u'  -t-  p*  qui  ferai  tparlie  de  Tune 
quelconque  des  autres  espèces  (Ej),  (Ei),  . . .,  (E,_,;, 
les  deux  nombres  u,  v^  auraient  pour  diviseur  commun, 
comme  on  Ta  démontré  plus  haut,  l'un  9  des  facteurs  de 
j^  simples  ou  multiples,  premiers  ou  composés.  Or  le 
plus  petit  de  ces  facteurs,  de  forme  4^  +  1,  étant  5,  la 
différence  entre  u  et  v',  qui  est  de  la  forme  cp  (a'  —  1/),  esi 
au  moins  égale  à  9,  donc  a  fortiori  au  moins  égale  à  5,  et 
ne  peut,  en  aucun  cas,  être  égale  à  Funité  comme  Té- 
nonce  de  la  question  l'exige. 

C'est  donc  parmi  les  décompositions  de  Tespèce  (E,* 
seules  qu'on  peut  rencontrer  la  décomposition 

X^=z^-^  (2 -+-Ï l'- 
Or, toutes  les  décompositions  de  l'espèce  (E„)  soni, 

d'après  (Vn)et  (XI),  de  la  forme  (Lf  —  P/)« -H  aL/P/, 
les  nombres  entiers  L|,P|,  dont  l'un  est  pair,  et  l'aotre 
impair,  étant  tels  qu'on  ait  y  =  Lf  -h  P/ .  Soit  L/  le  plus 
grand  de  ces  deux  nombres,  et  posons,  a  étant  an 
nombre  entier  positif,  L/  =  P/  H-  a  -,  d'où 

X'  =  (2aP,-  -h  a'Y  -f-  (aP?  -f-  2aP/)^ 

La  seconde  condition  du  problème  consiste  en  ce  que 

i(aaP,--l-a'1  —  (2P,-«-4-2aP/)=:db  i 
OU 

Il  en  résulte,  comme  on  sait,  que  les  deux  nombres 
entiers  a,  P,-  sont,  l'un  a  le  numérateur,  l'autre  P,-  le  dé- 
nominateur d'une  quelconque  des  réduites  de  la  fraction 
continue  suivant  laquelle  se  développe  la  racine  carrée 

de  2,  savoir  d'une  réduite  de  rang  impair  (  la  première 
étant  -  I  si  Ton  prend  le  signe  -H  dans  le  second  membre 
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de  l'ëqualion  (4)^  et  d'ane  réduite  de  rang  pair  si  Ton 
prend  le  signe  — . 

Ces  réduites  consécutives  sont 

,^,  t      i     3     n     in     ^1     qq     aSo 

5  -,  -,  -,    ',  -^,  -t-,  ^,  -;^,  ...  etc. 

o      I      2     5      12     29     70      loy 

Actuellement ,  la  première  condition  du  problème 
exige  que  dans  la  décomposition  L?  -+-  P/  de  y^  d'où  dé- 

rive  directement  celle  j^  =  (Lf  —  P?  )*  -H  aL/Pj  que 
nous  venons  de  considérer,  les  nombres  composants  L{,  P/ 
ne  diffèrent  entre  eux  que  d'une  unité;  en  d'autres 
termes,  il  faut,  non-seulement  que  a  soit  le  numérateur 
de  l'une  des  réduites  ci-dessus,  dont  P,-  serait  le  dénomi- 
nateur, mais  encore  que  ce  numérateur  soit  égal  à  Tu- 
ni  té. 

Or,  si  Ton  exclut  dans  la  suite  (5)  la  première  réduite 
qui  donne  la  solution  illusoire  P/  =:  o,  on  voit  que  la  sui- 
vante -  est  la  seule  qui  remplisse  les  conditions  exigées. 

On  a  donc 

P/  ou  j:  =  1 ,     a  zir  I ,     L,=  2, 
d'où 

^  —  1'  -4-  2'=:  5 
et  ensuite 


X-  =  (L?  -  P?  Y  4-  2L,Pi  =  3'  -f-  4>  =  5«. 

Ainsi  le  système  des  valeurs  x  =  i,  z  =  3,  y  =  5  est  /e 
seul  qui  résolve  la  question  proposée. 

Remarque.  —  On  conclut  aussi  de  là  que  Téquation 
indéterminée  du  quatrième  degré 

ar*  -f-  2^''  -I-  2ar^  -f-  j:  =  -  «  (  2  -4-  l  ) 

n'est  pareillement  satisfaite  que  par  les  valeurs  conju- 
guées X  =  I ,  -z  =  3  5 
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Et  encore  que,  parmi  Tin  fini  té  des  systèmes  de  deux- 
nombres  entiers  consécutifs  u  et  (u  +  i),  dont  le  produit 

ii[u  +  i)est  égal  à  un  nombre  triangulaire  -  z(z-t-  i), 

il  n'y  eu  a  qu'un  seul,  savoir  a  et  3,  dans  lequel  le  plus 
petit  des  deux  nombres  soit  égal  au  carré  d'un  nombre 
entier  augmenté  de  ce  nombre  lui-même,  2  =  i*  +  i ,  et 

1  on  a  2.3  =  — -^• 
2 

^ota. — Le  lecteur,  se  référant  à  la  page  2^2  {voir  la  livraison  de  juin), 
ligne  a  en  remontant,  est  prié  d'intercaler  la  parenthèse  suivante  entre 
le  mot  «  espèce  »  et  le  mot  «  dans  »  et  avant  la  virgule  : 

(c'est  l'espèce  désignée  par   E„_,  ,    selon   la  nolatiou 

adoptée). 


COHGOllS  D'ADHISSION  4  L'ECOLE  KORHALE  EN  1872; 
Par  m.  GENTY. 


Par  un  point ^xe  A  pns  sur  une  surface  du  second 
degré  donnée,  on  mène  tous  les  plans  qui  coupent  la 
surface  suivant  des  courbes  dont  l'un  des  sommets  est 
en  A  : 

I**  Troui^er  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui 
passe  au  point  A  ; 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  oii  le  diamètre  conjugué 
du  plan  sécant,  relativement  à  la  surface  donnée,  ren- 
contre le  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  A; 

3^  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  ou  le  plan 
tangent  en  A  coupe  la  surface  donnée  suivant  deux 
droites  rectangulaires. 

Soit  At  une  droite  située  dans  le  plan  tangent  à  la 
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(3..  ) 
surface  an  point  Â;  un  plan  quelconque  mené  parcelle 
droite  coupe  la  surface  suivant  une  conique  qui  lui  est 
tangente  au  point  A,  et,  si  C  esf  le  centre  de  celte  co- 
nique, C  le  centre  de  la  surface,  la  droite  CC  est  le  dia- 
mètre conjugué  du  plan  sécant.  La  droite  AC  sera  une 
droite  du  lieu,  si  elle  est  perpendiculaire  h  Kl. 

Or,  si  le  plan  sécant  tourne  autour  de  At,  le  diamètre 
conjugué  ce  décrit  un  plan  (P)  qui  coupe  le  plan  tan- 
gent en  A  suivant  une  droite  A t^,  et  Ton  sait  que  les 
droites  A^  et  At'  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conju- 
gués de  la  conique  (C),  intersection  de  la  surface  par  le 
plan  diamétral  parallèle  au  plan  tangent  au  point  A. 

Donc  on  aura  une  droite  du  lieu  en  prenant  Tinter- 
section  du  plan  (P)  avec  le  plan  mené  par  le  point  A 
perpendiculairement  à  la  droite  Kt,  Mais  ce  dernier  plan 
contient  la  normale  à  la  surface  au  point  A;  le  plan  P 
contient  la  droite  fixe  AC. 

Si  donc  JM  est  le  pied  de  la  normale  à  la  surface  au 
point  A,  sur  le  plan  de  la  conique  C,  le  lieu  du  point 
d'intersection  d'un  diamètre  de  cette  conique  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  N  sur  le  diamètre 
conjugué  est  la  base  du  cône  cherché  sur  ce  plan. 

Cette  courbe  est  une  hyperbole  équilatère  (H),  qui 
passe  au  point  M,  au  point  C,  et  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique  (C)  (*).  La  tan- 
gente au  point  N  est  la  perpendiculaire  abaissée  sur 
le  diamètre  conjugué  de  CN  5  la  tangente  au  point  C  est 
le  diamètre  conjugué  de  la  perpendiculaire  à  CN. 
L'équation  de  (H)  est  très-facile  à  trouver.  Soient 


(*)  Les   points  d'intersection  de    cette  courbe  avec  la  conique  (C) 
sout  les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  N  sur  cette  courbe. 
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(  3i2  ) 
Téquation  de  la  conique  (C  )  dans  son  plan,  et  X],  jx  les 
coordonnées  du  point  N;  l'équation  de  (H)  sera 

ax[y^y^]=zbjr[x—  .r,  ). 

Le  cône  qui  a  cette  hyperbole  pour  base  a  deux  de  ses 
arêtes  situées  dans  le  plan  tangent  au  point  A  ;  ce  sont  les 
droites  menées  par  ce  point  parallèlement  aux  axes  delà 
conique  (C). 

La  coniquL»  (H)  se  décompose  en  un  système  de  deux 
droites  pour  j^i  =  o;  la  signification  géométrique  de 
cette  condition  est  très-simple.  En  effet,  dans  ce  cas,  la 
normale  à  la  surface  donnée  au  point  A  rencontre  le  plan 
delà  conique  (C)  en  un  point  N  d'un  des  axes  Cxde 
cette  conique  5  donc  le  diamètre  QJy  est  perpendiculaire 
au  plan  de  ses  deux  diamètres  conjugués  AC  et  Cx\ 
donc  ce  diamètre  est  un  axe  de  la  surface,  et  par  suile  le 
point  A  est  situé  sur  une  des  sections  principales  de  la 
surface. 

Le  cône  se  réduit  alors  à  deux  plans,  Tun  qui  est  le 
plan  CAN,  et  Tautre  qui  est  déterminé  parle  point  A,  et 
une  parallèle  QR  à  Cj^,  dont  l'équation  est 

ajpm  b[x  —  X,). 

On  obtient  un  résultat  analogue  pour  0:1=0. 

Si  l'on  a  en  même  temps  Xj  =  o,  j^j  =  o,  le  point  A  est 
un  des  sommets  de  la  surface^  le  point  N  se  confond 
avec  le  point  C,  centre  de  la  section  principale  (C).  L^ 
cône  se  compose  alors  des  deux  plans  principaux  qui  pas- 
sent au  point  A. 

Si  le  poi  nt  A  est  un  ombilic,  la  coni(|ue  C  est  un  cercle, 
l'hyperbole  (H)  se  compose  du  diamètre  NC  et  delà 
ligne  située  tout  entière  à  Tinfini  dans  le  plan  du  cercle 
(C)  :  donc  le  cône  se  compose  de  l'ensemble  de  àcux 
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(3.3) 
plans  :  le  plan  ANC,  et  le  pian  tangent  en  Â  à  la  surface 
donnée. 

Considérons  maintenant  la  conique  F,  intersection  de 
la  surface  donnée  par  le  plan  CAt^;  soient  A  e/ la  droite  du 
lieu  située  dans  ce  plan,  et  C  le  milieu  de  la  corde  Ad-^ 
la  droite  Ce'  coupe  A  t' en  un  point  mf  5  il  s'agit  de  trou- 
ver le  lieu  décrit  par  ce  point  dans  le  plan  tangent  en  A, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  lieu  décrit  dans  le  plan  de 
la  conique  C  par  le  point  /n,  situé  sur  le  diamètre  eef  pa- 
rallèle à  Ai'  et  tel  que  Cm  =  Am\  Soit  /z  le  point  d'in- 
tersection de  ce  diamètre  avec  Ad,  On  voit  très-simple- 
ment que  le  point  m  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  (JL  par  rapport  aux  points  e  et  ef.  Or  le  point  fx  dé- 
crit l'hyperbole  (H),  et  les  points  e  et  e^la  conique  (C)  ; 
donc,  si  par  le  centre  C  de  cette  dernière  conique  on 
mène  un  rayon  vecteur  qui  la  coupe  aux  points  e  et  e^,  et 
qui  coupe  (H)  au  point  |ui,  le  lieu  du  point  m,  conjugué 
harmonique  de  fx^  par  rapport  aux  points  e  et  e',  est  la 
courbe  cherchée  (S). 

Cette  définition  géométrique  permet  d'obtenir  avec  la 
plus  grande  facilité  l'équation  et  la  forme  de  la  courbe. 
Pour  obtenir  Téquation,  il  est  commode  de  recourir  aux 
coordonnées  polaires. 

Soient  R,  r  et  p  les  rayons  vecteurs  respectifs  des 
courbes  C,  H  et  2),  pour  un  même  angle  co  ^  on  aura 

I  ûj,  cosw — ^.r,  sinw 

R*  =■  r -, — : ï        /'=  — r-T — : 

flcos^w -h  osm'w  [a — £;]  siuojcusoj 

et 

R>  (a  —  ft]sinwcosw 


^        r        (ûcos'w +^sin''w)(r//i  cosw — ^^isinw) 
ou,  en  revenant  aux  coordonnées  rectilignes. 
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Cette  équation  représente  une  courbe  du  troisième  ordre 
qui  a  un  point  double  à  Torigine;  les  tangentes  en  ce 
point  sont  les  axes  de  la  conique  (C). 

Deux  des  asymptotes  de  la  courbe  (S)  sont  parallèles 
à  celles  de  la  courbe  (C)  ;  donc  elles  sont  réelles  si  cette 
courbe  est  une  hyperbole,  et  imaginaires  si  (C)  est  une 
ellipse. 

La  troisième  asymptote  est  parallèle  à  la  tangente  de 
l'hyperbole  (H)  à  l'origine  C. 

Cherchons  les  équations  des  asymptotes  elles-mêmes, 
dans  le  cas  où  la  conique  (  C)  est  une  hyperbole. 

Pour  éviter  les  radicaux  nous  remplacerons,  dans 
les  équations  des  courbes,  a  et  b  respectivement  par 

L'équation  de  (z)  est  alors 

(6'x'  —  tf'jî)  [b^x^t  -{-  a^ yjc,)  —  a^  b^  c^xjr  z=i  Oy 

CM  posant,  comme  d'habitude, 

c^=a^-\-b\ 

Les  équations  des  asymptotes  seront  respect! vemenl de 
la  forme 

b.r  —  ax  -h  X  =  o, 

b.T-hajr  -h  it  =  Oj 

b^  -cji  ^-  û*J^J?i  -4-  V  ==  o, 

et  nous  obtiendrons  les  valeurs  des  indéterminées  ^,f« 
etv,  en  identifiant  les  termes  du  second  ordre  du  produit 

(bx  —  aj  -f-X)  (6.r-h  af  -+-^)  [b^x/,  -4- <2'jr.r, -4- >! 

avec  les  termes  du  second   ordre    de    l'équation  de  la 
courbe;  on  obtient  ainsi  très-simplement  pour  les  equa- 
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lions  des  asymptotes 


X 

y 
b~~ 

r» 

a 

X 

'  7.[ax,^ 

i>xS 

a 

2  (flor,  — 

à' 

*"        a^x] 

—  ^'rî 

La  construction  géométrique  des  asymptotes  est  exIrcV 
mement  simple.  Soient  /  et  Z'  les  points  de  rencontre  des 
asymptotes  de  (C)  avec  l'hyperbole  (H).  Menons  parle 
point  /  une  parallèle  à  C  l\  et  soit/le  point  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  la  conique  (C).  La  parallèle  à  C/ 
menée  par  le  point  f  est  Tune  des  asymptotes  de  la 
courbe. 

Menons  de  même  par  le  point  /'  une  parallèle  à  C/ 
jusqu^à  sa  rencontre /'avec  la  courbe  (C)  ;  la  parallèle 
à  C  /'  menée  par  le  point/'  est  une  seconde  asymptote  de 
la  courbe. 

Les  droites  If  et  /'/'se  coupent  en  un  point  G  de  la 
courbe  H  (*). 

De  même  les  deux  asymptotes  delà  courbe  (S)  que 
nous  venons  de  construire  se  coupent  en  uu  même  point 
B  de  la  droite  CG;  c^est  le  conjugué  harmonique  du 
point  G,  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  de 
celte  droite  avec  la  conique  (C)  5  donc  le  point  B  est  uu 
point  de  la  courbe  (2). 

Si  la  conique  (C)  est  une  hyperbole  équilatère  (c'est- 
»-dire  si  le  plan  tangent  en  A  à  la  surface  donnée  la 
coupe  suivant  deux  droites  rectangulaires)  le  point  G  se 
confond  avec  le  point  N. 

(*)  Cela  résulte  de  ce  que  les  droites  C/cl  Cl',  faisant  le  même  angle 
avec  chacune  des  asymptotes  de  l'hyperbole  (H),  sont  parallèles  à  deux 
(diamètres  conjugués  de  cette  courbe. 
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Si  (C)  est  une  ellipse,  les  asymptotes  CietC/sont 
imaginaires,  il  en  est  de  même  des  asymptotes  de  la 
courbe  (Z)  qui  leur  sont  respectivement  parallèles  ;  mais 
le  point  G*,  et  par  suite  aussi  le  point  B,  où  ces  deux 
asymptotes  coupent  la  courbe,  sont  réels. 

La  troisième  asymptote  de  la  courbe  (S)  est  toujours 
réelle  ^  elle  est  parallèle  à  la  tangente  en  C  à  Thyperbole 
(H)  •,  elle  fait  donc  avec  Cx  le  même  angle  que  CG. 

De  plus,  la  distance  du  point  B  à  cette  asymptote  est 
double  de  la  distance  du  point  A  à  cette  même  droite,  ce 
qui  suffit  pour  la  déterminer. 

Si  parle  point  A  nous  menons  une  parallèle  à  11^  le 
point  d'intersection  de  celte  droite  avec  l'asymptote  qoc 
nous  venons  de  construire  est  un  point  de  la  courbe. 

Il  est  maintenant  facile  de  trouver  les  deux  formes  que 
présente  la  courbe,  selon  que  la  conique  (C)  est  une 
ellipse  ou  une  hyperbole. 


PROBLÈME  DE  HATBÉNATIQUES  ÉLÉNEKTAIRES 

nONNÉ    AU    CONCOURS    n'AGRÉGÀTIOIV    B»    iSjIJ 

Solution  de  M.  A.  ÏOURRETTES. 


On  donne  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'angle  k 
d'un  triangle  ABC,  et  la  somme  des  deux  côtés AH^  AC 
qui  comprennent  cet  angle  :  on  demande  d*étuflier  k 
variation  de  la  surface  du  triangle,  ainsi  que  les  va- 
riations de  V angle  A  et  des  côtés  AB,  AC. 

Soient  x,j^,  z  les  côtés  du  triangle,  a  la  longueur  de 
la  bissectrice  de  Tangle  A,  D  le  point  de  rencontre 
avec  CB,  s  la  somme  J  -h  z  des  deux  côtés  de  Tanglc  A. 
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D'après  deux  théorèmes  connus,  j*ai 

,       ^^  ^^  CD       DB       r 

j^3  =  a»H-CD,DB     et     — == — =-; 

.    y       ^      ^ 

d'où 

s  s 

et  par  suite 

d'ailleurs 

Les  valeurs  de  ^  et  2  sont  les  racines  d'une  équation 
du  second  degré,  qui  donne 


*  )  2^^'  —  X' 

Pour  la  réalité  des  racines,  il  faut  que 

t't  celle  condition  entraine  5* —  x"  >  o. 

Je  cherche  maintenant  la  valeur  décos  A.  On  a  im- 
médiatement 

cosA  = î 

2ja 

<?t  comme 

^=  -{-  Z*  =  5'  —  2J8  rrz  — i , 


il  vient 

ces  A  =  -^ 

2a2A' 

Il  faut  donc  que 
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(  3x8  ) 
On  voit  que  X  doit  satisfaire  aux  deux  iuégalilës 

Pour  trouver,   en  fonction  de  x,   l'expression  de  la 
surface,  je  forme  siu  A 


siQA  =  \/i  —  cos'A  = —  Jàa^s^  —  is'- 


et  comme 


il  vient 


S  =  "Yt  sin  A, 

2 


I 


Ayant  trouvé  les  limites  de  x',  il  est  facile  mainte- 
nant d'étudier  les  variations  des  côtés,  de  l'angle  A  et 
de  la  surface. 

On  peut  mettre  les  valeurs  de  y  et  z  sous  la  forme 


Z    )  2  2  V  f  *  —  X' 

Six^  =  s*  —  2a5,  ou  sa  valeur  minima,  le  radical  esi 
maximum,  par  suite  y  est  maximum,  z  minimuin.  On 
remarque  que  leur  différence  est  maxima  et  qu^elIe  est 
égale  à  ^s*  —  2 «5.  Les  deux  côtés  sont  l'un  sur  Tautre. 
A  mesure  que  x  augmente,  y  diminue,  z  croit,  et, 

pour  x^  =  s*  —  4û^*j  '<î*  deux  côtés  deviennent  égaux  a  — 

2 

Pour  l'angle  A,  on  trouve  cosA=  i  quand 
.r'  z=^'  —  2a5; 

alors  A  =  o,  ainsi  que  je  Tai  remarque  ci-dessus.  A 
mesure  que  x  croît,  la  valeur  de  cos  A  diminue  et  par 
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(  3i9  ) 
suite  Tangle  aiigmenlc.  Pour  x*==  5*  —  4**? 

cosA  = :: • 

Enfin  la  surface,  nulle  pour  x*  =  5*  —  a  a  5,  va  en 
augmentant  avec  x,  puisque  le  carré  (5*  —  x*)*  diminue. 
Elle  est  maxima  pour  x*  =  5*  —  4«*- 


QUESTION  DE  HÉGANIQDE  ÉLÉMENTAIRE 

DONMÉE    AU    CONCOUES    D^ÀGBÉGATION    DE    l8y!l\ 

Solution  de  M.  A.  TOURRETTES. 


On  donne  une  série  de  circonjérences  situées  dans  un 
même  plan,  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite,  se  tou- 
cliant  extérieurement,  de  manière  que  chacune  soit  tan- 
gente à  celle  qui  la  précède  et  à  celle  qui  la  suit,  et 
dont  les  rayons  forment  une  progression  géométrique 
décroissante.  On  demande  le  centre  de  grai^ité  du  sys- 
tème prolongé  à  V infini. 

Soient  a  le  rayon  du  premier  cercle  dont  le  centre  est 
pris  pour  origine-,  q  la  raison  de  la  progression;  x  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  Torigine. 

Les  rayons  seront 

éiy  aqy  aq\  aq\   ...,  tf(7"; 
les  circonférences 

2Wfl,  271^^/,   Zicaq^j    ...,   27r«7", 

("t  les  distances  de  leurs  centres  à  Torigino  » 

0»  «  H-  a<7,  a  -4-  2  a^  -4-  nq^,  ...^  a  4-  2  07  -h  2  aq^  -4-  ...  -h  aq'*. 
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.   (    320    ) 

En  appliquant  le  théorème  des  moments,  on  aura  une 
égalité  dont  le  preipier  membre  sera 

x[ii'Ka  4-  iiftaq  -\-  27j<7y'+  .  .  .)   ou 

Le  deuxième  membre  aura  pour  expression 

2irû^[{7  4- y*)  -1-  [q^  -^  7.q^  -\-  q^) 

-¥  [q^-^  2ç*  -I-  2^*4- 7«;  4-  ..  .] 

OU  bien 

l'Kà^lq  -f-  iq^  -h  Zq^  -t-  . .  .  -f-  nq* 


Or,  la  première 

partie  de  la 

parenthèse 

7  4-27'  + 

. . .  4-  /i7« 

a  pour  valeur 

q                  7"-^'             /îr/"-»-' 

et  la  deuxième  est  plus  petite  que 

ou  bien 

717*^' (1—7") 
1  —  7 
La  parenthèse  est  donc  plus  petite  que  la  somme  sm- 
vante  : 

7  7"+»  777""^'         nq''^'[l—q''' 

qui    se  réduit   à  7 — - — r-  pour  /i  =  00  (i;oi>Desboves, 

^  (1—7)'  *^ 

Questions  d^  Algèbre,  p.  229). 
Par  conséquent, 

1  —  7 
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WMOXSTRATIONS  DIRECTES  DE  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  CON- 
NUES RELATIVES  A  U  COURBE  ENVELOPPE  D  UN  SEGMENT 
DE  DROITE  DE  LONGUEUR  CONSTANTE  QUI  SE  MEUT  DANS 
UN  ANGLE; 

Par  m.  a.  m. 


Soient  xoy  Tangle  donné  et  ah  le  segment  mo- 
bile('^).  Ce  segment  se  déplace  de  façon  que  a  reste  sur 
ox,  et  b  sur  oy.  Pour  un  déplacement  infiniment  petit 
dea&,  on  obtient  le  centre  instantané  de  rotation  c  en 
élevant  respectivement  à  ox  et  o^  les  perpendiculaires 
ac,  hc. 

Les  quatre  points  o,  a,  c,  h  sont  sur  une  circonférence 
dont  oc  est  un  diamètre.  Comme  ce  diamètre  est  égal 

à  -: 9  sa  longueur  est  constante,  quelle  que  soit  la 

position  de  ah\  par  suhe,  pendant  le  déplacement  con- 
tinu  de  ab,  les  points  tels  que  c  sont  une  circonférence 
décentre  o, 

La  perpendiculaire  ce  à  ab  rencontre  cette  droite  au 
point  e,  où  celle-ci  touche  son  enveloppe.  Abaissons 
aussi  la  perpendiculaire  of^xxv  ah  :  les  points  e  et  f  sont 
à  égales  distances  du  milieu  de  ab. 

Du  centre  /  de  la  circonférence  oacb  menons  le 
diamètre  perpendiculaire  à  ab,  et  appelons  g  et  h  les  ex- 
trémités de  ce  diamètre.  Les  droites  og^  ohy  perpendi- 
culaires l'une  à  l'autre,  sont  les  bissectrices  des  angles 
formés  par  ox  et  oj  ;  elles  sont  alors  fixes  pendant  le 
^placement  de  ab . 

Appelons  petq  les  points  de  rencontre  de  og  et  oh 

[*)  Le  lectanr  eet  prié  de  faire  la  figure. 

^nn.  deMathémat.,2^séTie,  t.XVlI.  (Juillet  1878.)  ai 
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avec  la  normale  ce.  Le  segment  pq  est  double  da  fia- 
mètre  ghj  il  est  donc  de  grandeur  constante;  (mt  soiie, 
pendant  le  déplacement  de  abj  les  normales  telles  que 
ce  enveloppent  une  courbe  qu'on  peut  obtenir  en  dé- 
plaçant le  segment  pq  dans  l'angle  droit  goh» 

Menons  le  diamètre  mn  parallèlement  à  ai,  la  dis- 
tance entre  ces  droites  reste  la  même  pendant  le  dépla- 
cement de  ab.  L'enveloppe  de  mn  est  aloi*s  une  courbe 
parallèle  à  la  courbe  enveloppe  de  ab.  Ces  deux  enve- 
loppes ont  même  développée  qui  est  l'enveloppe  de  pq. 
Le  segment  mn  de  grandeur  constante  se  déplace  dans 
Tangle  droit  Bxe  mon.  Ainsi  l' enveloppe  de  mnaponr 
développée  une  courbe  qui  lui  est  semblable;  lerappoif 
de  similitude  est  de  i  h  n. 

Abaissons  sur  pq  la  perpendiculaire  or  et  prenons  le 
point  A  symétrique  de  r  par  rapport  au  point  c,  milira 
depq.  Le  segment  ;>^  touche  son  enveloppe  au  point  à: 
ce  point  est  alors  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
enveloppe  de  mn.  Appelons  /  le  point  où  pq  rencontre 
mn  et  /  le  point  où  o/' rencontre  cette  même  droite.  Il 
résulte  de  la  construction  qui  donne  X  que  le  rajon  de 
courbure  IX  est  égal  à  3  fois  oj.  Désignons  par  t  le  point 
où  la  droite  oX  coupe  mn.  D'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  le  segment  ot  est  le  quart  de  oA.  Le  Heu  (t)  des 
points,  tels  que/,  est  alors  une  courbe  semblable  a  la 
courbe  (X),  lieu  des  points  X.  La  tangente  à  (t)  en  f  est 
alors  perpendiculaire  à  m«,  c'est-à-dire  que  {t)  ren- 
contre à  angle  droit  les  droites,  telles  que  mn  ;  donc(/ 
est  la  développante  de  l'enveloppe  de  mn. 

Les  côtés  dé  l'angle  droit  poq  interceptent  un  seg- 
ment de  grandeur  constante  sur  la  parallèles  pqmenk 
du  point  t.  Ce  segment,  égal  à  la  moitié  de  m/i,  eu  se 
déplaçant  dans  l'angle  poq^  a  pour  enveloppe  la  déve- 
loppante [t)  de  la  courbe  enveloppe  de  mn.  La  tlè^^^ 
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loppante  (^]  est  alors  semblable  à  la  courbe  enveloppe 
de  mn . 

Lorsque  le  segment  m;»  est  en  m^n*  également  Incli- 
née sur  om  et  sur  o/i,  le  point  t\  tel  que  t^  est  le  milieu 
de  m!  n'\  il  est  aussi  le  point  où  m/  n'  touche  la  courbe 
enveloppe  {mn).  Appelons  (x  et  v  les  points  où  celte  enve- 
loppe touche  om  et  o/i.  La  développante  {t)  part  de  /'  et 

coupe  ofx  au  point  p.\  tel  que  ofjt'  =z  —•  Par  suite  l'arc 

3 
fA  t' de  Tenveloppe  [mn)  a  pour  longueur -r  m/i ,   et  la 

longueur  totale  de  celte  courbe  est  6.mn. 
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CORRESPONDANCE. 


1.  Une  solution  de  la  question  1252,  déjà  résolue 
(p.  23 1,  numéro  de  mai),  nous  a  été  adressée,  de  Berlin, 
par  M.  Kruscliwilz. 

%  Extrait  d^ une  lettre  de  M.  Catalan  : 

a  La  question  (1257)  est  un  théorème  deMiquel^  pu- 
blié d'abord  dans  le  Géomètre  (l836);  puis,  dans  le 
Journal  de  M.  LiouK^ille  (t.  III,  p.  486-,  i838).  Je  l'ai 
reproduit  dans  li*s  diverses  éditions  des  Tliéorèmes  et 
Problèmes  (le  Géométrie  élémentaire,  » 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 

Question  1233 

(▼oir  a*  iérie,  t.  XVI,  p.  240)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Etant  donnée  une  ellipse,  soient  a  et  b  deux  points 
<luelconques  réciproques  par  rapport  au  cercle,  lieu  des 
commets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique;  on 
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prend  le  point  /3  symétrique  du  point  b  par  rapport  h  la 

polaire  de  a  :  démontrer  que  les  points  aet^  ainsi  que 

les  deux  foyers  de  V ellipse  sont  situés  sur  un  même 

cercle  que  ces  points  dii^isent  harmoniquement. 

(Lagde&iib.) 
Soient 

l'équation  de  Tellipse;  o^i,  mxi  les  coordonnées  dapoini 
a;  Xi,  mx%  celles  du  point  b^  avec  la  relation 

(i  -i-  /îi^)  a:,jr,  z=za*-\-  b^. 

L'équation  de  la  polaire  du  point  a  est 

ma^Xxy  H-  b^XyX  =  a^b*^ 

et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  b  sur 
cette  droite 

y^  mxi=z  —  (jr  — ^,), 

ou 

ma^x  —  b^jr  z=z  mc^Xj, 

On  tire  de  ces  équations  les  coordonnées  du  pied  de  la 
perpendiculaire 

a^{b*  -hm^c^XiXy]  mb^{a* — c*:r,x,) 

*""      (m'a* -h  à*)  x^     '     -^"^     (m»a<-f-^«)x,    ' 

On  a  ensuite,   en  appelant  j/,  y  les  coordonnées  du 

point  (3, 

-                            ia'b*-\-('ic'-—a')  m^a'XtX^^  b*XiX, 
X  "==.  207  —  a:»  = 1 

[m'a*^b*)x, 

\ia*b'^'\-  [i€^—  b')b'x,x^  —  m^a^Xst,\rn 
Y-=^ir  —  mxi  = ^ — T -^  ' 

•^  '^  [m'a*-\-ù*)Xi 

et,  en  remplaçant  XiXt  par  sa  valeur  — ^^^-—^  el  réduisant? 

r^  ,  me* 


-?   r=- 


I  -h  ml]  Xi  (I  -h  w'i^i 
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L*équalion  générale  des  cercles  passaut  par  les  loyers  est 

«•  -f-  j'  —  7.\x  —  c'  =  o  ; 

ei  si  le  cercle  passe  par  le  point  a,  on  a 

(  ï  -H  iw^)  a?î  —  !i  iwXx,  —  c*=:  o, 
ou 

L'équation  du  cercle  passant  par  le  foyer  et  le  point  a 
est  donc 

jc»+ r*  —  i ! r  — f'=  o. 

/nx, 

Elle  est  yériCée  par  les  coordonnées  xf^y  du  point  (3  : 
donc  les  points  a,  ^  et  les  deux  foyers  sont  sur  un  même 
cercle. 

La  droite  a^  et  la  tangente  en  a  au  cercle  ont  respec- 
tivement pour  équations 

[mx,  — /)  X  —  (*»  —  a/)  jr  ~  (/wx'  —  /).r„ 
2a:, o:  —  imXxX  =  (i  +  w')  xj  -^  c*; 

elles  coupent  Taxe  focal  en  des  points  e,  y  dont  les  ab- 
scisses sont 

[mon' — y'^t^  2c*x, 

""      mx,—Xt      ~~  (i  4-/w>)a?î-4-c'' 

(i  -4-  ni^]x}-\-c* 

«= ■■ — ■ • 

On  a  donc 

Oe.Of=cK 

Ces  deux  droites  et  celles  qui  joignent  le  point  a  aux 
deux  foyers,  divisant  harmoniquement  l'axe  focal,  for- 
ment un  faisceau  harmonique,  et  il  en  est  de  même  de 
celles  qui  joignent  un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence aux  points  a,  j3  et  aux  deux  foyers,  ce  qui  démontre 
la  seconde  partie  du  théorème. 
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Le  théorème  subsiâteraî  t  évidemment  si  la  conique  ëuit 

une  hyperbole. 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  H.  Lez  et  par  M.  F. 
Pisani,  qui  démontre  en  outre  une  série  de  théorèmes  concernant  des 
groupes  de  quatre  points  analf^j^ues  aux  précédents  et  situés  respec- 
tivement sur  des  cercles. 


Question  1235 

(TOlr  a*  série,  t.  XVI,  p.  a86); 

Par  m.   MORET-BLANC. 

On  donne  une  ellipse  de  centre  O.  Prenons  un 
point  m  sur  cette  courbe^  et  appelons  fjL  le  centre  Je 
courbure  de  l' ellipse  correspondant  à  m.  Menons  la 
droite  jxO  et  désignons  par  t  le  point  oà  elle  rencontre 
la  tangente  en  m  à  V ellipse.  On  demande  : 

I  ^  Quel  est  le  lieu  décrit  par  t  lorsque  m  parcourt 
l' ellipse; 

a®  De  démontrer  que  la  tangente  en  t  à  ce  lieu 

rencontre  myi  en  un  point  r  tel  que  mr=  -y— 

(Makhheim.) 
i*>  Soit 

(i)  a^y-hb^x^  =  a^b' 

Téquation  de  Tellipse.  Les  coordonnées  ^,  Yt  du  centre 
de  courbure  correspondant  au  point  m{Xyj)  sont  dé- 
terminées par  les  équations 

OÙ 

dy  __        h^x        ePr b* 

dx  a^y^      dx}  «'r'* 

On  en  lire 

c'^y^  c' j;* 

'  b^  a^ 
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La  ligne  fiO  a 

pour  équation 

N 

Y 

et  la  tangente  en  m  à  Pellipse, 

(3)  a^x^-hb^xX  =  a'b\ 

On  lire  de  ces  deux  équations  les  coordonnées  du 

point  t, 

__  u^b*jc^  ^  a^b^r^ 


a^y—b^x*  a^y—b*x' 

En  difTérentiant  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante j?9  dont  y  est  fonction  en  vertu  de  Téquation  de 
Tellipse,  on  trouve 

ou,  en  éliminant  y  dans  les  parenthèses  au  moyen  de 
Téquation  de  Tellipse, 


? 


rfX~"  b'xi^a^'-na^c^x^—c^x*) 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  t  à  la  courbe  lieu 
du  point  /. 

On  obtiendra  l'équation  de  cette  courbe  en  éliminant 
xely  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3).  L'équation  (a) 
peut  s'écrire 


d'où 


ou 


Y    -        X    -*' 


Y'  X' 


En  reportant  ces  valears  dans  les  équations  (i)  et  (3),  cl 
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éliminant  À,  on  obtient  l'équation  du  lieu  du  point  t  : 

2°  Sî  l'on  prend  le  point  r  au  quart  de  m]!*,  ses  coor- 
données sont 

Le  coefBcient  angulaire  de  la  droite  tr  est 

"         W[3â'«—  ««(3cM-~xâ')V-t-  a«c»x*  -i-  c«i«)i  ' 
et,  en  divisant  haut  et  bas  par  a^  —  c*x*, 

X— j:,  """"       *^r(3ii«—  afl*c»j:»— c»J^)       ~"5x' 

donc  la  tangente  en  t  à  la  courbe  (4)  passe  par  le  point  r 
situé  sur  m(i,  de  telle  sorte  que  mrz=.  —^» 

On  obtient  encore  ce  point  en  cherchant  Fintersection 
de  la  tangente  en  t  à  la  courbe  (4)  et  de  la  normale  en 
m  à  l'ellipse. 

La  courbe,  lieu  du  point  t,  a  quatre  points  de  re- 
broussement  aux  quatre  sommets  de  Tellipse,  et  quatre 

asymptotes  parallèles  aux  droites  Y  =  ih  i/-  X,  c'esl- 

à*dire  parallèles  aux  normales  menées  du  centre  à  U 
développée  de  l'ellipse.  Les  points  m  correspondant  aux 
points  t  à  l'infini  sont  donnés  par  la  relation 
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d'où 

3  ) 

x= 7,     r= ;^. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point  est 
bien  ±  \/->  et  l'ordonnée  à  l'origine  dz  y/A(a  4-  6). 
Les  asymptotes  ont  donc  pour  équations 

3 


=-v^ 


.^v^(IT*). 


On  a  ainsi  une  idée  assez  nette  de  la  forme  de  la  courbe. 
La  distance  du  centre  aux  asymptotes  est  >^ab. 
Note.  —  La  mémo  question  a  été  résolue  par  M.  Soudai. 


Question  i238 

(  Toir  a*  firle,  t.  XVI,  p.  287); 

Par  m.  s.  REÂLIS. 

^  chaque  racine  réelle,  t,  de  l'équation  à  coefficients 
réels 

r»4-(4/'+  i)y-4-8y=o 

correspond  une  racine  appartenant  à  l'équation 

X-  —  I        X-  -I-  I 
et  comprise  entre  et  • 

Soit  k  une  racine  réelle  de  l'équation 

j»-l-(4;?-4-  1)7-1-87  =  0; 
posons 


F  (a?)  --.r*  -+-  2px'  -f-  ^f/x  -i- 


ib 
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d'où 

On   trouve,  en  substituant  successivement  ei 

à  jc  dans  F(jc), 

2  ^ 

f(^)  =  ^  [*•  +  (4,,  +  ,  )  /■  +  8^], 
c'est-à-dire,  puisque  k  est  racine  de  Téqualion  en  ^, 

Ainsi    et    sont  racines  de  réqnalîou 

2  2  ^ 

F(:r)  =  o,  et  par   conséquent,  il  y  a  entre  elles,  au 
moins,  une  racine  de  Téquation  dérivée  F'{x)  =  o. 

yoee,  —  Autres  solutions  de  MM.  Moret-Blanc;  Dunoyer,  élèTa  en 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Marseille;  Eugène  Delmas,  èlèrp 
du  lycée  de  Lyon  ;  Beaugey,  du  lycée  de  Grenoble  ;  Barthe,  du  lycée  de 
Bordeaux. 

Question  1258 

(Tolr  a*  lérie,  i.  XVII,  p.  n»); 
PAa  M.  A.  MOREL. 

Soient  ARC  un  triangle; 

D,  E,  F  les  pieds  des  hauteurs  menées  des  sonunets 

O  le  point  d'intersection  delà  ligne  EF  ai^ec  une  pa- 
rallèle au  côté  BC,  menée  par  le  sommet  A  5 

a  le  milieu  de  BC  ] 

G  e^  H  les  points  d'intersection  de  AO  et  d^un  cercle 
décrit  du  point  O  comme  centre  a\^ec  Oa  pour  rayon. 
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On  demande  de  démontrer  : 

1®  Que  les  droites  aG  et  «H  sont,  respectivement,  les 
bissectiices  des  angles  OnBefOaC; 

2®  Que,  si  la  hauteur  AD  coupe  le  cercle  au  point  K, 
ofi  a  AK  =  Ba  (*).  (Gewty. ) 

i^  Le  triangle isoscèle  OHa  nous  donne  OaH  =  OHa; 
mais,  d*après  la  construction,  OHA  =  HaC,  comme 
angles  alternes-internes.  Donc  aH  est  bissectrice  de 
Tangle  OaC  La  droite  aCt  étant  perpendiculaire  sur 
aH,  cette  droite  aG  est  bissectrice  de  Tangle  OaB. 

a**  Les  angles  OAF,OEA  sont  tous  deux  égaux  à 

l'angle  B  du  triangle;  donc  OA   =OExOF.  Mais,  le 
({uadrilatère  BFEC  étant  inscriptible, 

OE  X  OF  rzrÔrt'  —  ^a    , 

puisque  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
est  Ba.  On  a  donc 

Oa"  =0a'  —  Ba  ,     d'où     Ba    :=^0a    —  OA   ~  AK  , 

puisque  AK  est  perpendiculaire  sur  le  diamètre  GH; 
donc  Bût  =  AK. 

Note.  —  Autres  solutions  de  MM.  J.  Chambon  ;  Moret-Blanc  ;  Michel  ; 
Pisani. 


Question  1260 

(Tolra*  série,  t.  XVII,  p.  a38;  ; 

Par  m.  a.  MOREL. 

D'un  point  O  pris  sur  une  circonférence,  dont  un 
diamètre  est  OE,  on  décrit  une  circonférence  qui  ren- 
contre la  première  en  des  points  A,B;  puis,  on  joint 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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un  point  quelconque  C  de  la  deuxième  circonférenet 
aux  points  A,  B,  E  par  des  droites  qui  coupent  la  pre- 
mière en  des  points  F,  D,  G. 

I®  Les  droites  EF^  EDsont  respectis^ement  parallèles 
àCB,CA; 

2"  La  droite  CE  fait ,  ai^ec  les  côtés  du  triangle 
CA6,  les  mêmes  angles  que  la  médiane  panant  du 
sommet  C  \ 

3^  La  droite  CG  est  moyenne  géométrique  entre 
GA  et  GB  (*).  (A.  Câmbiee.) 

i^  Je  joins  le  point  B  au  point  E;  la  droite  BE  est 
tangente  à  la  circonférence  O.  Il  en  résulte  que  les  an- 
gles ABE,  AGD  sont  égaux.  Mais  les  angles  ABE,  AFE, 
inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle,  sont  aussi 
égaux  entre  eux;  îl  J  a  donc  égalité  entre  les  angles 
ACD,  AFE  5  et,  parce  que  ces  derniers  angles  ont  la  po- 
sition d'angles  correspondants,  les  droites  FE,  CB  sont 
parallèles. 

Les  arcs  BE,  AE  étant  égaux,  on  a 

BDE^AFE  =  ACD; 

il  s'ensuit,  en  ayant  égard  au  parallélisme  des  droites 
FE,  CB,  que  les  droites  ED,  CA  sont  aussi  parallèles. 

s**  La  droite  AB,  perpendiculaire  à  OE,  eu  un  point 
P,  est  la  polaire  du  point  E,  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence O;  et,  par  conséquent,  les  droites  menées  de  Panx 
points  C,M,  où  la  droite  EC  rencontre  la  circonfé- 
rence O,  sont  également  inclinées  sur  OE,  et,  par  suite, 
sur  AB.  On  en  conclut  facilement  que  BIM[  =  AK,le 
point  K  étant    k   la  rencontre  de   la  circonférence  0 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Cl  de    la    droite    CP.   Donc  Tangle    ACP  =  MCB    et 
ACM=KCB(*). 

S""  Dans  le  triangle  GAC,  Tangle  AGC  est  égal  à 
l'angle  BGC  du  triangle  GBC  ;  l'angle  GAG  est  égal  à 
Tangle  GCB.  Les  triangles  GAC,  GBC  sont  donc  sem- 

C*C         C  A 
blablesy  et  leurs  côtés  homologues  donnent  ^  =  tt^  5 

la  troisième  partie  de  la  proposition  est  ainsi  démon- 
trée, 

yote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Kruschwitz  ; 
Ch.  Richard;  Moret-Blanc;  Pisani;  Robaglta;  Fauquembergue ;  Armand 
Bertrand. 


QIIKSTIONS. 


1275.  On  donne  quatre  points  a,  &,  c,  d  dans  un  plan, 
et  deux  points  p^p'j  non  situés  dans  ce  plan. 

Les  droites  d'intersection  de  deux  couples  de  plans 
(pab)j  [p'cd)  et  {pcd)^  ip^^^)  ^^^^  dans  un  même  plan 
(P)  ;  on  peut  obtenir  six  plans  analogues  en  combinant 
de  toutes  les  manières  possibles  les  points  a,  b^c^d-^ 
ces  six  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  (D) 
qui  rencontre  pp'.  ( Gentt.) 


(*)  Cette  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée  résulte  simplement 
de  ce  que  :  dans  des  triangles  semblables,  les  médianes  menées  des  som^ 
mets  homologues  forment  les  mêmes  angles  avec  les  côtés  homologues  des 
triangles.  En  menant  la  diagonale  DF  du  parallélogramme  CDEF,  on 
détermine  un  triangle  GDF  semblable  à  CAB;  la  médiane  menée  du 
sommet  Ç  du  triangle  CDF  coïncide  avec  la  diagonale  CE  du  parallélo- 
gramme CDEF;  elle  forme,  avec  les  côtés  CD,  CF,  FD  du  triangle  CDF, 
les  mêmes  angles  que  la  médiane  CP  avec  les  côtés  CA,  CB,  AB  du 
triangle  ACB.  (G.) 
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1276.  Soieui  ABC  un  triangle,  et  O  un  point  quel- 
conque du  plan  ;  démontrer  que  la  puissance  de  0,  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle^  a  pour  expres- 
sion 

a\  OCB  -f-  ^^  PAC  -h  c\  OBA 
ABC  ' 

a,  by  c  dtaut  les  longueurs  des  trois  droites  OA,OB,0C, 
et  les  aires  OCB...  recevant  des  signes  convenables, 
suivant  le  sens  dans  lequel  elles  sont  parcourues. 

(Lâisa.ht.) 

1S77.  Soient  (C)  et  (Ci)  deux  courbes  planes  qu'une 
droite  mobile  rencontre  sous  des  angles  constants 
,a  et  fXi. 

Pour  que  ces  deux  courbes  soient  semblables,  il  faut 
qu'elles  soient  deux  spirales  logarithmiques  semblables 
par  rapport  au  point  asymptotique,  et  tournées  autour 
de  ce  point,  Tune  relativement  à  Tautre,  d'un  angle  ^al 
à  la  différence  des  angles  de  rencontre  fkel  [l^. 

Remarquer  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais 
quelconques,  tournées  l'une  relativement  à  l'autre  d'un 
certain  angle,  autour  du  pôle  de  similitude. 

Point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enve- 
loppe, dans  les  deux  cas. 

(Edouâhd  Hâbich.) 

1278.  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables 
des  racines  de  Téquation  trinôme 

JP'"  -hpx'^  -f-  ynr  o, 

lorsque  l'exposant  t  est  un  multiple  de  //. 

(Pellet.J 
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UN  BEAU  VOLUME  IN-8,  AVEC  ai6  FIGURES  DANS  LE  TEXTE;  1876. 


AVERTISSEMENT. 

La  Géométrie  projective  (*]  est  une  science  d'origine  française,  et  cependant 
elle  est  plus  cultivée  à  l'étranger  que  chez  nous;  elle  est  enseignée  dans  toutes 
les  écoles  en  Allemagne  et  en  Italie,  et  ces  pays  possèdent  un  bon  nombre 
d'ouvrages  où  l'on  cherche  à  la  mettre  à  la  portée  de  tous.  Parmi  tous  ces 
livres  il  n'en  est  pas  de  plus  remarquable  que  celui  de  M.  Cremona,  dont 
nous  offrons  la  traduction  à  notre  jeunesse  studieuse. 

Le  célèbre  savant  italien  a  pleinement  rendu  justice  à  nos  géomètres,  et  ce 
n^estpassansun  légitime  orgueil  que  nous  rencontrons  à  chaque  page  de  ses 
Éléments  les  noms  de  Desargues,  Pascal,  Carnot,  Brianchon,  Poncelet, 
Chasles,  etc.  Ce  serait  déjà  un  titre  pour  répandre  cet  Ouvrage  dans  nos 
Écoles;  mais  les  Éléments  de  Géométrie  projcctive  ont  d'autres  mérites  qui 
attireront  sur  eux  l'attention  de  nos  professeurs  et  de  nos  élèves.  Us  jouissent 
éminemment  de  la  double  qualité  de  former  une  excellente  base  d'études  pour 

(*)  a  J'ai  choisi,  dit  FAuteur,  le  titre  de  Géométrie  projective,  qui  exprime  la 
Traie  nature  des  Méthodes  qui  sont  fondées  essentiellement  sur  la  projection  cen- 
trale ou  perspective.  J'ai  été  confirmé  dans  mon  choi^  en  considérant  que  le  grand 
PoKCELBT,  le  principal  créateur  des  méthodes  modernea,  a  intitulé  son  livre  im- 
mortel :  Traité  det  propriétés  projeeUves  des  figures  ». 
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ceux  qui  veulent  8*adonner  à  la  Science  pure  et  de  donner  un  fondefiien< 
théorique  solide  aux  études  pratiques  des  ingénieurs.  Us  renferment  on  très 
grand  nombre  d'exercices  que  les  élèves  doivent  non-seulement  résoudre  an 
tableau,  mais  dont  ils  doivent  dessiner  les  épures;  la  méthode  de  démonstra- 
tion généralement  choisie  est  la  méthode  graphique,  et  Ton  sent  à  cfaamie 
page  du  Livre  que  l'auteur  n'a  jamais  perdu  la  pratique  de  vue  ei  qu'il  a 
composé,  à  proprement  parler,  une  inti^oduction  a  la  Géométrie  descnptive 
et  à  la  Statique  graphique, 

Il  n'est  donc  aucune  école  où  les  Éléments  de  Géométrie  projective  ne 
puissent  être  étudiés  avec  fruit,  depuis  les  Écoles  professionnelles  d'arts  et 
métiers,  les  Écoles  régimentaires  du  (renie  et  de  rArtillerie  jusqu'aux  insti- 
tutions préparatoires  aux  Écoles  supérieures. 

La  définition  que  M.  Cremona  donne  des  figures  projectives  paraît  lamefl- 
leure  qui  ait  été  donnée,  et  c'est  peu t^tre  la  raison  pour  laquelle  son  Oavrage 
est  plus  clair  et  plus  élémentaire  que  tous  ceux  qui  ont  paru  jusqu'à  ce  jour 
sur  le  même  sujet.  Le  Volume  que  nous  publions  aujourd'hui  renferme  )a 
théorie  des  formes  géométriques  fondamentales  de  première  espèce  (les 
ponctuelles,  les  faisceaux  et  les  séries  de  points  ou  de  tangentes  d'une  conique), 
et  son  application  à  la  théorie  des  coniques. 

Du  reste,  nous  ne  saurions  mieux  faire,  pour  donner  une  idée  de  œ  que 
renferme  l'Ouvrage,  que  de  reproduire  ici,  avec  la  table  des  matières,  un 
extrait  de  l'article  que  le  savant  M.  Dostor  a  bien  voulu  lui  consacrer  dans 
le  journal  V Instruction  publique  (i"  octobre  1875). 

La  Géométrie  projective  de  M.  Cremona  expose  d'une  manière  «impie,  graduée 
et  logique  toutes  les  conquêtes  que  la  science  de  l'étendue  a  faites,  depuis  an  demi- 
siècle,  dans  toutes  les  ramifications  de  son  domaine  ;  elle  forme  un  ensemble  ho- 
mogène et  harmonieux  des  remarquables  créations  deCamot,  Brianehon,  Pooeelei, 
MObius,  Steiner,  Chasles,  Staudt,  etc.  Les  méthodes  de  ces  sarants  sont  loin  d'être 
identiques  :  elles  présentent,  au  contraire,  de  grandes  divergences  dans  leur  di- 
rection et  ont  été  créées  chacune  dans  le  but  que  poursuivait  l'auteur.  Toutes 
elles  ont  fourni  des  résultats  inattendus,  conduit  à  des  Térités  nouvelles  ayant 
leur  cachet  d'originalité  et  revêtant  le  caractère  d'une  généralité  surprenante; 
mais  ces  méthodes,  douées  d'une  immense  fécondité  et  présentant  presque  1 


le  même  degré  de  simplicité,  manquent  d'unité  de  vue  à  leur  point^de  départ,  d'iden- 
tité dans  leurs  définitions,  d'uniformité  dans  leur  mode  de  raisonnement  et  de 
déduction  et  d'égalité  de  mesure  dans  l'appréciation  des  résultats. 

Cependant,  comme  le  dit  l'auteur  lui-même  dans  sa  Préface,  il  n'est  peut-être 
pas  ae  science,  il  n'est  aucune  branche  dans  le  domaine  des  Mathématiques  qoi 
puisse  être  étudiée  et  apprise  avec  un  aussi  mince  bagage  de  connaissances  préli- 
minaires que  la  Géométrie  projectipt.  L'étude  en  est  d'une  facilité  qui  surprend; 
elle  est  encourageante  et  réjouissante,  parce  que,  avec  peu  de  peine,  presque  sans 
effort  de  réflexion,  on  s'élève  dans  une  sphère  de  connaissances  nouvelles,  où  les 
points,  les  lignes  et  les  surfaces  fie  débrouillent,  se  classent  et  se  fixent  avec  un 
art  simple  et  naturel,  où  la  lumière  jaillit  de  tous  côtés  et  inonde  l'intelligence 
des  vérités  les  plus  saisissantes  et  les  plus  harmonieuses. 

r  Par  sa  méthode,  M.  Cremona  se  rapproche  tantôt  de  Poncelet,  tantôt  de  M.  Chasles; 
il  donne  presque  une  égale  importance  aux  conditions  de  position  et  aux  relation* 
métriques.  En  introduisant  dans  son  Livre  la  notion  du  rapport  enharmonique  dt 

}  M.  Chasles,  il  a  rendu  plus  claire  la  conception  des  séries  homographiques  et  fad- 

r  lité  l'étude  des  propriétés  projectives. 

Les  Éléments  de  Géométrie  projective  sont  appelés  à  un  brillant  succès  ;  ils  sont 
destinés  à  rendre  les  plus  grands  services  à  l'étude  de  la  Géométrie  moderne  eo 
France.  D'ailleurs  la  valeur  et  la  solidité  de  ce  Livre  ont  été  reconnues  et  pro- 
clamées dans  tous  les  grands  centres  d'instruction  de  l'Europe. 

En  terminant,  nous  ne  saurions  nous  défendre  d'un  sentiment  de  regret. 
On  dirait  que  le  public  français,  jaloux  ou  défiant,  attend,  pour  se  prononcer, 
la  sanction  de  l'étranger.  Il  y  a  près  de  vingt  ans  que  M.  de  Jonquières  constatait 
cette  étrange  disposition  de  notre  caractère  national  dans  la  préface  de  ses  Jf^ 
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langes  de  Géométrie  pure  :  «  J'éprouve,  dit-il,  une  impreuion  pénible,  en  pré- 
voyant que  ces  beiles  idées  nous  reviendront  un  jour  d'Angleterre,  de  Belgique, 
d'Italie  ou  d'Allemagne,  après  avoir  reçu  sur  le  sol  étranger  une  consécration  que 
nous  n'aurone  pas  su  ou  voulu  leur  donner  nous-mêmes.  »  Le  savant  marin  a  été 
prophète,  maia  nous  espérons  que  les  Éléments  de  Géométrie  projectivc  de  M.  Cre- 
mona  achèteront  de  répandre  parmi  nous  le  goût  de  cette  belle  science  et  d'en 
propager  la  connaissance.  

TABLE  DES  MATIÈRES. 
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projectives  de  points  sur  une  conique.  Séries  projectives  de  tangentes  à  une  co- 
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Couple  commun  à  deux  involutions  superposées.  —  XIX.  Problèmes  du  second 
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SUR  LES  CODRBES  DD  «OATRIÈHE  DEGRÉ  QUI  ONT  TROIS 
POINTS  DOUBLES  D  INFLEXION,  ET  EN  PARTICULIER  SUR 
U  LEINISCATE; 

Par    m.    LAGUERRE. 


i .  Je  dis  qu'une  courbe  a  un  point  double  d'in- 
flexion, lorsque  chacune  des  deux  branches  de  la  courbe, 
qui  se  croisent  en  ce  point,  y  présente  une  inflexion, 

Li* objet  de  cette  Note  est  Tétude  des  courbes  du  qua- 
trième degré  possédant  trois  points  doubles  dMnflexion. 
Comme  ces  courbes  appartiennent  à  la  famille  des 
courbes  du  quatrième  degré,  qui  ont  deux  points  dou- 
bles, on  connaît  par  cela  même  un  grand  nombre  de 
leurs  propriétés;  elles  jouissent,  en  outre,  de  propriétés 
spéciales  qui  méritent  d'être  signalées. 

En  particulier,  je  distinguerai  celle  de  ces  courbes 
pour  laquelle  deux  des  points  doubles  d'inflexion  sont 
les  ombilics  [*)  du  plan;  la  forme  simple  que  prennent 
dans  ce  cas  un  grand  nombre  de  théorèmes  permet  d'en 
poursuivre  plus  facilement  les  conséquences.  Cette 
courbe  n'est  autre,  d'ailleurs,  que  le  lieu  des  projec- 
tions du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur  ses  tan- 
gentes. C'est  donc  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

2.  En  désignant  par  P,Q  etR  les  trois  points  dou- 
bles d'inflexion  de  la  courbe  du  quatrième  degré  K,  je 
prendrai  pour  triangle  de  référence  le  triangle  PQR*,  en< 


(*)  Je  désigne  ainsi  les  deux  points  imaginaires,  situés  sur  la  droite 
de  rinllni,  qui  sont  communs  à  tous  les  cercles  du  plan. 
Ann,  d€  Ittaihémat.,  2«  série,  t.  XVII.  (Août  1878.)  22 
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sorle  que  les  équations  des  côlés  QR ,  RP,  PQ  seront 
respectivement         • 

j:=:o,    y  =  Q     et     a  =  o. 

Cela  posé,  l'équation  générale  de  la  courbe  K  est, 
comme  il  est  facile  de  le  vérîGer  : 

(  I  )  «r»z*  -4-  b  «»x»  4-  rx»/*  =  o, 

a^h  elc  désignant  des  coefficients  constants. 
Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

V  =  am^yz  -h  ôÇg«*  H-  cl^xy 
et 

Ç  *i  ç 

on  a,  comme  on  le  voit  aisément,  l'identité  suivante  : 

(a)  u  =  v(f4-^  +  i)-xr^w. 

C'est  sur  cette  identité  que  je  m'appuierai  principale- 
ment dans  tout  ce  qui  suit* 

3.  Je  remarque  d'abord  que  U  =  o  est  l'équation  de 
la  cubique  polaire  du  point  (^))},^)  par  rapport  à  la 
courbe  K.  Soit  M  ce  point,  et  supposons  qu*il  soit  situé 
sur  K,  on  a  alors  W  =  o,  et  l'identité  (a)  montre  que 
la  cubique  polaire  de  M  se  décompose  en  une  droite  et 
une  conique  ;  je  dirai  que  cette  droite  et  cette  conique 
sont  respectivement  la  droite  harmonique  et  la  conique 
liarmonique  du  point  M. 

La  cubique  polaire  de  M  passe,  comme  on  le  sait,  par 
le  point  M,  où  elle  touche  K,  par  les  points  de  contact  des 
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quatre  tangentes  que  de  M  on  peut  mener  à  la  courbe, 
et  par  les  trois  points  doubles  P,  Q  et  R. 

La  droite  harmonique  de  M,  ne  passant  ni  par  M,  ni 
par  les  points  doubles,  la  conique  harmonique  de  M  ne 
rencontrant  d'ailleurs  K  qu'en  ces  points,  on  en  conclut 
les  propositions  suivantes  : 

La  conique  harmonique  du  point  M  passe  par  les 
trois  points  doubles  de  la  courbe,  et  touclie  cette  courbe 
au  point  M. 

Si,  d' un  point  quelconque  M,  de  la  courbe,  on  mène  à 
cette  courbe  les  quatre  tangentes  dont  le  point  de  con- 
tact est  distinct  de  M,  les  quatre  points  de  contact  sont 
situés  sur  une  même  droite,  qui  est  la  droite  liarnio- 
nique  de  M. 

4.  L^ëquation  de  la  droite  harmonique  du  point  M 
est 

?     1»    ç 

C'est  donc  la  droite  polaire  du  point  M  relativement  au 
irianglePQR. 

En  particulier,  si  les  points  Q  et  R  sont  les  ombilics 
du  plan  et,  par  suite,  si  K  est  une  lemniscate,  la  droite 
harmonique  du  point  M  s'obtient  en  prolongeant  le 
segment  MP  d'une  longueur  égale  à  la  moitié  de  ce  sei^;- 
ment,  et  en  menant  par  l'extrémité  de  ce  prolongement 
une  perpendiculaire  à  MP. 

Les  droites  Iiarmoniques  des  différents  points  de  la 
courbe  K  enveloppent  une  conique  H  ajant  pour  équa- 
tion 


u         h         c 


22. 
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En  eflet,  soient  (g,  m^^)  les  coordonnées  d*un  point  M 
de  Ky  on  a  entre  ces  coordonnées  la  relation 

abc 
et,  par  suite,  si  1  on  pose  —  tz=—  =  — , 

%       Ç/3  ^/t  ÇA, 

•^  -f-  -V-  -^  —  =  <^  • 
abc 

Le  point  (^^7i^(^)  est  donc  sur  la  conique  H,  et  la 
tangente  menée  en  ce  point  à  cette  conique  a  pour  équa- 
tion 

abc 


OU  bien  encore 


X         Y         Z 
r+-^  +  -  =  0. 
Ç       >î        ^ 


C'est  précisément  l'équation  de  la  droite  harmonique  du 
point  M  ^  la  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

S.  Le.  lieu  des  pôles  de  chacun  des  côtés  du  triangle 
fondamentaiPQRy  relati^^enient  aux  coniques  harmo- 
niques des  divers  points  de  la  cowbe  K,  est  la  co- 
nique H. 

Considérons,  par  exemple,  le  côté  QR,  dont  Téqua* 
tion  est  z  =1  o\  en  désignant  par  (^,  yî,  ^)  un  poiut  quel- 
conque de  K,  Téqualion  de  la  conique  harmonique  est 

ayz       bzx       cxr 

et  les  coordonnées  du  pôle  de  QR,  relativement  à  ceuc 
courbe,  sont  données  par  les  relations 

az       ex  bz      ex 
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d'où 

r        I  I 

a       b  c 

On   a   d'ailleurs,  puisque  le  point  (Ç,  rt^  ^)  est  sur  la 
courbe  K,  la  relation 


abc 


--^-,-^7,  =  0-, 


d'où  il   vient,  eu  remplaçant-»-  et  -  par  leurs  va- 
leurs,  l'équation  suivante  du  lieu  cherché  : 


--4-7--+- -==o, 
abc 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

6.  Dans  le  cas  de  la  lemniscate,  c'est-à-dire  si  les 
points  Q  et  R  sont  les  ombilics  du  plan,  il  est  facile  de 
voir  que  la  conique  H  est  une  hyperbole  équilatère. 

Les  coniques  harmoniques  des  divers  points  de  la  po- 
daire  sont  alors  des  cercles  passant  par  le  point  fixe  P,  et 
tangentes  à  la  courbe.  En  vertu  du  théorème  précé- 
dent ,  les  centres  de  ces  cercles  décrivent  Thypcrbole 
équilatère  H  «,  on  peut  donc  énoncer  les  propositions  sui- 
vantes : 

Étant  donnée  une  hyperbole  équilatère  H,  le  lien 
des  points  symétriques  du  centre  P  de  cette  conique, 
relativement  à  ses  tangentes,  est  une  lemniscate. 

Si,  d'un  point  quelconque  M  dune  lemniscate,  on 
mène  les  quatre  tangentes  dont  le  point  de  contact  est 
distinct  de  M,  les  quatre  points  de  contact  sont  situés 
sur  une  même  droite  tangente  à  Vhyperbole  H  et  per» 
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pendiculaire  au  rayon  PM  \  celte  droite  et  le  poùu  M 
étant  d'ailleurs  situés  de  côtés  différents  relatii^emcnl 
an  centre  P. 

La  cubique  polaire  du  point  M,  relatii^ment  à  /a 
lemniscate^  se  compose  de  la  droite  dont  je  yiens  tùs 
parler  et  du  cercle  passant  par  le  point  P  qui  touche  la, 
lemniscate  au  point  M  ;  le  centre  de  ce  cercle  est  sisr 
rii^perbole  équilatère, 

7.  Considérons  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  K  en  quatre  pointe,  a,&,c  et  d.  D*après  une 
proposition  connue,  les  cubiques  polaires  de  ces  points 
passent  toutes  par  neuf  mêmes  points.  Les  cubiques  po* 
laires  des  deux  points  a  et  6  se  composent  respective- 
ment  de  deux  coniques  passant  par  les  points  P^Q^R  el 
de  deux  droites;  soit  [a^  b)  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  droites. 

La  cubique  polaire  de  c  se  compose  également  de  la 
conique  harmonique  de  ce  point  et  d^une  droite.  La 
droite  ne  peut  passer  par  le  point  (a,  £);  on  pourrait 
en  effet,  dans  ce  cas,  mener  de  ce  point  trois  tangentes 
à  la  conique  H>  ce  qui  est  évidemment  impossible^  il  en 
résulte  que  la  conique  harmonique  de  c  passe  par  le 
point  (a,  b). 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés,  sur  la  courbe  K,  quatre  points  eu 
ligne  droite  y  les  droites  harmoniques  de  ces  quatre 
points  forment  un  quadrilatère  complet.  Si  l'on  consi- 
dère le  triangle  formé  par  trois  quelconques  de  ces 
droites  correspondant  à  trois  des  points  mentionnés 
de  la  courbe  f  la  conique  liarmonique  du  quatrième 
point  est  la  conique  circonscrite  au  triangle  et  passant 
par  les  trois  points  P,  Q,  R. 
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Aii>si  les  neuf  points  fixes  par  lesquels  passent  les 
<;ubiques  polaires  des  points  de  la  droite  abcd  sont  les 
points  P,  Q,  R  et  les  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  harmoniques  des  points  a,  b^  c 
et  d. 

Dans  le  cas  de  la  lemnîscate,  la  proposition  précé- 
dente peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donnés  trois  points  d'une  lemnîscate  situés 
sur  une  même  ligne  droite  D,  le  cercle  circonscrit  an 
triangle  formé  par  les  droites  harmoniques  de  ces  trois 
points  passe  par  le  centre  de  la  lemniscate  et  touche 
cette  courbe  en  son  quatrième  point  de  rencontre 
ai^ec  D. 

8.  Des  considérations  précédentes  résulle  encore  im- 
médiatement que  il,  par  un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  K>  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  courbe 
en  trois  autres  points,  les  droites  harmoniques  de  ces 
points  forment  un  triangle  circonscrit  à  la  conique  H  et 
inscrit  dans  la  conique  haimo nique  du  point  M. 

En  appelant  (lM)  cette  conique  harmonique,  on  voit 
que,  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  M,  les 
côtés  du  triangle  mobile  enveloppent  H,  tandis  que  ses 
sommets  décrivent  (M). 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Du  point  M  on  peut  mener  à  la  courbe  K  quatre 
tangentes  touchant  la  courbe  en  quatre  points 
a,  J,  Cj  dj  situés  en  ligne  droite ^  ces  quatre  tangentes 
rencontrent  de  noui^eau  la  courbe  en  quatre  autres 
points  a,  p^  y  et  S. 

Les  tangentes  communes  àHctà{  M)  sont  les  droites 
harmoniques  des  points  a,  (3,  y  cf  3;  les  tangentes^  me- 
nées à  H  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  (M), 
sont  les  droites  harmoniques  des  points  a,  i,  c  et  d. 
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9.  Généralement  ('^),  si,  des  seize  points d'interseciico 
de  deux  courbes  du  quatrième  degré,  huit  sont  situés  sut 
une  courbe  du  deuxième  degré,  les  huit  autres  sont  éga- 
lement situés  sur  une  courbe  du  deuxième  degré. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  K,  les 
quatre  tangentes  issues  de  ce  point  peuvent  être  consî- 
dérées  comme  une  courbe  du  quatrième  ordre  rencon- 
trant K  en  seize  points,  dont  huit  (à  savoir  les  points  de 
contact  des  tangentes)  peuvent  être  considérés  comme 
éiant  situés  sur  une  droite  double.  Les  huit  autres  points 
de  rencontre  sont  les  quatre  points  a,  ^^  y  et  i  et  le 
point  M,  que  Ton  doit  considérer  comme  quadruple. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  quatre  tangentes  menées  à  K  par  un  point  M 
fie  cette  courbe  la  rencontrent  en  quatre  points  dû- 
tincu  de  M  et  des  points  de  contact;  la  conique ^  déter- 
minée par  M  et  ces  quatre  points,  a  avec  la  courbe  K, 
au  point  M,  un  contact  du  troisième  ordre. 

10.  Je  reviens  maintenant  à  l'identité  (a). 

En  considérant  ^,  n^  ^  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes et  X,  y^  z  comme  les  coordonnées  d'un  point 
donné  A,  on  voit  que  U  =  o  est  Téquation  de  la  dix>ùe 
polaire  du  point  A  relativement  à  la  courbe  K,  et  W  =  o 
Téquation  de  cette  courbe  elle-même. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  un  point  quelconque  A  du  plan^  la 
conique  polaire  du  point  A,  relatii^ement  au  triangle 
PQR,  rencontre  la  courbe  K,  indépendamment  des 
points  P,  Q  e£  R,  e/ï  deux  autres  points.  La  droite  qui 

(*)  Sauion»  Higher  pUme  enrvtSy  seconde  édition,  p.  i6. 
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joint  <^es  deux  points  est  la  droite  polaire  du  point  A, 
relativement  à  la  courbe  K. 

Eq  effet,  la  conique  polaire  du  point  A,  relativemenl 
au  triangle  PQK,  a  pour  équation 

X      y       z 

S     «     c 

et,  en  vertu  de  Tidentîté  (  2),  les  points  ou  elle  rencontre 
(Indépendamment  des  points  P,  Q  et  R)  la  courbe  K» 
dont  Téqualion  est  W  =  o,  sont  bien  situés  sur  la 
droite  U  =  o. 

11.  Soit  une  droite  quelconque  D  rencontrant  K  aux 
points  a,  £,  c  et  di^  on  sait  que  cette  droite  a  (relative- 
ment à  K)  six  pôles  qui  sont  les  points  communs  aux 
cubiques  polaires  de  a,  £,  c  et  d. 

Du  théorème  précédent,  il  résulte  que  : 

Le5  six  pôles  de  la  droite  D,  relathement  à  R,  sont 
les  pôles,  relativ^ement  au  triangle  PQR,  des  six  co- 
niques que  l'on  peut  mener  par  les  points  P,  Q,  R  et  les 
six  couples  de  points  a^  b  '^  a^  c  \  a^  d ]  b^  c  i  b^  d\  c^  d. 

D'où  encore  cette  conclusion  : 

Si  une  droite,  passant  par  deux  points  a  et  ^  de  la 
courbe  K,  touche  cette  courbe  en  un  troisième  point  y, 
le  pôle  de  la  conique  PQRa(3,  relativement  au  triangle 
PQR,  est  le  point  de  contact  y, 

12.  Dans  le  cas  de  la  lemniscate,  c'est-à-dire  quand 
les  points  Q  et  R  sont  les  ombilics  du  plan,  la  conique 
polaire  du  point  A,  relativement  au  triangle  PQR,  est 
le  cercle  passant  par  le  point  P  et  ayant  pour  centre  le 
point  A'  symétrique  de  A   par  rapport  au  point    P. 
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Les  proposttioas  précédentes  peuvent  alors  s^énoiicer 
ainsi  qu^il  suit  : 

Une  droite  D  rencontrant  en  quatre  points  une 
lemniscate,  les  six  pôles  de  D,  relatiifement  à  la  km- 
niscate,  sont  les  symétriques^  par  rapport  au  centre  P 
de  la  courbe,  des  centres  des  six  cercles  que  Von  peut 
faire  passer  par  le  point  P  et  deux,  quelconques  des 
points  d\intersection  de  H  et  delà  lemniscate. 

Si  une  droite^  passant  par  deux  points  a  et  Ci  dune 
lemniscate,  touche  cette  courbe  au  point  y,  le  point 
symétrique  du  point  y,  relatii^ement  au  centre  de  la 
lemniscate^  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  ce  centre 
et  les  deux  points  a  et^. 

13.  Pour  abréger  les  considérations  qui  suivent,  je 
considérerai  particulièrement  une  lemniscate;  les  pro- 
positions que  j'obtiendrai  ainsi  subsisteix>nt  d'aillenn 
évidemment  pour  une  courbe  quelconque  à  trois  points 
doubles  d*înflexion. 

Soient  a  et  b  deux  des  points  où  une  droite  D  ren- 
contre une  lemniscate,  le  point  symétrique,  par  rap- 
port au  centre  P  de  cette  courbe,  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  Vab  est,  d'après  ce  que  j^ai  dit 
plus  haut,  un  des  pôles  de  la  droite  D  par  rapport  à  la 
lemniscate. 

Des  propositions  énoncées  précédemment  (n**  6),  il 
résulte  d'ailleurs  que  ce  pôle  est  le  point  de  rencontre 
des  droites  harmoniques  des  points  a  et  £. 

D'où  cette  proposition  : 

Les  six  pôles  d*une  droite  relatii^ement  à  une 
courbe  K  sont  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  liarmoniques  des  quatre  points  où 
la  droite  rencontre  la  courbe  K  (*). 

(*)  roir  n"  7. 
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14.  Si  une  droite  tojurue  autour  d^un  point  A,  oo  daît 
que  la  cubique  polaire  de  ce  point  est  le  lieu  des  pôles 
de  la  droite  mobile. 

D'où  la  conclusion  suivanle  : 

«Sr,  par  un  point  A,  on  mène  une  sécante  mobile,  et 
si  Von  désigne  para  et  b  deux  des  points  oà  elle  ren- 
contt*e  la  courbe  K,  le  lieu  des  intersections  des  droites 
harmoniques  des  points  a  et  b  est  la  cubique  polaire 
de  A  relatii^ement  à  la  courbe  K. 

Si  Ton  considère  en  particulier  une  des  sécantes  qui 
passent  par  le  point  A^  les  six  pôles  de  cette  sécante  sont 
les  sommets  du  quadrilatère  complet  déterminé  par  les 
droites  harmoniques  des  points  d'intersection  de  la  sé- 
cante avec  K  \  on  voit  que,  quand  la  sécante  tourne  au- 
tour du  point  A,  les  côtés  de  ce  quadrilatère  roulent  sur 
la  conique  H  pendant  que  ses  six  sommets  décrivent  la 
cubique  polaire  du  point  A. 

15.  Considérons  une  droite  D  rencontrant  la  courbe 
K  aux  points  a,  |3,  et  touchant  celte  courbe  au  point  y\ 
il  est  clair  que  les  droites  harmoniques  des  points  a  et 
^  se  croisent  au  point  y,  La  conique  harmonique  du 
point  y  passant  par  ce  dernier  point,  les  droites  dont  je 
viens  de  parler  la  rencontrent  de  nouveau  en  deux 
points,  que  je  désignerai  respectivement  par  a  et  b. 
Cela  posé,  il  résulte  de  ce  qui  est  établi  plus  haut  que  la 
droite  â6  est  la  droite  harmonique  du  point  y. 

D'où  la  proposition  qui  suit  : 

Si  dun  point  y  situé  sur  la  courbe  K  on  mène  deux 
tangentes  à  la  conique  H,  ces  deux  tangentes  sont  les 
droites  harmoniques  des  points  ou  la  tangente^  menée 
^fi  7  à  la  courbe  K,  rencontre  cette  courbe;  ces  tan- 
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génies  rencontrent  de  noui^eau  H  en  deux  points^  et  la 
droite  gui  joint  ces  deux  points  est  la  droite  harmo- 
nique  du  point  y, 

16.  Étant  donnés,  sur  une  droite,  deux  groupes  de 
trois  points,  «,  p,  y  et  a',  ^\  y' y  je  dirai  que  ces  deuY 
groupes  forment  un  système  harmonique  (^)  si,  ces  deux 
groupes  ëtant  respectivement  déterminés  par  les  ra- 
cines des  deux  équations 

n  =  a.T^  -h  3  bx^j  H-  3c.rj=  -4-  dj* 

et 

l'invariant  quadratique  des  deux  formes  O  et  O!^  k  sa* 
voir  : 

l  =  ad'  ^Zb^-h  3cb'  —  da', 

est  identiquement  nul. 

Cela  posé,  on  peut  énoncer  ce  théorème  remar- 
quable : 

Si  l'on  considère  les  cubiques  polaires  de  deux  points 
quelconques  du  plan,  relativement  à  la  courbe  K,  toute 
droite  tangente  à  la  conique  H  rencontre  les  deux  po- 
laires en  deux  groupes  de  trois  points  qui  forment  un 
système  harmonique. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  que  l'équa- 
tion d*uue  tangente  quelconque  à  la  conique  H  est 

X      X       z 
«        P        7 


(*)  Foir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  singularités  dts  courhtt  de  fma- 
tfièm»  tUsse  {Journtd  de  Matkénuaiques,  %*  série,  i.  I,  p.  s65). 
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a,  P  et  7  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 


abc 


La  cubique  polaire  d'un  point  quelconque  (Ç,  y], 
dû  plan  a  pour  équation 

«  Ç  (  ^*"  -4-  cf^)  -f-  Tri  [cx\  -h  az^)  -+-  «Ç (ff^'  ^-  bx^)  =  o. 

Remplaçons,  dans  celte  équation,  c  et  z  par  leurs  ^ 
leurs  tirées  des  relations  précédentes,  il  viendra,  en  ù 
sant,  pour  abréger,  y  =  i  et  Ç  =  i , 

^L«P  «^     J  -^^      «'     "^  " 

ou  encore,  si  Ton  pose 

Ç  —  a  ^=  X     et     ;o  —  p  ^^  Y, 

Si  l'on  considère  la  polaire  d'un  autre  point  (^',  r/,  ( 
du  plan,  on  aura  de  même,  pour  déterminer  les  poîr 
où  elle  rencontre  la  tangente  à  la  conique  H,  Téqu 
tion 

OÙ  j'ai  posé 

r  — a  =  x'  et  V  — p==r. 

En  désignant  par  I  l'invariant  quadratique  des -dei 
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formes  précédentes,  on  a 

-(2pX'~ar)(aaY-pX)]; 

en  eiTectuant  le  calcul,  on  trouve  I  =  o.  Le  théorème- 
est  donc  démoutré. 

17.  Si  Ton  considère  deux  points  A  et  B  do  plan  et 
leurs  cubiques  polaires  relativement  à  K,  cesdeuT  cubi- 
ques sont  coupées  harmonîquement,  comme  je  viens  de 
rétablir,  par  tontes  les  droites  tangentes  à  la  conique  H. 

On  démontrerait  facilement  qu'elles  sont  également 
coupées  harmoniquement  par  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent par  le  pôle  de  la  droite  AB,  relativement  à  cette 
conique.  Pour  abréger,  je  supprime  la  démonstration  de 
cette  proposition,  qui,  d'ailleurs,  est  renfermée  comme 
cas  particulier  dans  un  théorème  général,  relatif  aux 
courbes  du  quatrième  ordre,  que  j'ai  donné  dans  ma 
Note,  déjà  citée,  Sur  les  singularités  des  courbes  de  qua- 
trième classe. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Étant  donnée  une  courbe  du  quatrième  degré  R,  les 
tangentes  aux  vingt^quatre  points  J inflexion  de  cetUs 
courbe  sont  tangentes  à  une  même  courbe  de  quatrième 
classe  S.  Si  Von  considère  deux  points  quelconques  A 
et  B  du  plan,  toute  droite  menée  tangentiellement  à  la 
cubique  polaire  de  la  droite  AB^  relativement  à  la 
courbe  de  quatrième  classe  S,  rencontre  les  polaires  des 
points  A  et  B,  relativement  à  la  courbe  R,  en  deux 
groupes  de  trois  points^  qui  forment  un  système  har- 
monique (*). 

(*)  Loc.  cit.,  p.  266.  Il  est  presque  inutile  de  dire  qu'à  l'endroit 
cite  le  théorème  est  énoncé  relatÎTcment  à  une  courbe  de  quatriéino 
cInsHo. 
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Dans  le  cas  où  la  courbe  R  est  une  courbe  K  à  trois 
points  doubles  d'inflexion,  la  courbe  de  quatrième  classe 
S  se  réduit  à  la  conique  H,  celle-ci  étant  considérée 
comme  double;  d'où  Ton  déduit  facilement  les  pro- 
priétés que  j'ai  énoncées  précédemment. 

i8.  En  terminant  cet  exposé  des  propriétés  spéciales 
Tes  plus  simples  des  courbes  du  quatrième  degré  à  trois 
points  doubles  d'inflexion,  je  ferai  remarquer  que  la 
développée  d'une  conique  ayant  trois  tangentes  doubles 
de  rebroussement,  sa  courbe  corrélative  est  de  l'espèce 
de  celles  que  je  viens  d'étudier. 

Toutes  les  propriétés  qui  précèdent  peuvent  donc  être 
considérées  comme  des  propriétés  des  développées  des 
coniques. 


HÉNOIRB 

50R  LA  REPRÉSENTATION  OES  SURFACES  ET  LES  PROJECTIOKS 
UES    CARTES    GÉOGRAPHIQUES^ 

Par  m.  a.  TISSOT. 

["•«(*)]. 

Dans  le  cas  où  Ton  aurait  à  la  fois  A  =  A,  6'=  0,  tous 
les  angles  seraient  conservés,  et  tous  les  rapports  de  lon- 
gueur seraient  égaux  entre  eux.  L'ellipse  indicatrice  se- 
rait un  cercle.  Une  figure  infiniment  petite  de  forme 
quelconque,  tracée  autour  du  point  que  Ton  considère, 
et  sa  projection  seraient  semblables. 

Enfin,  le  cas  où  l'on  aurait  en  même  temps  A  =  A, 
0^  =  71  —  0,  est  celui  où  les  deux  angles  donnés  éprou- 

(•)  Nouvelies  Annales  de  Mathématiques ^  i*  série,  t.  XVII,  p.  \lp. 
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veraieni  le  maximum  d'altération.  La  première  taiigeBte 
principale,  sur  la  surface  à  représenter,  serait  bissectrice 
de  celui  de  ces  deux  angles  qui  est  obtus,  et  il  viendrait 


9  9 

a  =  A  tantr  -  »     A  =  A  cot  -  • 
®  2  a 


Formules  dans  lesquelles  les  directions  se  trouvent 
rapportées  à  d'autres  lignes  que  les  tangentes  prin^ 
cipales. 

23.  Ayant  déterminé  en  grandeur  et  en  direction  les 
axes  de  Tellipse  indicatrice,  on  pourra  calculer  les  di- 
verses altérations  d'angles  et  de  longueurs  par  les  for- 
mules des  numéros  6  à  i9.  Mais  on  peut  aussi  arriver  à 
ce  but  en  partant  immédiatement  des  données  6,  O',  h 
et  A*.  Soit  f  Tangle  d'une  direction  quelconque  avec  le 
côté  de  0  suivant  lequel  le  rapport  des  longueurs  est  h\ 
soit  (p'sa  projection;  soit  r  le  rapport  de  longueurs  sui- 
vant la  direction  considérée.  La  relation  analogue  à 

/ii^sine'=  â^sine 
est  ici 

hrûn^'  :=  «i^sin^; 

si  Ton  multiplie  en  croix,  on  trouvera 

rsine  sin^'  =  k  sine'  sinf . 
On  a  de  même 

rsin©sin(e' —  <)*')  r=  Asine'sin(e  —  ç). 

Des  deux  dernières  équations,  il  est  facile  de  tirer  f' 
et  r  en  fonction  des  données  et  de  Tangle  cp. 

Quant  au  rapport  des  éléments  superficiels,    il   est 

sinB 
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^.   Ces  formules  conduisent  à   des   relations  très- 
simples  lorsque  les  directions  se  trouvent  rapportées  h 
Tune  d<*s  deux  droites  dont  Tangle  éprouve  le  maximum 
d'altération.  Ce  maximum  étant  représenté,  comme  plus 

haut  (n®  7),  par  ao),  ou  Tangle  lui-même  par  --H«, 

appelons  c  le  rapport  de  longueurs  sur  les  deux  droites^ 
soîl  t{/  Fangte  que  l'une  d'elles  fait  avec  une  direction 
quelconque,  et  soit  ({/  la  projection  de  ^.  Il  viendra 

cotTp'—  cotTp  =:  2  tangtt, 
rsin4>'  =csin\}/, 

tang(^!>'-h  »)  —  tang['<|;  —  &>)  =  2  taDg6>, 

rcos(rp'-h  »)  =rcos(^  —  û>). 

Le  rapport  des  éléments  superficiels  est  c'. 


Séries  de  couples  de  courbes  satisfaisant  à  certaines 
conditions, 

25.  Nous  avons  vu  (n°  4)  que,  dans  tout  mode  de  re- 
présentation où  les  angles  ne  sont  pas  conservés,  il 
existe,  sur  chacune  des  deux  surfaces,  un  système  unique 
de  deux  séries  de  lignes  se  coupant  à  angle  droit  et  dont 
les  projections  sur  l'autre  surface  se  coupent  aussi  à 
angle  droit.  En  chaque  point,  le  rapport  de  longueurs  a 
son  maximum  et  son  minimum  sur  les  deux  lignes  de 
séries  dîflTérentes  qui  viennent  s'y  rencontrer  (n**  14). 
On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  courbes  qui  ap- 
partiennent à  l'une  ou  â  l'autre  série.  On  peut  aussi 
chercher  les  deux  séries  de  courbes  dont  les  intersec- 
tions produisent  en  chaque  point  l'angle  qui  éprouve  la 
plus  grande  altération  (n^  12)  ;  on  sait  que,  sur  chacune, 
le  rapport  de  longueurs   est  constamment   égal  à    la 

Ann,  de  Mackém.,  a«  série,  t.  XVII.  (Août  1878.)  23 
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moyetiue  géométrique  entre  ses  valeurs  maocima  et 
minima  (u?  17),  de  sorte  que,  si  le  mode  de  projecûon 
conserve  les  aires,  ces  courbes  se  trouveront  pj^jetées 
en  vraie  grandeur.  Plus  généralement,  on  peut  se  pro- 
poser de  déterminer  les  courbes  sur  lesquelles  le  rapport 
de  longueurs  varie  suivant  une  loi  donnée,  ainsi  que  les 
systèmes  de  courbes  dont  les  intersections  produisent, 
sur  Tune  et  l'autre  surface,  des  angles  variant  aussi 
d'après  une  loi  donnée. 

26.  Les  coordonnées  /  et  m,  dont  nous  avons  fait 
usage  jusqu'à  présent,  déûnissent  respectivement  deux 
séries  de  courbes  tracées  sur  la  première  surface,  ainsi 
que  leurs  projections  sur  la  seconde;  les  deux  mêmes 
séries  de  couples  de  courbes  se  trouveront  également 
définies  par  deux  coordonnées,  fonctions,  Tune  de  /  sea- 
lement,  l'autre  de  m  seulement,  les  deux  fonctions  étant 
du  reste  arbitraires;  enfin,  pour  caractériser  une  troi- 
sième série  de  couples  de  courbes,  on  peut  avoir  recours 
à  un  troisième  paramètre  variable,  p,  ou  à  une  fonc- 
tion arbitraire  de  ce  paramètre  :  dans  les  questions  qui 
ont  été  énoncées  tout  à  l'heure,  il  s'agit  de  déterminer 
p  en  fonction  de  /  et  de  m,  de  manière  que  les  nouvelles 
courbes  remplissent  certaines  conditions.  Ainsi  efièc- 
tuée,  la  recherche  de  ces  courbes  dépendrait  d^une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont 
la  forme  se  trouve  suffisamment  indiquée  par  ce  qui 
précède;  on  voit  en  effet  qu'elle  serait  privée  de  second 
membre,  et  que  sa  résolution  se  ramènerait  à  l'intégra- 
tion de  l'équation  différentielle  dp  =  o  et  h  celle  d'une 
autre  équation  différentielle  entre  l  et  m  seulement; 
cette  dernière,  qui  exprime  que,  pour  tous  les  points  de 
chaque  courbe  et  pour  leurs  projections,  la  fonction  de 
/  et  de  m  qui  représente  p  reste  constante  peut  servir 
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aussi  bien  que  p  à  caractëriser  les  deux  séries  de  couples 
de  courbes  ;  la  méthode  que  nous  suivrons  consistera  à 
la  chercher  directement.  Si  l'on  voulait  ensuite  avoir  p, 
il  faudrait,  ou  intégrer  et  résoudre  par  rapport  à  la  con- 
stante, ou  faire  passer  tous  les  termes  dans  un  seul 
membre  et  multiplier  leur  ensemble  par  Tun  des  fatî* 
leurs  qui  le  rend  différentielle  exacte,  ce  qui  donnerait 
Texpression  de  dp.  Ainsi  envisagées,  les  questions  que 
nous  voulons  résoudre  se  trouvent  ramenées  à  la  sui- 
vante. 

27.  Considérons,  sur  une  seule  des  deux  suifaces,  le 
canevas  de  parallélogrammes  infiniment  petits  formés 
par  les  deux  séries  de  courbes  qui  correspondent  res- 
pectivement aux  coordonnées  /  et  m,  et  supposons  qu'il 
s'agisse  de  trouver  une  troisième  série  de  courbes  cou- 


pant celles  de  la  seconde  série  sous  un  angle  variable  f , 
connu  en  fonction  des  coordonnées  /  et  m  du  point  d'in- 
tersection. Soit  OR  [fig*  8)  un  élément  infiniment  petit 
de  l'une  des  courbes  de  la  troisième  série,  et  OHRK  le 
parallélogramme  du  canevas  qui  a  pour  diagonale  OR. 
On  aura,  d'après  la  notation  déjà  adoptée  (n^  20) 

OH  =  Lrf/,     0K  =  Mfl?/7/,     HOR  =  <p,     KOR  =  0  — y; 

mais  le  triangle  OHR  donne 

OH  sinHOR  =  HR  sinORH  ; 

il  vient  donc 

L  sin tp  ^/  —  M  ain  (e  —  «p)  rfw  =  o ; 

23. 
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telle  est  Tëqualion  dîflerenlielie  des  courbes  cherché 
pour  le  cas  où  /  et  m  yarient  dans  le  même  sensli 
qu'on  se  déplace  sur  OR  ;  daus  le  cas  contraire,  il  ii\ 
drait  changer  le  signe  du  second  terme  ^  Féquatit 
précédente  s'appliquera  cependant  à  tous  les  cas  si 
^i*  représente  celui  des  quatre  angles  sur  les  côtés  duqoi 

^•:j  l  elm  vont  en  augmentant,  et  si  f  est  compté  poûtiTi 

f^\\  ment  à  partir  du  premier  de  ces  côtés,  et  dans  le  sens  (ie 

^^V"  la  rotation  du  premier  vers  le  second. 


28.  Cela  posé,  si  Ton  veut  avoir  les  équations  diâe- 
rentielles  des  deux  séries  de  lignes  qui  sont  orthogonal» 
sur  Tune  et  Tautre  surface,  il  suffira  d'imaginer  que  OR 
se  confond  successiveipent  avec  les  deux  tangentes  prin- 
cipales qui  parlent  du  point  O,  ce  qui  revient  â  rempla- 
cer f  par  u,  puis  par  -  +  fi,  Tangle  u  élant  celui  qui  se 

trouve  donné,  en  fonction  de  /  et  de  m,  par  les  formules 
du  n**  21-,  les  valeurs  correspondantes  de  0  —  ?  sont 

respectivement  u  et  i^ ;  de  sorte  que  les  deux  scnes 

de  couples  de  lignes  orthogonales  seront  fournies  parles 
équations  différentielles 

hsinudi  —  M  sïupdm  =0,     L  cosudl  -h  M  co^ptim  =: 0. 

29.  S'il  s'agit  des  lignes  dont  l'angle  éprouve  en 
chaque  point  l'altération  maxima^  il  faudra  faire  suc- 
cessivement ç:=ïi-hU,  0  —  0)  =  ^'  —  U,  etç  =  li — U, 
0  —  ç  =  i'  -i-  U,  les  angles  u  et  ^^  étant,  comme  tout  t 
Theure,  ceux  du  n°  21,  et  U  l'angle  du  n°  7  pour  Ie<|uel 
on  a 

.UngU=y/^ 
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En  effectuant  les  substitutions,  on  obtient  les  équations 
diûerentielles 

Lsin(U  -4-  ii)r// 4- M sin(U  —  v]dm=:o, 
L8in(U  —  u)dl  -h  Msin(U  -f-  v)(/m  z=z  o. 

30.  Lorsque  le  canevas  primitif  a  ses  angles  droits  sur 
la  première  surface,  les  équations  des  lignes  qui  sont 
orthogonales  à  la  fois  sur  la  première  et  sur  la  seconde 
deviennent 

L.  tangue//  —  Mdm  =  o,     L  cotudl  ■+•  fAiim  =  o, 

et  celles  des  lignes  dont  l'angle  subit  le  maximum  d'al- 
tération, 

Ltang(U  4-  «i)r//—  Mf/mzrro, 
L  tang(U  —  u)dl-hM.dm  =  o. 

Celles-ci  se  simplifieront  encore  si,  ayant  déterminé  préa- 
lablement les  coordonnées  p  et  q  des  deux  séries  de 
lignes  qui  sont  orthogonales  sur  les  deux  surfaces,  on  en 
fait  usage,  au  lieu  d'employer  les  coordonnées  /  et  m  du 
canevas  primitif;  on  aura  alors  a  =  o,  et  les  dernières 
équations  se  réduiront  à 

P^dp  —  Q^dq~o,      P^dp-hQ^dq  =  Oy 

P  et  Q  représentant  les  coefficients  de  dp  et  de  dg  dans 
les  expressions  des  côtés  des  rectangles  infiniment  petits 
qui  composent  le  nouveau  canevas  sur  la  première 
surface. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  même  système  de  coordon- 
nées, et  pour  un  mode  de  représentation  conservant  les 
surfaces,  les  équations  des  lignes  qui  se  projettent  en 
vraie  grandeur  sont 

aPdp  -—Qd/f  =  0,      rtPrf/1-4-  Qdq  =  0. 
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31.  Dans  les  questions  précédentes,  nous  n  ayons 
considéré  que  des  valeurs  particulières  du  rapport  de 
longueurs^  supposons  maintenant  que  Ton  veuille  dé- 
terminer les  deux  séries  de  courbes  sur  lesquelles  il  se 
trouve  donné  par  une  fonction  connue  h^  de  /  et  de  m. 
Soit  Ui  l'un  des  deux  angles,  égaux  entre  eux,  que  la  pre- 
mière tangente  principale  fait,  en  un  point  quelconque, 
avec  les  deux  courbes  de  séries  différentes  qui  viennent 
s'y  rencontrer  ;  nous  obtiendrons  cet  angle  en  rempla- 
çant, dans  l'une  des  trois  formules  en  a,  &,  A  et  u  da 
n°  21,  h  par  A]  et  u  par  U|.  Les  valeurs  de  f  pour  les 
deux  séries  de  courbes  sont  d'ailleurs  u  H-  Ui  et  zi  —  iii. 
Les  équations  différentielles  que  Ton  cbercbe  peuvent 
donc  s'écrire  immédiatement. 

32.  Enfin,  soit  proposé  de  trouver  deux  séries  de 
courbes  se  coupant,  ainsi  que  leurs  projections,  sons 
des  angles  exprimés  par  deux  fonctions  connues  des  coor- 
données de  chaque  point  d'intersection.  Des  formules  dn 
n°  21,  il  résulte  que  les  expressions 

hk  sîn 0'         fi*  -f-  ^ *  —  2  hk  cose  cose' 
sine  sm'e 

sont  des  invariants  du  mode  de  représentation  employé, 
de  sorte  que,  si  6  et  O'  sont  donnés,  A  et  X:  le  seront 
aussi  ^  la  question  actuelle  se  ramène  donc  à  la  précé- 
dente. Elle  admet  deux  solutions,  à  moins  que  les  angles 
donnés  ne  soient  droits. 

Doubles  canevas  satisfaisant  à  certaines  conditions* 

33.  Un  double  canevas  formé  par  deux  séries  de 
lignes  sur  l'une  des  surfaces  et  par  leurs  projections  sur 
l'autre  peut  être  défini  par  deux  coordonnées,  /  et  nh 


Digitized  by  VjOOQIC 


(359) 
convenablement  choisies  parmi  celles  qui  correspondent 
respectivement  à  ces  deux  séries  de  lignes.  Si  Ton  sub- 
stitae  à  /  une  fonction  de  /  et  à  m  une  fonction  de  m, 
on  obtiendra  un  double  canevas  différent  du  premier, 
mais  ayant  les  mêmes  angles.  Par  exemple,  bien  qu'il 
n*existe,  pour  un  mode  de  représentation  donné,  que 
deux  séries  de  couples  de  lignes  orthogonales,  il  y  a  une 
infinité  de  doubles  canevas  orthogonaux,  dont  les  coor- 
données sont  respectivement  des  fonctions  arbitraires  des 
coordonnées  de  Tun  d'entre  eux.  Ce  qui  varie  de  Tun  à 
Tautre ,  c'est  le  rapport  des  deux  côtés  de  chaque  rec- 
tangle infiniment  petit  ]  il  varie  toutefois  de  telle  ma- 
nière que  le  quotient  des  valeurs  qu'il  prend  pour  deux 
rectangles  correspondants  sur  les  deux  surfaces  soit  con- 
stamment égal  à  —  De  cette  dernière  remarque,  il  ré- 
sulte que  l'on  ne  saurait  profiter  de  l'indétermination 
des  fonctions  arbitraires  pour  assigner  à  ces  deux  rec- 
tangles des  formes  déterminées  ;  et  même,  sur  une  seule 
des  deux   surfaces,   on  ne  pourra  faire  varier  le  rap- 
port des  deux  côtés  de  chaque  rectangle  suivant  une  loi 
donnée  qu'autant  que  la  fonction  des  coordonnées  qui 
exprime  cette  loi  remplira  une  certaine  condition,  qu'il 
serait  facile  d'établir. 

34.  Si  /  et  m  sont  les  coordonnées  d'un  double  cane- 
vas, /  -h  m  et  / —  m  seront  celles  du  double  canevas'que 
formeraient  les  diagonales  des  parallélogrammes  du  pre- 
mier. En  effet,  pour  l'une  des  diagonales,  le  rapport  de 
sincp  à  sin  (0  —  (p),  qui  figure  dans  l'équation /liiféren- 

M  M 

tielledu  n®  27,  est  égal  à  -— ^  et  pour  l'autre  à  —  —-?  de 

sorte  que  cette  équation  donne  successivement,  pour  les 

deux  séries  de  couples  de  courbes  du  nouveau  canevas, 

dl  —  dm  =  o,      fil  -h  dm  r=  o. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  36o  ) 

Lorsque  le  premier  canevas  se  composera  de  rec- 
tangles, le  second  sera  formé  de  losanges,  et  réciproque- 
ment. 

Cela  posé,  appelons  4>  et  ¥  deux  fonctions  arbitraires, 
et  soient  p  et  q  les  coordonnées  d^un  double  canevas 
orthogonal  ;  celles  des  auires  canevas  de  rectangles  se- 
ront ^[p)  et  Y (7);  celles  des  doubles  canevas  de  lo- 
sanges seroni4>{p)'-hV{g)  ei^{p)—V(q), 

De  même,  soient  r  et  ^  les  coordonnées  d'un  double 
canevas  de  losanges  ;  celles  des  doubles  canevas  orthogo- 
naux seront  C>(rH-5)  et  V(r  —  5)*,  celles  des  doubles 
cavenas  de  losanges  seront 

*(r-h  j)h- Y(r  —  5)     et     «»(/• -4- f  )  —  H'(r  —  r). 

Les  tangentes  principales  sont  bissectrices  des  angles 
de  chaque  double  canevas  de  losanges;  de  plus,  si  V<m 
appelle  il  elQf  deux  de  ces  angles  se  correspondant 
d'une  surface  à  Tautre  dans  le  double  canevas  qui  a  pour 
coordonnées  <t>(p)  -+-V{(/)^  *(p)— ^(9)>  il  viendra 

a       Q  *'  f;;)  n'       ho  *'  (p) 


1 


p    ^'(y)  !^  2  ~«P    Y'V)' 


p  et  Q  désignant,  comme  précédemment,  les  coefficients 
de  dp  et  de  dq  dans  les  expressions  des  côtés  de  chaque 
rectangle  infiniment  petit  du  double  canevas  orthogonal 
défini  par  les  coordonnées  p  et  q*  On  voit  qu'en  général 
il  ne  sera  pas  possible  de  disposer  des  deux  fonctions 
arbitraires  de  manière  que  les  angles  des  losanges  va- 
rient suivant  une  loi  donnée,  même  sur  une  seule  des 
deux  surfaces. 

Dans  les  doubles  canevas  formés  par  les  lignes  dont 
Tangle  éprouve  en  chaque  point  la  plus  grande  altéra- 
lion,  les  demi-angles  des  parallélogrammes  ont  pour  tan- 
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gentes  i/^  sur  Tune  des  surfaces,  et  i/-  sur  l'autre. 
Pour  que  l'un  d'eux  soît  composé  de  losanges  sur  la  pre- 
mière surface,  il  faut  que  -r  soit  le  produit  de  ^9  qui  est 

une  fonction  donnée  dep  et  de  q^  par  deux  autres  fonc- 
tions, Tune  de  p  seulement,  Tautre  de  g  seulement.  Alors 
le  canevas  sera  aussi  formé  de  losanges  sur  la  seconde 
surface. 

35.  Lorsque  le  rapport  de  P  à  Q  est  le  produit  d'une 
fonction  de  p  par  une  fonction  de  ^,  on  peut  choisir  4> 
et  Vy  de  manière  que  l'on  ait 

P      __     Q 

ce  qui ,  d^une  part,  rendra  égaux  les  coefficients  des  diffé- 
rentielles des  coordonnées  dans  les  expressions  des  lon- 
gueurs des  c6tés  des  rectangles  déterminés  sur  la  pre- 
mière surface  par  le  double  canevas  orthogonal  répondant 

à  4>(p)  et  V{g)y  et,  d'autre  part,  donnera  û  =  -  pour 

le  double  canevas  de  losanges  répondant  à  4>(p)  -H  V{q) 
et  4>(p)  —  ^(7)«  Il  y  «itira  donc  alors  un  double  cane- 
vas orthogonal  et  un  double  canevas  de  losanges  décom- 
posant la  première  surface  en  carrés  *,  l'un  sera  formé 
par  les  diagonales  de  l'autre. 

La  condition  analogue  pour  la  seconde  surface  porte- 
rait sur  aP  et  iQ. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  double  canevas  décomposant  à  la 
fois  les  deux  surfaces  en  carrés,  à  moins  que  le  mode  de 
projection  ne  conserve  les  angles. 


-js 
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^applications. 

36.  Une  surface  de  rëvolulion  étant  donnée,  imagi- 
nons que,  pour  la  représenter  sur  un  plan,  on  développe, 
en  vraie  grandeur,  Tun  de  ses  méridiens  suivant  une 
droite^  puis  ses  parallèles  suivant  d* autres  droites  per- 
pendiculaires à  la  première.  On  obtiendra  ainsi  une  pro- 
jection qui  jouira  de  la  propriété  de  conserver  les  super- 
ficies-, car,  à  chaque  rectangle  infiniment  petit  formé 
par  deux  méridiens  et  deux  parallèles  de  la  surface,  cor- 
respondra sur  la  carte  un  parallélogramme  ayant  la  même 
base  et  la  même  hauteur. 

Soient,  en  un  point  quelconque,  / 1 'angle  de  la  tan- 
gente au  méridien  avec  Taxe  de  la  surface,  rie  rayon  du 
parallèle,  p  le  rayon  de  courbure  du  méridien  *,  soient 
encore  m  l'angle  du  méridien  du  point  considéré  avec 
celui  dont  la  projection  est  rectiligne,  et  s  la  longueur  de 
Tare  de  ce  dernier  mesurée  à  partir  d'un  parallèle  con- 
venu. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cet  arc,  dans 
le  voisinage  du  point  que  l'on  considère,  tourne  sa  con- 
cavité vers  l'axe  de  la  surface,  et  que  r  diminue  quand  s 
augmente.  Enfin  appelons  0  l'altération  éprouvée  sur  la 
carte  par  l'angle  du  méridien  avec  le  parallèle,  en  con- 
servantla  notation  déjà  adoptée  pour  les  autres  quantités 
résultant  de  la  déformation.  Aux  coordonnées  /  et  m 
correspond  un  double  canevas  formé  de  méridiens  et  de 
parallèles.  Les  variables  r,  p  et  5  sont  des  fonctions  con- 
nues de  Z.  Nous  avons  d'abord  à  déterminer  6,  /t.  A:,  a, 
b^  . . . ,   en  fonction  de  /  et  de  m. 

Si  Ton  projette  un  arc  infiniment  petit  de  la  section 
méridienne  sur  le  rayon  du  parallèle  qui  passe  par  une 
de  ses  extrémités,  et  l'arc  correspondant  du  méridien  de 
la  carte  sur  la  droite  qui  représente  ce  parallèle,  on  for- 
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mera  deux  triangles  rectangles  qui  donneront  respecti- 
vement 

dr  ,    ,  ^  dr 

--=:--  sin/,     tangO  =  —  m  — -, 
as  as 

d^où  Ton  conclut 

tang9  =  /nsiD/. 

Les  aires  ëtant  conservées,  le  rapport  de  surfaces, 
hkcosO,  doit  se  réduire  à  Tunilé;  et,  comme  déjà  le  rap- 
port de  longueurs  k  sur  le  parallèle  est  égal  à  un,  il 
viendra 

A  =  8éc0  =  ^i -h/if*sîn'/,     ^  =  1. 

Nous  connaissons  ainsi  deux  diamètres  conjugués 
de  l'ellipse  indicatrice;  les  demi-axes  de  cette  ellipse, 
qui  sont  ici  inverses  l'un  de  l'autre,  seront  fournis  par 
les  deux  équations 

a»  -H  ô»  =  2  4-  m'sin'/,     ab=:iy 

desquelles  on  tire 


sin'/  H —  sm/, 

2 


=  \/-T 


sin*/ sin/. 

2 


Il  en  résulte,  pour  la  tangente  de  la  moitié  de  la  plus 
grande  altération  d'angle, 

tango»  =  —  sm/=  -  tangO. 

Chacune  des  deux  directions  dont  l'angle  est  le  plus 
altéré  fait,  avec  la  première  tangente  principale,  un 
angle  U  pour  lequel  on  a 

U  — y-f--,     tangU  — û. 
4       2 

Les  rapports  de  longueurs  suivant  ces  deux  directions 
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étant  égaux  à  l'unité,  Tune  d'elles  se  confond  ici  avec  la 
tangente  au  parallèle.  Cette  remarque  nous  dispense  d'a- 
voir recours  aux  formulesdu  n^21  pour  calculer  les  angles 
IX  et  u  de  la  première  tangente  principale  avec  la  tan- 
gente au  méridien  et  la  tangente  au  parallèle;  nous  pou- 
vons écrire  immédiatement 

«= ^^^7 '     tangtt  =  6,      vz=J5f     tangp  =  ii. 

Sur  la  carte^  on  aura,  pour  les  angles  correspondants, 

U'  =  «,     lang  «'  =  b^y     <»'  =  «. 

La  tangente  au  méridien  de  la  carte  donnant,  avec  le 
parallèle,  les  directions  de  deux  diamètres  conjugués  de 
Tellipse  indicatrice,  le  grand  axe  de  cette  ellipse  passera 
k  l'intérieur  de  l'angle  aigu  formé  par  ces  deux  lignes 
et  la  première  tangente  principale,  à  l'intérieur  de 
l'angle  droit  dont  cet  angle  aigu  est  la  projection. 

Les  côtés  de  chaque  rectangle  infiniment  petit  du  cane- 
vas tracé  sur  la  surface  de  révolution  ont  pour  longueurs 
les  valeurs  absolues  de  ds^  ou  pdl^  et  de  rdm;  d'ail- 
leurs, sur  la  première  tangente  principale,  les  accroisse- 
ments de  /  et  de  m  sont  ici  de  signes  contraires  \  les  deux 
couples  de  séries  de  lignes  orthogonales  seront  donc 
fournis  (n^  dO)  par  les  équations  différentielles 

pdl  -h  ardm  ==.  o,     apdl  —  rdm  =  o, 

dans  lesquelles  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  ci- 
dessus  en  fonction  de  /  et  de  m.  On  peut  encore  prendre 
pour  variables  indépendantes  s  et  m,  ou  bien  r  et  m; 
alors  les  équations  différentielles  seront 

ds  -h  ardm  =  o,     ads  —  rdm  =z  o, 

et  il  faudra  substituer  à  sin/,  dans  a,  Texpressiou  de 

r  en  fonction  de  5,  ou  bien  en  fonction  de  r. 

ds 
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A  cause  de  /«  =  -  —  U,  lus  équations  des  lignes  qui  se 
projettent  en  vraie  grandeur  se  réduisent  à 

dl  z=z  o,     cot2Uf/f  -h  rdm  =  o. 

La  première  représente  les  parallèles,  solution  qui  ré- 
sulte de  la  définition  même  du  mode  de  représentation. 
Gomme  on  a 

m    .    .       m  dr 

cota  U  =  —  tao!;»  = sm/  = » 

^  2  7.  ds  f 

la  seconde  équation  peut  s'écrire 

mdr  +  %rdm  ■=.  o 

et  a  pour  intégrale 

r//i*=  const. 

Ainsi  ^(5)  et  4'(r/w')  expriment  les  coordonnées  des 
canevas  dont  les  parallélogrammes  ont  des  côtés  de  même 
longueur  sur  la  surface  et  sur  la  carte. 

37.  Comme  second  exemple,  nous  prendrons  encore  la 
représentation  d'une  surface  quelconque  de  révolution 
sur  un  plan.  Cette  fois,  les  méridiens  seront  tous  figurés 
par  des  droites  partant  d'un  même  point  et  faisant  entre 
elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  méridiens  eux-mêmes, 
les  parallèles  par  des  circonférences  ayant  ce  point  pour 
centre. Nous  appellerons  Rie  rayon  de  Tune  quelconque 
deces  circonférences  ;  R  sera  une  fonction  connue  de  Parc 
de  méridien  5,  sur  laquelle  lious  ne  ferons  aucune  hypo- 
thèse \  nous  désignerons  '  par  (^  la  dérivée  de  son  loga- 
rithme népérien  par  rapport  à  5.  Soient  toujours  r  le 
rayon  du  parallèle  de  la  surface  et  m  l'angle  d'un  méri- 
dien quelconque  avec  un  méridien  convenu. 

Les  axes  de  Tellipsc  indicatrice  sont  partout  dirigés 
suivant  la  tangente  au  méridien  et  la  lajigente  au  paral- 
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lèle  ;  ils  ont  pour  longueurs  —9  abstraction  faite  du  »• 

R 
gne,  et  — 

La  tangente  de  Tangle  du  méridien  avec  Tune  on 
l'autre  des  deux  lignes  dont  Tangle  éprouve  la  pins 
grande  altération  est  ^r^. 

Les  doubles  canevas  orthogonaux  auront  pour  coor« 
données  4>(5)  et  H^{m)]  l'un  d'entre  eux,  celui  qui  cor- 
respond â  I 

Y(m)=:/i»,  I 


""=/?• 


sera  formé  de  carrés  sur  la  surface  de  révolution. 

Les  doubles  canevas  de  losanges  auront  pour  coordon- 
nées *(5)-4-Y(m)  et  9{s)—'¥{m).  Celui  d'entre 
eux  pour  lequel  4>et¥  satisfont  aux  relations  précé- 
dentes décomposera  la  surface  en  carrés;  il  sera  tracé 
par  deux  séries  de  loxodromies  inclinées  à  4^  degrés  sor 
les  méridiens. 

Si  l'on  pose 


^wu. 


les  doubles  canevas  auxquels  donnent  lieu  les  lignes 
dont  l'angle  éprouve  le  maximum  d'altération  seront 
fournis  par  les  coordonnées  4>((j-4-m)  et  Y{a  —  m); 
celui  qui  répond  aux  coordonnées  a  -|-  m,  a  —  m  est  en 
même  temps  un  double  canevas  de  losange. 

Parmi  les  systèmes  de  projections  que  nous  venons  de 
considérer,  il  y  en  a  une  infinité  qui  conservent  les  aires  : 
ce  sont  ceux  dans  lesquels  on  prend 


d'où  résulte 


Digitized  by  VjOOQIC 


(367  ) 

RESOLUTION  DES  fiOlIATIONS  MIHfiRIQUES 
DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Pa»  m.  V.  VIDAL, 

Ancien  élève  do  l'École  Polytechnique. 

Soii 

AX*  -4- B JT»  -H  C x»  H-Djt  -4-E=:F(x)  =ro 

une  équation  du  quatrième  degré. 
La  première  fonction  de  Sturm  est 

j    B       2Car'-f-3Dx4-4E 
I  4A     3Bj:'-|-2CjrH-     D 
=  (3B'  —  8AC)  a-»  -4-  2(BC  —  6AD)  r 

-+-BD—  i6AE=:(p(.r). 

En  fonction  des  coefficients  de  <^{x)^  Téquation  pro- 
posée peut  s'écrire 

(4AX-+-B)*  — 2(3B»  — SAC)  (4Aa:4-B;' 

Q 

-f-  ^[B(3B'  —  SAC)  —  4A(BC  — 6AD)J(4Ax  4-  B) 

—  i6A>(BD  -  i6AE)  -f-  8AB  (BC  -  6AD) 

—  B»(3B»  — 8AC)=o. 

I.  Supposons  que  les  trois  coefficients  de  la  première 
fonction  de  Sturm  soient  identiquement  nuls,  la  pro- 
posée se  réduit  à  (4  Ax  +  B)^  =  o.  Il  y  a  quatre  racines 
réelleS)  égales  entre  elles. 

II.  Soient  3B'  —  SAC  =  o,  BC  —  6AD  =  o;  l'équa- 
lion  proposée  se  réduit  à 

(4A.r  -f-  B)*  -  i6A'(BD  ~  i6AE)  =  o. 
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Les  quatre  racines  sont  imaginaires  dans  le  cas  d^ 
BD— i6AE<o. 

Pour  BD  —  i6AE>o,  il  y  a  deux  racines  réelles 
que  Ton  trouve  par  Tex traction  de  deux  racines  carrées 
successives. 

m.  Supposonsquel'on  ait  seulement  3  B*  —  8  AC  =  o. 
La  proposée  se  réduit  k 

[^Kx  -4-  B  ;*  —  y  A(BC  —  6AD)  (4  A^  -+-  B) 

—  i6A^(BD  —  i6AE) -+.  8AB(BC  —  6aD}  =  o. 

La  valeur  minimum  du  premier  membre  a  lieu  pour 
la  valeur  de  x  donnée  par 

o 
(4Ax,-hB)=»—  ^A(BC  — 6AD)  =  o; 

d*où 


,             ^            Va(BC  — 6AD) 
4Ax, -+.B=2i/~^ \ 

et  cette  valeur  minimum  du  premier  membre  sera 


8A(BC  — 6AD)  ulU 


AiBC— 6AI)) 


3 
-i6a'(BD— i6AE)-t-8AB(BC  — 6ad;;. 

Si  elle  est  négative,  la  proposée  admettra  deux  racines 
réelles,  Tune  plus  grande,  Tautre  plus  petite  que  la  va- 
leur ci-dessus  de  a:,  ainsi  qu^on  le  voit  facilement. 
Si  elle  est  positive,  les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

IV.  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  aucun 
des  coefficients  de  la  fonction  de  Sturm  n'est  nul. 
Si  les  racines  de  Téquation 

(3B^  — 8AC).r»-+-2(BC-6AD)x-f-(BD— i6AK^=o 
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sont  imaginaires,  ou  égales  entre  elles,  la  preraîèrr 
lonelion  de  Sturm  ne  changera  jamais  de  signe,  quelque 
valeur  que  l'on  attribue  à  x,  et  il  suffira,  pour  con- 
naître le  nombre  des  racines  réelles  et  pour  les  séparer, 
de  considérer  les  trois  fonctions 

Aj:*  -+-  Bx=»  -f-  Car»  -h  Dx  -f-  E, 

4Ax'  4-  3B./'  -h  ^Cx  ~h  D, 

(3B»  — 8AC).T-'-ha(BC  — 6AD):r+  (BD  —  iGAE). 

Pour  3  B'  —  8  AC  <^  o,  les  quatre  racines  sont  imagi- 
naires ;  pour  3  B'  —  8  AC  >  o,  deux  racines  sont  réelles. 

V.  Si  les  deux  racines  de  l'équation  ç^(.r)  =  o  sont 
réelles  et  inégales,  on  les  substitue  dans  la  proposée.  Si 
Tune  d'elles  satisfait  h  Téquation  proposée,  elle  est  une 
racine  double^  puisque  dans  ce  cas  Téquation  1*^(0:)  =  o 
est  aussi  satisfaite  d'après  la  relation  fondamentale 

i6A.F(x)=:F'(x)  (4AX-+-B)  —  l6A7(.r), 

Deux  des  racines  de  l'équation  F(j:)  =  o  étant  con- 
nues, les  deux  autres  se  trouveront  par  la  résolution 
d'une  équation  du  second  degré. 

VI.  Il  ne  reste  plus  à  considérer  que  le  cas  où  les 
deux  racines  de  cf  (jc)  ==  o  sont  réelles  et  inégales,  et  où 
l'équation  F{x)  =  o  n'admet  pas  de  racines  égales. 

Les  racines  de  F(j:)  =  o,  si  elles  sont  réelles,  sont 
séparées  par  les  racines  des  deux  équations 

4A.r  -h  B=:  o,      rf[.T]  =  o, 

Tune  du  premier,  l'autre  du  second  degré  (JVouuelles 
-annales  de  MatMmatiques,  1872,  p.  4o4)  etc.).  Sub- 
stituant donc  les  solutions  des  deux  dernières  équations 
dans  F(x)  =  o,  les  signes  des  divers  résultats  indique- 

Mn,  de  Âlathémat,,  a»  série,  t.  XVII.  (AoiU  1878.)  ^4 
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ront  le  nombre  des  racines  réelles,  dont  on  pourra  ap- 
procher de  plus  en  plus  à  l'aide  d'une  quelconque  des 
méthodes  bien  connues  d'approximation  numérique. 

VIL  Si  Ton  voulait  faire  usage  des  deux  dernières 
fonctions  de  Sturm,  leur  calcul  s'effectuerait  bien  sim- 
plement, car  elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

S  ^-hT(4A.r  +  B:=o,     4S'  — T»  =  o, 
dx 

en  posant  S  =  1 2 AE  —  3BD  4-  C, 

6a    3B        Cl 
2T=     3B     4C     3D  |. 
C     3D     4E  1 

On  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas  possibles,  la  réso- 
lution d'une  équation  quelconque  du  quatrième  degré 
se  fait  très-simplement  à  Taide  de  l'équation  du  second 
degré  ç(a:)  =  o,  dont  les  coefGcients,  ayant  une  forme 
très-mnémonique ,  se  calculent  à  simple  vue  par  de 
pures  opérations  d'Arithmétique  élémentaire. 


INSCRIPTION  DANS  LE  CERCLE  DES  QUATRE  POLYMHS 
RÉGULUnS  DE  TRENTE  COTÉS; 

Par  m.  Gkobges  DOSTOR. 


1.  On  sait  qu'il  existe  quatre  polygones  réguliers 
de  i5  côtés.  Si  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ces  poly- 
gones est  égal  à  l'unité,  les  côtés  des  polygones,  pris 
dans  un  ordre  inverse,  seront 


7Tr  .     4*^  •     ^^ 


ir 


2  sm-~-ï     2sm-~5     asm— =-     et     2sm-r- 
i5  i5  i5  i5 
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Les  trois  premiers  polygones  sont  étoiles,  le  dernier  est 
convexe. 

Puisque  i5  est  un  nombre  impair,  il  existera  aussi 
quatre  polygones  réguliers  de  3o  côtés  ^  ces  côtés  sont, 
dans  Tordre  croissant, 

.    n  .   ntc  .    1 1 TT  .    iStt 

2Sin-— î     2sin~-'     2  sm-^ —     et     2sm-_— • 
3o  3o  3o  3o 

Le  premier  polygone  est  convexe,  et  les  trois  autres  sont 
étoiles. 

Si  nous  comparons  les  sinus,  qui,  dans  ces  deux  lignes, 
se  correspondent  verticalement,  nous  verrons  que  leurs 
arcs  sont  complémentaires. 

Nous  avons  par  suite  les  égalités 

sin2       —  I  ^  sm'-^  »     sin^ '—    ==  i  —  sin'-~, 
3o  i5  3o  i5 

sm'-;;—  =  1  —  sin'— rr>     sm*-r —  —  i  —  sin'-=- 
3o  i5  3o  i5 

Les  côtés  des  quatre  peniédécagones  réguliers  éloilés 
élaiit  (*) 


2  sin^  =  j  (v/io  —  2  v/5  -h  v/ï5  —  y^s), 
2 sin^  =  ^  (V lo  -+-  2 v/5  -+-  V'TS  —  \ll) , 

2siD-^=::7  (— V^IO  —  2  ^/^ -H  \/75  -f-  y^), 

2sin—  =  7  (Vio4-  2V'5  —  v^Ï5  -f-  y^), 


(*)  Voir  le  Traité  de  Géométrie  élémentaire  de  MM.  Roaché  et  de 
Gomberousse,  3*  éditioD,  1874»  I**  Partie,  page  171.  Les  côtés  des  quatre 
pentédécagones  réguliers  y  sont  calculés  géométriquement  par  une  mé- 
thode aussi  simple  qu'élégante,  et  d'une  facilité  bien  remarquable. 

24. 
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on  obiient  immédiatement  pour  les  carrés  de»  côtes  des 
quatre  polygones  réguliers  de  3o  côtés 

4sin^  ^  =  4  -  :;^  (v'^-^V^5  +  /75  -  >/^)\ 

4sin>l^  =:4-:^(VioH-2v/5  +  v/T5-V^)N 

4sin.:y^  -_=  4  -  -1  (^  Vio-p.>/5-h  v^  H-  \/3)S 

4sin'^  ==  ^  ~  Tg  (Vio-4-2v5-  v/^  H-  V^)'- 

Si  nous  effectuons,  que  nous  réduisions,  nous  obtien- 
drons, en  extrayant  la  racine  carrée, 

2  sin  ^  =  2  V  36  -  4  v'5  —  4  V^3  V  lo  -♦-  2  v^5, 

2,sin  V^  =7  V^36 -h 4  V^5  -H  4  ^/3  V I o  —  2  V5, 
00       4 

,  il^  =  i  v/36  -  4  N/5  -I-  4  n/'3  V  i^o-T?.  VS, 

3o        4 

lil!^  =  i  V/36-4-  4  V5  4-  4  V3v/»o  4-2^5. 
3o        4 

Les  expressions  sous  les  radicaux  sont  des  carrés.  On  a, 

en  effet,  dans  2  sin  — -> 
'  10 

36  -  4  y/5  —  4  \/3  \/io  H- 2  ^5 

:=  3o  —  6  v/5  —  4  \/3  \/io  H- 2  v^5  H- 6 -h  ?V5 

=.  {^3n/io-2v/5)'- 2 v/3(v^+  1)  V'o-2V^ "^ (^^'' 

= [s/3  n/t^"^^  -  (^  +  or  ; 

et  ainsi  des  trois  autres  quantités  analogues. 

H  s'ensuit  que  les  côtés  des  quatre  polygones  régulip»^ 
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2sin 


2  sm- 


(  373  ) 
de  3o  côtés  sont 


.    3o       I  /  .-^ 


2sm —  =j{y/3^io  —  2  v/5  —  ^      i), 
2sin|^  =  U^)Jio^  2  v^5— ^5h-  i), 


i3t 


2siii— ^  =  7(v/3v'io-f-  2  v^4-  v'S—  i). 

2.    L'inspection  de  ces  formules  fait  voir  que  : 

I®   La  différence  a  sin  -;r— -  —  a  sin  ^r-  entre  les  côtés 
^  3o  3o 

du  second  polygone  étoile  et  du  polygone  convexe  est 
égale  au  côté  -  {^'5  -h  i)  du  décagone  régulier  étoile  ; 

a**    La  différence  a  sin  -= a  sin  ^  entre  les  côtés 

^  3o  3o 

des  deux  autres  polygones  étoiles  est  égale  au  côté 
-  \\J5  —  i)du  décagone  régulier  conv^exe. 

3.  Cette  méthode  peut  être  appliquée  avec  avantage 
au  calcul  des  côtés  des  deux  pentagones  réguliers. 

En  effet,  les  côiés  des  deux  décagones  réguliers,  l'un 
étoile  et  l'autre  convexe,  sont 

2  sin —  =  -  (v^5  -f-  i),     2  sin —  =  -  (i/5  —  i); 
lo       a^  '  lo      a  ^^  '^ 

et,  comme  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  Tuii 
convfexe  et  Tautre  étoile,  sont 

.     TT  37r  .      aw  TT 

2  sin  ï;  =;  2  cos  — ,     2  sin  -=-  =  a  cos  —  > 
5  lo  5  lo 
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on  trouve  tout  de  suite,  pour  ces  côtés,  les  valeurs 


2sin 


2Sin 


'"§  =  V^4- Î(v'5-H  i)'=y/'4-5(6-H-av5j 

2 


=  -  2v/io  -f-  2  v5. 

2  ^ 

Dans  cette  méthode,  on  peut  se  dispenser  d'avoir  re- 
cours à  la  Trigonométrie.  11  suffit  de  considérer  des 
triangles  rectangles  qui  ont  pour  hypoténuse  le  dia- 
mètre du  cercle. 


DÉTERMINATION  DE  CERTAINS  CAS  GÉNÉRAUX  00  L'ÉQUATION 
x'±a=j^  N ADMET  PAS  DE  SOLUTION  EN  NOMRRES 
ENTIERS; 

Par  m.  E.  dk  JONQUIÈRES. 


I.  Tandis  que  la  solution  complète,  en  nombres 
entiers,  de  Téquation  indéterminée  k  deux  inconnues  a 
été  trouvée  depuis  longtemps,  on  ne  possède  encore 
qu'un  petit  nombre  de  résultats  concernant  les  équations 
à  deux  indéterminées  dans  lesquelles  les  inconnues,  ou 
seulement  l'une  d'elles,  entrent  k  un  degré  supérieur  au 
second,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  dans  Téquation 
.r'ifca=j',  et  ces  résultats  ne  semblent  être  reliés 
entre  eux  par  aucune  loi  simple. 

Tantôt,  pour  certaines  valeurs  du  nombre  donné  n, 
positives  ou    n^atives,   on   trouve   aisément  quelques 
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solutions  isolées,  mais  sans  pouvoir  dire  si  le  nombre 
des   solutions  possibles  est  limité  ou  infini.  L'équation 
X*  -f-  8  =j^',  qui  admet  les  solutions 

X=:  —  ?.,     1,    2,       46, 

r=     o,  3,  4»  3i2, 

est  dans  ce  cas,  avec  une  infinité  d'autres. 

D'autres  fois,  mais  rarement,  on  démontre  qu'il 
n^existe  qu'une  seule  solution.  C'est  ce  qui  a  été  fait 
par  Fermât,  Euler  et  Legendre  pour  les  équations 
X*  —  2  =  ^",  x'  —  4  =  J^*  5  P^ir  M.  Gerono,  pour 
x*-i-  I  =  j^**,par  le  P.  Pépin,  S.  J,,  pour  quelques  autres, 
parmi  lesquelles  je  citerai  x'  —  49  =  ;  '»  ^'  —  8i  =  j^', 
X* —  121  =^''....  l^Foir,  dans  le  tome  I  (3*  série) 
du  Journal  fie  Mathématiques,  un  important  article 
de  ce  savant  auteur  «<  sur  certains  nombres  complexes  », 
et  notamment,  à  la  page  345  et  aux  suivantes,  une  étude 
sur  Téquation  x'  —  a  =  j  *]. 

Tantôt  Téquation  exclut  les  valeurs  paires  des  in* 
déterminées,  ou  seulement  d'une  seule;  l'équation 
x'  +  i5  =j  *,  qui  est  satisfaite  par  les  systèmes  de  va- 
leurs 

x=  I,      109,    .  .  ., 

7  =  4,  ii38,  ... 

est  du  nombre  de  ces  dernières.  L'autre  cas  se  présente 
chaque  fois  que  a  est  double  d'un  impair,  parce  qu*il  y 
a  alors  incongruence  entre  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. 

Tantôt  enfin  aucune  solution  n'est  possible.  Le 
P.  Pépin  a  examiné,  dans  le  Mémoire  précité,  diverses 
catégories  de  valeurs  de  la  constante  a,  pour  lesquelles 
cette  circonstance  se  présente  et  se  démontre  a  priori. 
^^^^est  une  étude  du  même  genre  qui  fait  l'objet  de  la 
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présente  Noie.  Je  me  propose  d'y  faire  connaître  quel- 
ques catégories,  nouvelles,  je  croîs,  comprenant  cba- 
cune  une  infinité  de  cas  particuliers,  où  Timpossibilité 
d'une  solution  en  nombres  entiers  est  démontrée. 

II.  L'équation  que  je  considère  est  x'  -H  a  =  r*. 
L'impossibilité  d'une  solution  en  nombres  entiers 
{x  pouvant,  ainsi  que  a,  être  positif  ou  négatif)  dépend 
de  la  valeur  de  a,  et  se  présente  toujours,  comme  on 
va  le  voir,  dans  les  trois  cas  suivants  : 

i^  Lorsque  a  est  égal  au  cube,  diminué  de  4*  <l'un 
nombre  c  (positif  ou  négatif),  ayant  l'une  des  trois  for- 
mes 8i-f-i,8J-i-3,  86-i-7  en  valeur  absolue  et  ab- 
straction faite  de  son  signe  ; 

2^  Lorsque  a  est  égal  au  cube  d'un  nombre  c  (positif 
ou  négatif),  ayant  en  valeur  absolue,  et  abstraction  faite 
de  son  signe,  l'une  des  trois  formes  8 i -f- 3 ,  8A-f-5, 
86-h7>  ce  cube  étant  diminué  d'une  puissance  de  4 
autre  que  4  lui-même  ; 

3**  Lorsque  a  est  égal  au  cube,  diminué  de  i,  d'un 
nombre  c  impaircmenl  pair,  c  =  a  (ar/-h  i),  positif  ou 
négatif. 

Examinons  successivement  ces  trois  catégories  de  va- 
leurs de  a. 

IIL  En  premier  lieu,  soit,  par  exemple, 

«=(8^4-1)^  —  4. 

On  voit  d'abord  que  l'équation  x^dzc^  —  4=^'*^'*^- 
met  pour  x  aucune  valeur  paire  ]  car,  dans  cette  hypo- 
thèse, le  premier  membre  aurait  la  forme  8/»  zp  3,  et 
ne  s'accorderait  pas  avec  le  second  membre  qui, ^  étant 
alors  impair,  aurait  la  forme  8/1  -h  i. 

X  ne  pouvant  être  qu'impair  et  j^  pair,  écrivons  ainsi 
l'équation    donnée,    a*^  -f-  c'  =  4  ( '*  4-  »  )  i    ^"  faisant 
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^=  a^;  puis,  rccluis<niit  le  premier  membre  en  facteurs, 

(j:  +  c)  (x»  — cjrH-c»)=4(/»-|-  i  ). 

Le  deuxième  facteur  du  premier  membre  est  impair  ; 
donc  a:  +  c  est  un  multiple  de  4  ^t,  par  suite,  si  Ton 
suppose  d'abord  c  positif,  x  est  de  la  forme  4^  —  *• 
Cela  étant,  le  facteur  (x* — cx-i-c*)  est,  à  cause  de 
c  =  8  6  -H  I ,  de  la  forme  4  A  —  i  •  Puisque  ce  facteur  ne 
divise  pas  le  facteur  4  du  second  membre,  il  devrait 
diviser  l'autre,  qui  est  la  somme  de  deux  carrés  premiers 
entre  eux;  donc  il  devrait  être  lui-même  décomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés,  ce  qui  est  impossible 
puisqu'il  a  la  forme  4^ —  i. 

Lorsque  c  est  négatif,  x  est  de  la  forme  4'*  -H  i>  '^ 
terme  —  ex  change  de  signe,  et  la  conclusion  reste  la 
même. 

L'équation  x^±  [Sb  -h  i)'  —  4  =J*  "'^  donc  aucune 
solutioa  en  nombres  entiers,  et  une  démonstration  ana- 
logue, que  je  supprime  pour  abréger,  conduit  à  la  même 
conclusion  pour  les  deux  autres  cas,  c  =  8i-h3  et 
c=:  86  4-7. 

IV.   En  second  lieu,  soit  d'abord,  par  exemple, 

«  =  (8^  +  5)^-4». 

On  voit,  comme  ci-dessus,  que  dans  Téquation  donnée 
X  ne  peut  être  pair.  Cela  posé,  j'  pair  peut  être  égal,  soit 
^  a<  (£  impair),  soit  à  4^*)  ''  étant  indistinctement  pair 
ou  impair. 

Dans  la  première  de  ces  deux  hypothèses,  on  a,  en 
décomposant  en  facteurs, 

{x-\-c)  (x^  — cx+c»)i=4(/>-4-4). 
(r  4-  6')  est  multiple  de  4?  puisque  le  second  facteur  est 
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impair.  Donc,  en  supposant  d'abord  c  positif,  x  est  de  la 
forme  4*  —  c,  ou  4*  —  8i  —  5,  c'est-à-dire  4^*  —  ' •  U 
en  est  par  conséquent  de  même  de  {x*  — ex  -f-  c*),  qui 
ne  saurait,  par  ce  motif,  diviser,  comme  il  devrait  le 
faire,  t*  +  4)  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux^ 
puisque  t  est  impair.  Donc  il  n'y  a  aucune  solution 
possible. 

Dans  la  seconde  bypothèse,  celle  de/ pairement  pair, 
on  peut  écrire 

(ar-f-c)   (x>  — c:c-fr«)=  i6(r>4- i); 

.r-f-c  devant  être  un  multiple  de  i6,  puisque  l'autre 
facteur  du  premier  membre  est  impair,  x  (en  supposant 
encore  c  positif)  a  la  forme  4^ — i*  H  ^^  ^^^  donc 
de  même  de  {x*  —  cx-f-c"),  et  par  conséquent  ce  fac- 
teur ne  peut  diviser  la  somme  /■*  -f-  i  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux. 

En  résumé,  il  n'y  a  de  solution  possible,  ni  dans  l'une, 
ni  dans  l'autre  hypothèse. 

Lorsque  c  est  négatif,  j:  a  la  forme  4^*  -f-  ^i  le  terme 
ex  change  de  signe,  et  la  conclusion  demeure  la  même. 

Si,  au  lieu  de  prendre,  comme  ci-dessus,  a  =  c^ —  i6, 
on  suppose  a=2c^  —  4'^*  [p  étanl  un  nombre  entier  po- 
sitif), ou  a  =  — c'  —  4*^*^  on  a  à  considérer  successi- 
vement plusieurs  cas,  au  lieu  de  deux  seulement,  savoir 

JZ=  2(2^4-1),        J=2>(2rf-hl  ),      7=2'(2rf-4-  1),    ..., 

mais  la  démonstration  ne  change  pas^  car,  selon  qu'on 
prend  Tune  ou  l'autre  de  ces  hypothèses,  on  peut  tou- 
jours mettre  le  second  membre,  soit  sous  la  forme 

4»f+'(/»-f-4)i 

t  étant  impair,  soit,  si  cette  dernière  condition  n'est  pas 
remplie,  sous  la  forme  4*^  ( '**  H-  0  '  ''  étant  alors  indis- 
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tioctement  pair  ou  impair.  Les  deux  carrés  t^  et  4  dans 
le  premier  cas,  et  les  deux  carrés  r'  et  i  dans  le  se- 
cond cas  sont  premiers  entre  eux,  tandis  que  le  facteur 
impair  du  premier  membre  (a:*  —  cx-hc*)  est  toujours, 
comme  dans  le  cas  particulier  de  a  =  c'  —  i6  pour  le- 
quel la  démonstration  a  été  développée,  indécomposable 
en  une  somme  de  deux  carrés  et  par  conséquent  ne  peut 
être  un  diviseur  du  second  membre. 

V.  En  troisième  lieu, 

a  =  -\-c^ — I      et     cr=  2Ô  =  2(2rf-h  I). 

On  voit  immédiatement  que  x  ne  peut  être  pair.  Ecri- 
vons Téquation  donnée  ainsi 

{4?  + 26)  (jc^  —  26x4-4*')  =j'+  I  ; 

x+nb,  étant  un  diviseur  impair  de  la  somme j^* -f- 1 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux,  est  nécessairement  de 
la  forme  4'^  +  !?  donc  x  est  de  la  forme  4^' — i»  en 
supposant  d'abord  que  c  est  positif,  et  par  conséquent 
le  second  facteur  du  premier  membre  est  de  la  forme 
4</ —  I9  puisque  b  est  impair.  Ainsi  ce  facteur  ne  peut 
être  diviseur  de j^* -h  I.  L'hypothèse  est  donc  inadmis- 
sible, et  Timpossibilité  d'une  solution  est  démontrée. 

luorsque  c  est  supposé  négatif,  le  raisonnement  et  les 
conclusions  sont  les  mêmes. 

VI.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation 
^'  4-  «  ='J*%  en  se  bornant  à  écrire  ici  les  valeurs  nu- 
mériques les  plus  simples,  est  insoluble  en  nombres  en- 
tiers pour  les  trois  suites  infinies  de  valeurs  de  a,  savoir  : 

'i=z  . . .  —347,—  129,-5,  —3,  -f-23,  339,725,  1827,  . . . 

«=:-..  —359,—  i4iî  —  65,  — 4^'  —  '7» 

-+-11,  61,  87,  109,  2.79,  327,  i3t5,  ... 
/!—...  —...745,  — 1001,-217,  — 9, -1-7, 215,999,2743,.... 
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L'impossibilité  de  Téquation  x'-Ha  =  /'  pour  les 
valeurs  particulières  a  =  7et — 17  a  été  démontrée 
dans  les  Noui^elles  jinnales  de  1869  et  de  1877,  celle-ci 
notamment  par  M.  Gerono.  LMmpossibilité  pour  les  cas 
de  a  =  —  3,  —  5,  —  9,  qui  se  retrouvent  dans  les  suites 
ci-dessus,  a  été  démontrée,  d'une  façon  très-diflerente, 
par  le  P.  Pépin  dans  le  Mémoire  précité. 

Il  y  a  d'autres  cas  où  Timpossibilité  d^une  solution 
peut  être  prouvée  a  priori.  Les  équations 

ar»-h4=:rS       ^-^&=J\       x^-^\^z=zy\      jc»-hl6=:.>' 

sont  de  ce  nombre,  les  solutions 

jr=zo,    y=^i     et    ar  =  o,    7  =  4 

étant  exclues  comme  de  raison;  mais,  pour  abréger,  je 
me  bornerai  à  donner  la  démonstration  pour  réquatioii 

j:»  -+-  6  —  7*. 

On  voit  d'abord  que  x  eiy  ne  peuvent  être  pairs,  en- 
suite que  X,  impair,  est  nécessairement  de  la  forme 
8714-3.  Cela  posé,  ajoutons  a  aux  deux  membres  de 
Téquation  ;  puis,  décomposant  son  premier  membre  en 
facteurs,  mettons-la  sous  la  forme 

[x  -h  1)  [x^  —  2  jr  -f-  4)  =r  7»  -h  2  X  I'- 

X  -\-  2,  est  de  la  forme  8  w  +  5  ;  donc  il  ne  peut  être 
diviseur  du  second  membre,  car  les  expressions  telles 
quej^*-|-  au*,  y  et  u  étant  premiers  entre  eux,  n'ad- 
meltent  pas  d'autres  diviseurs  linéaires  impairs  que  ceux 
de  Tune  des  formes  8 /i-f-i  ou  8/1 -+-3.  Donc,  etc. 
L'impossibilité  des  trois  autres  équations  résulte  décon- 
sidérations analogues;  le  lecteur  en  trouvera  aisément 
la  démonstration. 
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SGOLIES  POUR  UN  THfiORfiME  DE  FERMAT; 

Par  m.  s.  RÉALIS. 


Théorème.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  rie 
trois  nombres  triangulaires.  (Fermât.) 

Scolies,  —  I.  Tout  nombre  enlîer  est  la  somme  de 
quatre  nombres  triangulaires  dont  deux  sont  égaux. 

II.  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  nom- 
bres triangulaires  dont  deux  sont  consécutifs. 

Note,  —  Il  est  bien  entendu  que,  dans  ces  énoncés, 
zéro  compte,  au  besoin,  comme  un  nombre  triangulaire 
dont  un  des  facteurs  est  nul. 

Les  deux  propositions,  ou  scolies,  qui  précèdent,  sont 
des  cas  particuliers  d'une  proposition  plus  générale  rela- 
tive à  la  décomposition  des  nombres  entiers  en  quatre 
nombres  triangulaires. 


NOTE 

SUR    LÀ    RÉSOLUTION    EN    NOMBRES    ENTIERS    POSITIFS 
DU    SYSTÈME   DES    TROIS    ÉQUATIONS 

X  =  «*,      .r  H-  1  zzi  2  <*',      ?-  j:  -h  I  =  3  ft*^ 
(  Toir  a*  série,  t.  XVI,  p.  43o  ); 


Ces  équations  ont  déjà  été  résolues  par  M.  E.  Luca^  / 
elles  n'ont  qu'une  seule  solution  entière  positive  : 
x=M  =  v'  =  w  =  i5    c'est   ce  qui  résulte  aussi  de  re 
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remarquable  théorème  démontré  par  M.  de  Jonquières. 
que  : 

Le  nombre  5  est  le  seul  nombre  entier  qui  jouisse  de 
la  double  propriété  d'être  la  somme  des  carrés  de  deux 
nombres  consécutifs  y  et  d^av^oir  pour  carré  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs  (2*  série, 
t.  XVn,  p.  3o8). 

L'élimination  derinconnue  x,  entre  les  trois  équations 
proposées,  donne 

(i)  a'-+-ï=2«^ 

et 

(2)  2a*H-i  =  3«'\ 

Le  nombre  u  étant  nécessairement  impair,  l'équa- 
tion (  1  )  revient  à 

(3)  f'»  =  /i»-f-(^i4-l)^ 

Ainsi,  (/est  un  nombre  dont  le  carré  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  nombres  consécutifs. 

Remarquons,  de  plus,  que  u  est  premier  avec  5,  car 
autrement  le  cbiffre  des  unités  simples  du  u*  serait  9,  et 
par  suite  le  cbiiFre  des  unités  simples  de  w^  serait  3,  ce 
qui  ne  peut  convenir  à  un  carré. 

Cela  posé,  des  équations  (i)  et  (2)  on  lire 

4^*  — i=3*v%     (2P-f-i)  (av  —  i)r=3«'', 

et,commc  les  nombres  impairs  ai^-h  i,  ai^  —  1  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  faut  qu'on  ait  des  relations  de  h 
forme 

2 v -4-  I  =:r  3 a',      T^v  —  I  1:=  S',      aS  =z  (V, 

ou 

2r  4-  I  zzz     a%      2«'  —  1  =  3C^     aê  r-  tv. 
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Mais  les  égalités  21^  -|-  i  =  a*,  21'  —  i  =36'  sonlinad- 
mîssîbles,  car  il  en  résulterait  a*  —  3  c*  =:  a,  ou,  parce 
que  a  et  6  sont  impairs, 

(8M4-1)  — 3(8N-+-i)  =  2i; 

8/7  =•  4y  ^^  qui  est  absurde. 
Donc 

d'où 

(4)  i'  =  m'-t-(i7j  4-i)S 

c'est-à-dire  que  p  est  aussi  la  somme  des  carrés  de 
deux  nombres  consécutifs.  Mais  (^  est  premier  avec  5  ; 
par  conséqueut,  d'après  le  théorème  précité,  les  équa- 
tions simultanées  (3)  et  (4)  ne  peuvent  èlre  vérifiées 
que  par  m  =0,  n  =  o,  ^  =  i  ^  il  s'ensuit 
.T  =z  if     n=zjf     «f  =  1 . 

(G.) 


QUESTIONS. 


1279.  Le  carré  de  tout  nombre  impair  divisible  par  3 
est  la  différence  de  deux  nombres  triangulaires  premiers 
avec  3.  (S.  Reàlis.) 

1280.  L'équationx'  —  (a*  —  è-+-c)xH-ai  =  o,dans 
laquelle  b  est  un  entier  plus  grand  que  zéro,  c  un  entier 
différent  de  zéro,  et  a  un  entier  dont  la  valeur  absolue 

est  plus  grande  que  celle  de  -,  ne  peut  pas  avoir  deux 

racines  entières. 

Si  Téquation  a  des  racines  imaginaires ,  la  racine 
réelle  est  incommensurable.  (S.  Replis.) 
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1281.  L*équaiion 

(, + v'sr'  4-  {'2  ~  ^3:r  -  f  [(>  4-  vi^r  '  -  (.  -  ^^r  i 

n'admet  pas  d'autre  solution,  en  nombres  entiers,  que 
celle  qui  correspond  aux  valeurs  x  =j^  =  o. 

(De  Jokquières.) 

1282.  Si,  d*un  point  B  d'une  hyperbole  équilaière  dont 
le  centre  est  O,  on  abaisse  une  perpendiculaire  BC  sur 
une  tangente  en  A,  Tangle  de  COA  est  double  de  CA6. 

(A.  Cambiek.) 

1283.  D*un  point  P  pris  sur  la  tangente  en  C  à  iiii 
cercle,  on  mène  une  sécante  PAB  telle  que  la  surface  du 
triangle  ABC  soit  maximum;  trouver  Tenveloppe  de 
cette  sécante  quand  le  point  P  se  meut  sur  la  tangente. 

(Fauqvembebgue.  ) 

1284.  On  décrit  tous  les  cercles  simplement  tangents 
h  une  conique  B,  en  un  point  fixe  C.  On  mène  à  cha- 
cun de  ces  cercles  des  tangentes  parallèles  à  deux  dia- 
mètres fixes  de  la  conique;  trouver  le  lieu  géométrique 
des  points  iM  d'intersection  de  ces  tangentes. 

(Babbarin.) 
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LIBRAIRIE   DE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES  AUGUSTINS,   55,  A  PABIS. 


ENVOI  FRANCO  DANS  TOUTE  l'UNION  POSTALE  CONTRE  MANDAT  DE  POSTE. 


ŒUVRES  COMPLÈTES 

DE  LAPLACE, 

PUBLIÉES 

SOUS  LES  AUSPICES  DE  L'ACADÉME  DES  SCIENCES 

PAB 

MM.  LES  SECRÉTAIRES  PERPÉTUELS. 


HOUVBLLS  ÉDITION,  AVEC   Xm  PORTBAIT  DB   LAPLACE,   GRAVÉ  SUR  CUTVRE  PAR  TONT  GOUTIÂRB. 
TRBIZR  BBAUX  VOLUMES  IN-4  SUR  PAPIER  VERGÉ  ET  SUR  PAPIER  DE  HOLLANDE. 


Extrait  de  VATertissement. 

L'Académie,  sur  le  Rapport  de  la  Section  d'Astronomie  et  de 
la  Commission  administrative,  après  avoir  pris  connaissance  des 
conditions  dans  lesquelles  devait  s'accomplir  le  travail  et  des 
soins  dont  il  était  entouré,  a  décidé,  dans  sa  séance  du  i6  juil- 
let 1877,  que  la  nouvelle  édition  serait  publiée  sous  ses  auspices 
et  sous  sa  responsabilité. 

Les  éditions  précédentes,  qui  sont  devenues  très-rares,  ne  contenaient 
que  7  volumes,  savoir  :  Traité  de  Mécanique  céleste  [5  volumes),  Expo- 
sition du  système  du  Monde  et  Théorie  analytique  des  probabilités,  La 
nouvelle  édition,  publiée  sous  les  auspices  de  l'Académie  des  Sciences, 
avec  le  «encours  de  M.  Puiseux,  Membre  de  l'Institut,  et  de  M.  Hoôel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  comprendra  de  plus 
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6  volumes  renfermant  tous  les  autres  Mémoires  que  Laplace  a  &it  pa- 
raître dans  de  nombreux  Recueils  académiques  et  périodiques,  et  dont 
la  dissémination  a  rendu  jusqu'à  ce  jour  l'étude  si  difiBcile. 


Souscription  aux  5  ▼Olumes  de  la  Mécanique  céleste. 

ENTOI  FRANCO  DANS  TOOTE  l'oNION  POSTALE   CONTRE  MANDAT  DE  POSTE. 

Le  tirage  est  fait  sur  trois  papiers  différents  :  i^  sur  papier  vergé  semblable  à  eein 
des  Œuvres  de  Fresnel,  de  Lavoisier  et  de  Lagrange  ;  3<*  sur  papier  vergé  fort,  au 
chiffre  de  Laplace;  3®  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (à  peiii 
nombre). 

Le  prix  pour  les  3oo  premiers  souscripteurs  aux  5  volumes  du  Traité  de  Mécaskk^ 
CÉLESTE  est  fixé  ainsi  qu'il  suit  (prix  à  solder  en  souscrivant)  : 

I®  Tirage  sur  papier  vergé  ;  5  vol.  in-4 80  fr. 

2^  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  chiffre  de  Laplace  ;  5  vol.  in-4 9oit 

3®  Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (  à  petit  nombre  )  ; 

5  vol.-in  4 130  fr. 

Le  prix  de  chaque  'uolume  du  Traité  de  Mécaniqob  céleste,  acheté  séparémeai, 
est  fixé  ainsi  qu'il  suit  : 

I ^  Tirage  sur  papier  vergé  ;  chaque  volume  in-4 ^^^^' 

'i9  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  aux  armes  de  Laplace  ;  chaque  vo- 
lume in-4 33  fr.  Soc. 

Les  volumes  tirés  sur  papier  de  Hollande  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Le  Tome  I  et  le  Tome  11  (  187R)  sont  en  distribution  ;  le  tome  III  sera  envoyé  aui 
souscripteurs  à  la  fin  de  Tannée  1878;  les  Tomes  IV  et  V  suivront  de  près. 


Pans    -  Imprimeritt  de  GAUTHIER- VILLARS,  qoai  des  Anguitia».  M 
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\  (Ifeuxième  Série.)  —  Septembre   1878. 




NOUVELLES  ANNALES    ?* 


DE 


MATHÉMATIQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX   fiCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 


R&DICt 

Par  mm.  GE410N0, 


Cfl.  BBISSE, 

ACftifii    01    L'ORIVBfttITi. 


DEUXIÈME  SÉRIE 

TOME  DIX-SEPTIÈSIE. 


PUBUCATION  PONIkÉK  EN  l84a  PAS  UM.  6BBOT0  ET  TBRQVEH, 
ET  COXTINOiC  ma  mm.  CUOXO,  rtOSBET  et  BOimCET. 


SEPTEMBRE  1878. 


S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  H.  6ER0N0,  me  Halle,  40  et  42, 
on  à  M.  BRISSE,  rue  d'Enler,  22. 

(affrancbir.) 


\  PARIS. 

GAUTHIER-VILLARS,  liMPRIiMKUR-LIBRAIRE 

Dt    BUREAU    DES    LONGITUDES,  DE    L*ÉGOLB   POL  Y  rBCII  N  I  QU  B, 

SUCCESSEUR  DE  M ALLET  BACHELIER, 

Quai  des  Aufustinit,  3j. 

1878 

"• -    -m 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

<?CAI    DBS   AUGUSTINS,    55,    A    PARIS. 


NOUVELLES  ANNALES  DE  HATUEHATIQUES, 

JOURNAJL  DES  CANDIDATS 
AUX       ilCOI.BS     POLTTECBKXQnB     BT       ITORKALI 

RÉDIGÉ  PAK 

M.  GERONO, 

Prcfesseor  de  MathâmaUqoef, 
BT 

M.  Ch.  BRISSE, 

Répititear  à  TEcole  Polytechnique,  Agréfé  de  TUDlvertiié. 


Pablioation    fondée    en    1842    par    BKBK.    Gerono    et    Terqnem, 
et  continuée  par  BKBi.  Geronoy  Proohet  et  Bourg-et. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois  '■ 
forment  par  an  un  volume  in*8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  u\u 
L'année  1878  est  en  cours  de  publication. 

On  ne  peut  s'abonner  que  pour  Tannée  entière. 

L'abonnement  est  augmenté  de  3  francs  à  partir  de  Tannée  1869,  ot  i* 
Prix  pour  les  divers  pays  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu^il  suit  : 

Paris 15  fr. 

Pays  faisant  partie  de  TUnion  des  postes  (moins  les  États-Unis 
deTAmérique  du  Nord),  c'est-à-dire  Europe,  Egypte,  Maroc, 

Russie  d'Asie,  Tunisie,  Turquie  d'Asie 17 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nurd. 19 

Autres  pays ÎO 


PRBMiitaB  SÊRXB  :  20  volumes  in-8  (  1842  à  1861  ),  300  franc»,  paval.r 
de  la  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  200  francsrestanuen  dm 
bons  à  trois  mois  à  Tordre  de  M.  Gauthier-Villars,  à  partir  deTepoquede 
lîTraison  des  20  Tolumes. 

Les  tomes  là  VU,  X  et  XVI  à  XX  (  1842-1848,  i85i  et  1857-1861) 
ne  se  vendent  nas  séparément. 

Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément Vit 

La  DBUXliSBKB  SIÊOLIB,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chaiii 
mois  par  caùier  de  48  pages. 

Les  tomes  I  à  VIII  (1862  à  1869)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément. . .     13  ir 
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THÉORIE  ÉLÉHKNTAIRB  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  h.  LAURENT. 

[8DITE(*).] 
SUR   LES    PÉRIODES    ÉLÉMENTAIRES. 

Soit/(z)  une  fonction  doublement  périodique.  Consi- 
dérons les  points  Moo  et  Mio  qui  représentent  les  imagi- 
naires z^  et  Zo-I-  w»  &>  désignant  une  période  def{z).  On 
peut  toujours  supposer  que  gi>  soit  la  plus  petite  période 
d'argument  égal  à  l'argument  de  co^  car  il  n'existe  pas 
deux  périodes  distinctes  de  même  argument;  toutes  sont 
multiples  de  Tune  d'elles,  que  Ton  peut  appeler  co.  Soit 
17  une  période  distincte  de  ci),  et  supposons-la  aussi  la 
plus  petite  de  celles  qui  possèdent  son  argument.  Soit 
Moi  le  point  qui  représente  l'imaginaire  Zo  +  cr  ;  sur  les 
droites  M^^^  Mio  et  M^^  Moj,  on  peut  construire  un  paral- 
lélogramme que  l'on  pourra  considérer  comme  un  paral- 
lélogramme des  périodes  ]  on  lui  donne  le  nom  de  paral- 
lélogramme élémentaire^  si  aucun  des  points  de  son  aire 
joints  k  Moo  ne  fournit  une  nouvelle  période. 

Il  est  clair  que  le  parallélogramme  élémentaire  peut 
se  former  en  prenant  la  période  eo  pour  base  et  en  faisant 
mouvoir  le  côté  M^^  Mio,  pris  pour  base,  parallèlement  à 
lui-même,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  un  point  Moi,  tel 
que  M^qMoi  soit  une  période. 

Soient  0)  et  a  deux  périodes  élémentaires  ;  c*)'  et  a'  deux 


(*)  Nouvelles  Annales^  3*  série,  t.  XVII,  p.  3/17. 
Ànn,  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  XVII.  (Sept.  1878.)  25 
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nouvelles  périodes;  il  faudra  nécessairement  qae  Ton 
ail 

m  et  n^  m'  et  n'  désignant  des  entiers;  car  une  période 
quelconque  s^ob tiendra  en  joignant  le  point  Moo  à  Tan 
des  points  de  croisement  M^^  des  droites  formant  le  ré- 
seau des  parallélogrammes  des  périodes  oi>,  a.  Pour  que 
les  périodes  (ù\  xs^  puissent  former  un  nouveau  parallé- 
logramme élémentaire,  il  faut  que  m  et  ti  soient  premiers 
entre  eux,  ainsi  que  m!  et  nf.  En  effet,  si  m  et  n  avaient 
le  diviseur  commun  $,  en  posant  m  =  dm^^  n  =  ànP^  on 
aurait 

«'  .  . 

et  -j  serait  une  période;  tù'  ne  saurait  donc  être  une  pé- 
riode élémentaire;  mait  a>  et  i7  doivent  s'exprimer  en  ^ 
et  X3f  sous  les  formes 

«  =  ftw'  -h  ver', 

ce  qui  exige  que  le  déterminant  du  système  (i)  divise 
nny' — n'tù'  et  ma' — m'oi)',  c'est-à-dire  n,  n\  m  et  m'. 
Or,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  le  déterminant  est 
égal  à  Tunité,  et  Ton  a 

mn'  —  /iwi'r=it:i. 

Soit  

w  =  «  -h  6  y  —  i, 

CI  =:û'4-  ^V—^t 

fj)'  =ima  -\-  no!  4-  ^—  i  [mb  4-  nb'  ), 

ia'=i  /«'tf  H-  rtV-f-  \f^[m*h -4-  //^'  ), 

Taire  du  second  parallélogramme  des  périodes  est 
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ou 


tu      ri    I 
//i'     «'   I 


(38:) 

a      (>    I 


z=zab'  --ba'. 


Donc  : 

Les  aires  des  parallélogrammes  élémentaires  sont 
c  gales. 

SUR  LA  FORME  GÉNÉRALE  DES  FOUCTIONS  DOUBLEMENT  PÉ- 
RIODIQUES, ET  LEUn  EXPRESSION  EN  FONCTION  DE  L^UrtE 
BIELLES. 

TuÉOREME  I.  —  //  existe  toujours  une  fonction  dou- 
blement périodique  admettant  deux  périodes  données, 
tlcux  zéros  donnés  et  deux  infinis  donnés,  pourvu  que 
la  somme  des  zéros  soit  égale  à  la  somme  des  injinis  à 
lies  multiples  des  périodes  près. 

Ed  effety  nous  avons  vu  qu  il  existait  deux  fonctions 
distinctes  f  i  et  (f,  satisfaisant  aux  formules 

(p(x-Ho)=ç{*)c     «  , 

et  que  la  solution  la  plus  générale  de  ces  équations 
était 

Al  Çi  -h  Aa  ff2  =  f» 

Ces  fonctions  <fi  et  (f^  ont  chacune^  deux  zéros  dans  le 
parallélogramme  des  périodes  co  et  C7,  ainsi  que  la  fonc- 
tion cp.  Si  nous  divisons  Çi  par  cp^  ou  si  nous  divisons 
Al  Çi-H  A,  cf,  par  Bj  Çi  4-  B,cy,,  Bi  et  Bi  désignant  des 
constantes  différentes  de  Ai  et  At,  nous  obtiendrons  une 
fonction  doublement  périodique  f{x).  Soient  a,  b  ses 
zéros,  a  et  |3  ses  infinis;  considérons  Tcxpression 


(«) 


/(x  +  ^)-/(a'-f.5)' 


25. 
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elle  n^est  plus  infinie  pour  x  =  ci  on  x  =  /3,  mais  elle 
Test  quand  on  pose  2:=  a'  \  elle  admet  en  outre  le  zéro  a . 
Mais  la  fonction /(x 4-^) — /^(«'-t-j),  outre  le  zéro 
X  =  a',  en  possède  un  autre  ^\  tout  en  conservant  les 
infinis  a:  =  a  —  5,  a:  =(3  —  5.  On  doit  donc  avoir,  en 
observant  que  la  somme  des  zéros  est  égale  à  celle  des 
infinis, 

équation  dans  laquelle  on  peut  choisir  5,  de  telle  sorte 
que P' ait  une  valeur  donnée.  L'expression  (i)  admettra 
alors  deux  infinis  donnés  af^  ^\  le  zéro  donné  af  et  par 
suite  un  autre  zéro  b\  tel  que  af-jr  (3'^a'-l-i';  enfin  le 
coefficient  A  permettra  de  prendre  la  fonction  (i)  égale 
à  une  quantité  donnée  différente  de  zéro  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

Théoeèbcb  il  —  //  existe  une  fonction  possédant  les 
périodes  tù  et  17,  les  zéros  a^  a^,  •  •  •  1  ^n  ^^  ^^s  infinis  «h 
^1)  •  •  •  9  ^f»  satisfaisant  à  la  relation 

En  effet,  soit  Fi(x)  une  fonction  aux  périodes  e»,  a, 
admettant  les  zéros  ai  et  &i  et  les  infinis  Xt  et  at,  bi  étant 
déterminé  par  la  formule 

.  élt  +  6i  ^=  «i  -4-  «!• 

Soit  Ft(a:)  une  fonction  aux  mêmes  périodes  ayant  pour 
zéros  a,  et  b^  et  pour  infinis  at  et  ft^,  . , . .  Soit  F„^i(x) 
une  fonction  aux  mêmes  périodes  admettant  les  zéros 
«i»~i  et  i„«i  et  les  infinis  A„_i  et  «„,  tels  que 


(*)  Le  signe  ^  est  employé  à  la  place  de  =  pour  Indiquer  que  Ton 
néglige  des  multiples  des  périodes. 
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ll*a  fonction 

F.(.r)F,(:r)...F,»,(x) 

aura  les  périodes  a>,  a,  les  zéros  ai,  a^^  .  • .,  ^«.1,  b^^^i 
et  les  infinis  a^,  «i,  ...,«„;  mais  on  aura 

<»i  -♦-  «1  -h  .  . .  -h  «»— I  -h  6|i— I  ^  a,  +  a,  -+- .  .  .  -h  a„«,  -f-  a.. 

Théorème  III.  —  Deux  fonctions  doublement  pério^ 
digues  d'ordre  fini  dont  les  périodes  on  et  tj,  w'  et  xsf  sa- 
tisfont  aux  relations 

n  =:«tDr  =  /î'ct', 

m  et  m'  désignant  des  nombres  entiers;  en  d^ autres 
termes  y  deux  fonctions  u,  *',  dont  les  parallèle  gramnws 
élémentaires  ont  leurs  côtés  commensurables  et  dirigés 
dans  le  même  sens,  sont  fonctions  algébriques  l'une  de 
r  autre. 

Eli  effet,  soient  a  Tordre  de  ix,  et  v  Tordre  de  i^.  Le 
parallélogramme  de  i/,  comme  celui  de  i^,  tiendra  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  parallélogramme  ayant 
pour  côtés  SI  et  II,  le  premier  mn  =  M  fois,  le  second 
mfnf=îi  fois.  Il  en  résulte  que,  à  chaque  valeur  de  u, 
correspondront,  dans  le  parallélogramme  i2,  II,  un 
nombre  M^  de  valeurs  de  la  variable  z^  et  par  suite 
MfA  valeurs  de  i^\  donc  i^  est  lié  à  u  par  une  équation 
algébrique  de  degré  M/ui  en  (/.  On  verrait  de  même  qu'elle 
est  de  degré  Nv  en  u;  car  u  et  (^  n*ont  que  des  nombres 
limités  de  zéros  et  d'infinis  et  restent  d'ailleurs  mono- 
gènes et  continues  Tune  par  rapport  à  l'autre. 

Théorème  IV.  —  Une  fonction  d'ordre  n  est  liée  à 
sa  déris^ée  par  une  équation  du  degré  n,  par  rapport  à 
sa  dérivée,  et  de  degré  a/i  par  rapport  à  la  fonction. 
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En  effet,  soil  n  une  fonclion  aux  périodes  a>  et  a;  sa 
dérivée  admet  les  mêmes  périodes,  mais  les  infinis  de  U 
dérivée  sont  en  général  en  nombre  double  de  celui  de  U 
fonction;  car  chaque  infini  de  la  fonction,  lorsquMlest 
simple,  devient  double  dans  la  dérivée;  en  tout  cas, 
l'ordre  de  la  dérivée  sera  compris  entre  n  -4-  i  et  an.  En 
vertu  du  théorème  précédent,  il  existera  entre  u  et  u 
une  relation  algébrique  d'ordre  n  en  u'  et  d'ordre»' en 
li,  n-hi^nf^^n^u!  n'étant  infini  que  si  u  est  infini; 
le  coefficient  de  u'"  pourra  être  pris  égal  à  Tunîté.  A  onc 
même  valeur  de  u  correspondent  n  valeurs  de  z  dont  la 

somme  est  constante,  et  par  suite  n  valeurs  de-r-  =  -,i 
^  du      n 

dont  la  somme  est  nulle  ;  donc  le  coefficient  de  u'  est  nul. 

Par  exemple,  si  u  est  du  second  ordre  et  a  deux  infini^ 

distincts,  on  aura 

u'^  -+-  U  =  o, 

13  désignant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Si  u  a  un 
infini  double,  U  sera  seulement  du  troisième  degré.  Ce 
dernier  théorème  est  de  M.  Méray. 

DÉCOMPOSITION    DES    FONCTIONS    A    DEUX    PÉRIODES 
EN    ÉLÉMENTS    SIMPLES. 

Soient  F(x)  une  fonction  aux  périodes  co  et  cyetâ^i. 
at,  as,  . .  •  ses  infinis.  Soit  d{x)  une  fonction  auxiliaire 
satisfaisant  aux  relations 

0(jr-+-a))  =Ô(j:), 

0(jrH-Br)  =  0(a:)«f        "  ; 

on  aura 

ô'(xjj-_w)  _  B^[x) 

ï(.r  -f-  »)  "~  0  [x]  ' 

e'(x  -f-  o)  _  Q^{x)  _  2ir^^ 

B{.r^  us]  "'  0(x)  w.        ^' 

) 
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Considérons  maintenant  l'intégrale 

prise  le  long  d* un  parallélogramme  des  périodes.  Le  long 
des  côtés  parallèles  à  t7,  les  valeurs  de  Pintégrale  se  dé- 
truiront, et  il  restera  à  intégrer  le  long  des  deux  autres 
côtés,  ce  qui  donnera,  en  appelant  p  une  arbitraire, 


2Tr\/ — I 

résultat  indépendant  de  fx  et  de  p^  que  nous  désignerons 
par  C.  Or,  l'intégrale  considérée  est  aussi  égale  à  la 

somme  des  résidus  de  F(z)  -7 \*  Les  résidus  relatifs 

i  9(z  —  x)  sont,  en  appelant  ai,  a„  a,,  . . .  les  zéros  de 

e(z), 

ceui  relatifs  à  F  (2)  sont 

9  (a»  —  jt)  0  (a,  —  x) 

si  les  infinis  a  sont  simples,  et  Ton  a 

A,-  =  lim(x  —  a)F(j:)     pour     x=:a. 
En  général,  si  Ton  pose 

(z-a)-F(z)=:y(z), 

on  aura,  pour  résidu  de  F(^)    ,  "U 


d^ 
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En  résumé,  on  aura 


C=:2F(;r-+-fl)-+- 


^rfa-^«  (/w  — i)!L «(«-') '^   'J' 


Supposons  fx=  I  et  a  =  o-,  on  aura,  au  Hea  de  cette 
formule, 

et  F(x)  se  trouve  décomposé  ainsi  : 

Cette  formule  donne  F(x)  décomposée  en  éléments  sim- 
ples, tous  intégrables  au  moyen  de  la  fonction  6,  ce  ({ui 
démontre  la  possibilité  d'intégrer  les  fonctions  à  deux 
périodes  (du  moins  à  l'aide  des  fonctions  auxiliaires)^ 
mais  le  mode  de  décomposition  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  encore  une  foule  d'autres  applications  que 
M.  Hermite,  auquel  nous  devons  la  théorie  que  nous 
venons  d'exposer,  a  fait  connaître. 

Nous  allons  montrer  immédiatement  comment  les  in- 
tégrales de  deuxième  et  de  troisième  espèce  se  ramènent 
par  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  d  et  H 
de  Jacobi. 

La  fonction  de  seconde  espèce 


h 


quand  on  y  fait  ^  ==  sno:,  devient,  à  un  facteur  con- 
stant V  près, 

f/^sù}xdx. 

C'est  cette  intégrale  que  nous  allons  étudier.  L^intégrale 
de  troisième  espèce 

dz 


h 


(i  —  nH^)\l[\  — .2»)(i~  /•'««) 
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devient,  pour  z  =  sno:, 

nous  la  remplacerons  |)ar 


P 


I  —  X^SD'asn'x 


eQposant7i*  =  K*sn*a  et  en  observant  quermtâ(rale(a) 
ne  diffère  de  celle-ci  que  par  une  fonction  linéaire  de  x 
et  par  un  facteur  constant. 

ÉTUDE   DE   LA   FONCTION    Z(x). 

La  fonction 

Z(x)=  r    k^sn^xdx 

est  évidemment  monodrome,  cac  les  résidus  de  sn*x 
sont  nuls  ^  nous  allons  le  vérifier. 

Décomposons,  par  la  méthode  de  M.  Hermite,  sn^o: 
en  éléments  simples,  celte  fonction  ayant  pour  périodes 
aK  [puisque  sii(x-haK)  =  —  sna:]  et  aK'^ — i. 
Evaluons  Fintégrale 

i)  =   1  sn'a  --f f  dt 

le  long  d'un  parallélogramme  de  côtés  aK  et  aK'y— i; 
le  long  des  côtés  verticaux,  le  résultat  de  l'intégration 
est  nul  \  le  long  des  côtés  horizontaux,  le  résultat  est 


I      f«- 

.=:  I  sn'z 

iwi/ — I  Joe, 


'^[H(»-.r)         h(«~x-H2KV=^)J 
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En  vertu  de  la  formule 

H(x  +  aK' yCIT)  =  -  H {*]  -'-^^'^^•^'\ 
l'intégrale  considérée  se  réduit  à 

notts  désignerons  cette  quantité  par  C.  Mais  l*int^rak(i) 
est  aussi  égale  i  la  somme  des  résidus  de  la  fonction 
placée  sous  le  signe  f\  le  résida  relatif  au  point  x  est 
sn*a:;  calculons  celui  qui  est  relatif  au  point  K^—i- 
Posons  pour  cela  z  =  K'^ —  i  H-  A  ;  nous  aurons 

uIrV-i-x-ha) 

I       \^{¥Jjl^x  -  *)    .    .  [Hl^vEIlliTI, 

et  par  suite  le  coefficient  de  t  ou  le  résidu  cherché  est 

irH'(K'vC:7-x)T 
*1h(kv^-.)J" 

Si  Ton  observe  que 

on  a 

W{lL v^^ --a)  _      %'[^ x]       rtj^^ 

Notre  résidu  devient 

_  ■re'(-;r)T_  .re'(x)T 
^'1  e(-«)J-A'LewJ 
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On  a  donc  enfin 

.  re'(x)-|' 


I  re'(x)l' 


ou,  en  intégrant,  en  multipliant  par  A*  et  en  posant 

telle  est  Texpression  de  Z(j:),  monodrome  comme  l'on 
voit.  On  en  déduit 

et  Ton  constate  que  la  fonction 

e{o) 

est  monodrome  également.  M.  Weierstrass  la  désigne 
par  le  symbole  Alx.  Il  désigne  par  AliX,  AUx,  AljX 
les  produits  de  Alo:  par  sno:,  cnx,  ànx. 

La  constante  ^  est  susceptible  de  prendre  une  forme 
remarquable.  En  effet,  en  différentiant  (i),  on  a 

zw  =  ..-|^, 

et,  en  différentiant  encore. 

Si  Ton  fait  alors  or  =  o,  on  a 

e^(o) 


ou  enfin 


"  =  '^-«(0) 


^~  ©fol" 
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Oa  a  ainsi  plusieurs  expressions  de  la  constante  ^,  que 
Ton  peut  considérer  comme  parfaitement  connue. 

ÉTUDE  DE   L^INTÉGRÂLE    ELLIPTIQUE  DE  TROISIÈME  ESPÈCE. 

On  peut  parfois  éviter  la  méthode  de  décomposition 
donnée  plus  haut.  En  voici  un  exemple  : 
La  formule  [i4]  donne 

.         e(x-^«)e(x-.)  =  ?;ge.W-5;MH'(x); 
on  peut  récrire 

e(x  +  «)0(x~«)  =  ^''<'')^y^  (,  -.  X-^sn'xsn'a). 

On  en  déduit  immédiatement 

I  —  *»sn»flsn'.r  =  L,  ^^l,  l •  • 

En  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deax 
membres  par  rapport  à  a,  on  trouve  (en  observant  que 
sn'a  =  dnacna), 

—  2^^sn</cnadnasn'.r e'(j?-4-fl)       e'(x  —  a)  e'{a) 

I  —  Â^biï^asn^x  e[x-ha)       e[x  —  a)  0[a] 

Si  l'on  change  les  signes  et  que  Ton  intègre  de  zéro  à  x, 
on  trouve 

** /^sn^ en rt dnfl sn*jr  ,  e'ia)        i,      efx 


X" 


i  —  A^sn^asn^x      ^      *ô(«)        2^*'e(x-4-a) 


Cette  intégrale  n'est  pas  tout  à  fait  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  de  Legendre,  mais  il  est  clair  qu'elle  s'y  ra- 
mène aisément.  Jacobi  la  désigne  par  II  (x,  a).  Ainsi 
l'on  a 

(i)  n(x,a)  =  x^^^\oi;-/ 


'  e(a)         2     ^e{x-ha) 
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Oa  en  conclut,  en  changeant  x  en  a  eX  a  en  x,  puis  en 
retranchant, 

nlx^a)  —  n  rt,  «)  =  j:— 7-i  —  fl— i-f. 

^      ^        ^  '   ^        e(a]         e(x) 

On  peut  d'ailleurs  s'assurer  que  les  valeurs  des  loga- 
rithmes se  sont  détruites,  en  observant  que  l'on  doit  avoir 
une  identité  pour  ar  =  o,  a  =  o. 

C'est  dans  l'égalité  précédente  que  consiste  l'échange 
du  paramètre  et  de  V argument^  proposition  généralisée 
dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  On  peut  aussi 
l'écrire 

n(x,  a)—  Ti[a^x)  =xZ(«)  —  <7Z(ar). 

EXPRBSSIOIf  d'uKE  FONCTION  DOUBLEMENT  PÉaiODIQUE  AU 
MOYEN  d'une  fonction  DU  SECOND  OKDRE  AUX  MÊMES 
PÉRIODES.    THÉORÈME    DE   M.    LIOUVILLE. 

Soit/(a:)  une  fonction  monodrome  et  monogène  du 
second  ordre  aux  périodes  &>  et  o  ;  soient  a  et  5  —  a  ses 
infinis,  s  désignant  la  quantité  constante  à  laquelle  se 
réduit  la  somme  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles/ (z) 
prend  une  valeur  donnée  dans  un  même  parallélo- 
gramme. Soit  F  (2  )  une  fonction  quelconque  aux  mêmes 
périodes  o),  u;  soient  |3i,  ^j,  . . . ,  |3^  ses  infinis.  La  fonc- 

^^^^  f(   \      //    \  '^^^grée  le  long  d'un  parallélogramme 

des  périodes  donne  un  résultat  nul  :  la  somme  de  ses  ré- 
sidus est  donc  nulle. 

La  somme  des  résidus  relatifs  aux  infinis  x  eX  s  —  x 
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OU  bien 

F(x)~F(.-x) 

en  observant  que, /(x)  étant  égal  hif{s  —  x),/'(a:)doii 
être  égal  et  de  signe  contraire  à /'(s — x).  La  somme 
4es  résidus  relatifs  à  F(x)  étant  alors  représeotée  par 

on  aura 

le  signe  F  placé  au-dessous  du  signe  f  indiquant  qu  on 
ne  doit  intégrer  qu'autour  des  inûnis  de  F(z). 
Si  Ton  considère  eu  second  lieu  la  fonction 

y(*)-/(^)' 

son  intégrale  prise  le  long  d'un  parallélogramme  sera 
encore  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  somme  de  ses 

résidus.  Or  la  somme  des  résidus  relatifs  à  >,  .      ;;-t 

est  égale  à 

et  Ton  a  par  suite 

F(j:)-I-F(^-^j:)— F(a)  — F(5-.a) 

ou  bien 

¥[x)  +  F(«  -  x)  =  F(a)  +  F(*  -  a) 
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La  comparaison  de  celte  formule  avec  (i)  donne 

2F(-»r)=:F(a)-+-F(j  — a) 

ou  bien  encore 


en  posant  F(^)  =  (^  —  (3)^0(z),  jjl  désignant  le  degré 
de  multiplicité  de  Tinfini  ^.  Quand  fx  =  i,  le  symbole 

■^1  ,)|  2  ^p.  d^î^  ^^^^  8upprin»é. 

La  formule  (a)  montre  que  toute  fonction  aux  pé- 
riodes co,  js  peut  s'' exprimer  rationnellement  au  moyen 
de  la  Jonction  du  second  ordre  f  et  de  sa  dérivée^ 

On  "voit,  en  outre,  que  cette  déni^ée  n'entrera  que 
sous  forme  lin  éaire . 

Ce  ibéorème  est  dû  à  M.  Liouville,  mais  l'expres- 
sion (a)  explicite  de  F,  que  nous  venons  de  donner,  n'est, 
je  crois,  pas  encore  connue  ;  du  moins  on  ne  la  trouve 
pas  dans  le  Traité  de  MM.  Brîot  et  Bouquet. 

Remarque.  —  La  théorie  précédente  tomberait  en 
défaut  si  F(ar)  et  f{x)  avaient  des  inGnis  communs, 
mais  on  tournerait  facilement  la  difficulté  en  dévelop- 
pant F(jr)  divisé  par  une  puissance  convenablement 
choisie  de/(.r). 

APPLICATION    DES    CONSIDÉRATIONS    PRÉCÉDENTES 
AU  PROBLÈME  DIT  DE  LA  MULTIPLICATION. 

Le  problème  de  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
ùques  a  pour  but  de   faire  connaître   snmx,  cnmXr 
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dnmxen  fonction  de  snx,  cnj:,  dnj:.  Notreformiile(a) 
du  paragraphe  précédent  résout  cette  question  plus  sim- 
plement et  plus  complètement  qu  on  ne  TaTait  fait  jus- 
qu'ici. 


Soient  A:  le  module  de  snx,  4K.  et  aK'^ — î  ses  pé- 
riodes, m  un  nombre  entier  :  snm(x  —  a)  admet  évî- 
demment  les  mêmes  périodes.  Construisons  le  parallé- 
logramme des  périodes,  de  telle  sorte  que  ses  côtés 
coïncident  avec  l'axe  des  x  et  Taxe  des  j*  positifs,  puis 
déplaçons  infiniment  peu  ce  parallélogramme,  en  pla- 
çant le  sommet  primitivement  à  Torigine,  dans  l'angle 
des  coordonnées  négatives. 

Les  infinis  de  snx  sont  K^^ —  i  et  aK  -h  K'y^ —  i, 
ceux  de  snm(a:  —  a)  sont 

p'=fl-h  (2/+  i)  -^ l-{2y-+-  i) — » 

n»  f      .  vKV"^  .2K 

P'^  =  fl4-  {2J  4-  I    — ' -»-2y — y 

^  ^  'm  m 

îeij  variant  de  zéro  km —  i.  En  faisant  5=  aK,  la 
formule  (a)  du  paragraphe  précédent  donne 

2sni7i(x  —  a)  =:snin(K'^ — i  —  a) 

/,N   ;  -hsn/?i(K'/^4-2K  — ^) 

.   ^    .  .,  ,  sn'.TT  -+-  sn's 

-h  2  résidu  .sniw  [z  —  a) — . 

sn^c  —  snz 

Le  résidu  relatif  à  un  infini  P'  s'obtiendra  en  cher- 
chant la  limite  de 

,-,  .  sn'-r-Hsn'p' 

zsnmfB'  —  «-+-  z) ^^^  • 

^^  '   swx  —  snp' 

__        —I     sn'.r  +  sn'p' 


ksixmz  snjc  —  snp' 


\ 
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Celle  limite  est 

I    sn'jT-hsn'P' 
km  STix  —  snp' 

Li^iiifini  i^"  conduit  au  résidu 

I    sn'.r  H-  sn'P*' 
km   snx  —  sn  p" 

La  formule  (i)  devient  ainsi 

2sn  ne  (jT  —  a) 

sn'x  -4-  sn'  1  ?i^i^  K' )f^ -h  4/-  -f-  fll 
I  I       m  ^    m  I 


^  km 


sojr 


sn'or  —  sn' 

'•"^'K'vr-TH-(ay+i)=*^+a 

^      m                                              m           _ 

^km 

$n  JT  —  sn 

2/ -h  î  _,    , ,               ,  2K          ' 

En  faisant  a  ==  o,  on  a  la  formule  de  la  multipli- 
calion  pour  le  sinus  amplitude.  On  peut  vériGer  la  for- 
mule précédente  en  prenant  m  =  i,  on  a  alors 

2A-sii(j?  —  a) 

sn'j:+ 8n^(K'^~-i  -f- a)  sn'ar -+- sn'fK'v/--^  +  2K.-h«), 

sno:  — sn(KV  —  i  -h  «  )    snx  — sn(K'^  —  i  4-2K-t-a) 
cl  si  l^on  observe  que  sn'x  =  cnjcdno:, 

cii(ar-4-KV— i}=— V  — I , 

^  ^  '  dnj: 

on  trouve 

,       cn/zdnasnj?  —  cnxdn^sn/i 

sn  Lr  —  ^    == -, — , ■ 

Ann,  de  Mathémat.,  u"  série,  t.  XVII.  (Sept.  1 878.)  26 
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Ainsi  notre  méthode  donne  aussi  l'addition  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  multi- 
plication. La  division  aurait  pour  but  de  calculer  sn  -  ^ 

en  —  9  ••  •  en  fonction  de  snx,  cnx,  dnx»    ....  Sans 
m 

entrer  dans  des  détails  à  ce  sujet,  disons    seulement 

qu'Abel  a  démontré  que  les  équations  d'où  dépend  la 

division  des  fonctions  elliptiques  sont  comme  celles  d'oà 

dépend  la  division  des  fonctions  circulaires,  résolubles 

par  radicaux. 

APPLICATION    A    l' ADDITION    DES    FOKCTIOSS 
DE    TROISIÈME    ESPECE. 

Nous  avons  trouvé 

„,        •.  %'[a)        I,      6(4?  — a) 

Si  l'on  désigne  alors  par  a^,  a^,  • . .,  ^sn+i  des  argu- 
ments tels  que 

on  aura 

n(a„«)  -f-n(a„a)  4-  .  . .  4- n(avH-i9  «) 

■"2  ^^e(a,  H-a)e(a,-hfl)  ..  .0(a,iH.i -+-«) 
La  quantité  placée  sous  le  signe  log  possède  les  pé- 
riodes 4K.  et  2 K'  ^  —  I  par  rapport  à  la  variable  a]  on 
pourra  donc  Texprimer  en  vertu  du  tbéorème  Je 
M.  Liouville  en  fonction  rationnelle  de  sna  et  de  si 
dérivée  sn'a  ou  cna  xdna.  Nous  ne  donnons  pas  ici 
cette  expression,  qui  est  un  peu  compliquée. 
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DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIOfïS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 
EN  SÉRIES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


La  formulé  de  Fourîer  donne 


.4K  misV^— 1 


snze       •'^       fiz; 


reste  A  calculer  la  valeur  de  Tintégrale  qui  entre  dans 
celle  formule.  D'abord,  en  posant 


snze       ^^      dz. 


on  trouve,  au  moyen  de  la  formule  8n(2  K  -f-  x)  =  —  sna:, 


snz«       •*^        «/z 


-^  1  [  —  snz)^        *^  dz 


snz[i  —  (— ij^jtf      ^'^       ^fz. 


L'intégrale  A,„  étant  indépendante  de  Xo,  on  peut 
supposer  x^  un  peu  plus  petit  que  zéro.  L'intégrale 
étant  prise  le  long  du  contour  rectilîgne  x^^  Xo  +  s^K 
peut  être  remplacée  par  deux  parallèles  à  K'^  —  i 
de  longueur  infinie,  menées  Tune  par  x^  et  Tautre  par 
o^o  +  2K  au-dessous  de  Taxe  des  x^  et  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  a:,  menée  à  l'infini.  Le  long  de  ce  nou- 
veau contour,  Tintégrale  sera  nulle;  mais  il  faudra  lui 
ajouter  les  résidus  relatifs  aux  points  — K'y/ —  i , 
— 3K'y/ — i,  — SK'y' — I,  ...,  multipliés  par  2  7:^ — i. 
De  plus,  ces  résidus  seront  pris  dans  le  sens  rétrograde. 

26. 
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Calculons  le  rësidu  relatif  à  ce  point 


il  est  égal  à 

lim ■ > —  ^  » 

/•sn(a:-hKV— i)  

mais,  sn'a:  étant  égal  à  i  pour  a:  ==  o  ou  27rKV  — *' 
cette  quantité  peut  s^écriro 


I    2^. 


Ou  a  donc 


-=4iEi:'^"f-i-"-i'"'-'' 


*-4 

«=1 

et  Ton  a 

Ato.  =  o, 


,z=z ya    *  21CV—  >• 

par  conséquent 


2i 


tm-vl 


î& 


Quand  m  est  négatif,  on  a 

f        snze    **^       dz  =  —  j       snzdzt 

o  vO 

Les  coefficients  des  termes  également  dîstanis  de  1  ^' 
gine  sont  donc  égaux,  et,  en  les  groupant,  on  a 

en  J.  rrr  — 1-7     >  1 sm  -^ 77? ' 

tn/v  ^     V"*'         (2m -h  i)i-5. 


dn4; 
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A  ces  formules  il  convient  de  joindre  les  suivantes, 
auxquelles  on  parvient  d*une  façon  toute  semblable  : 

«p 


e{x) 


1 


H'  l  X  \ 
,    .  devenant  in6ni  pour  x  =  o,  on  développera 

[H(x)  -] 
"m  ' 


tix 


on  trouvera  alors 


De  ces  dernières  formules  on  tire 

^lot^mx  TT  irx        27r  w^  <7"*  .    //lira: 

On  arrive  plus  simplement  à  ces  résultats  comme  il 
suit. 
Rappelons  la  formule 

1  /^  /» 
log(i  —  ircosf -hr*)  =:rcosa  H —  cos2or  -f-  -rCOsSa..., 

ei  partons  de 

e(x)  =  ch  — 2^cosî^  -4-7M  fi  —  a7»co6^4-y»j  ..-, 
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nous  aurons 

-loge(x)  =  -Iogc  —  cos- 


2     °     ^    '        2     **  Kl  —  q^ 


I 
'  -  cos  - 


2  K     i  —  y*         "    ' 

et,  en  prenant  les  dérivées,  nous  aurons  le  développe- 
ment de  — j-^'  O^  obtient  d'une  façon  analogue  ceuic  de 

?1W     W[a:)        K[^)^ 
0,(*)'  ÏL[x)        H(^) 

sua  LE  PROBLÈME  DE  LA  TRANSFORMATION. 

Le  problème  de  la  transformation  a  pour  but  la  com* 
paraison  des  fonctions  elliptiques  correspondant  à  des 
modules  différents.  Exposons,  d^ abord,  la  tbéorie  que 
Jacobi  donne  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Fundamenta 
nova  theoriœ functionum  ellipticanun. 

Si  dans  l'expression 


\/A  +  Bx  -t-  Cx^  -+-  Dx»  -+-  Ex* 

ou  pose  0?  =1=  ~  9  U  et  V  désignant  des  polynômes  entiers 
en^,  on  aura 

/  fir 


(«) 


V^A  +  Bx-f-Cx»  -h  Dx^  +  Ex* 

V^/U~U^V 

\       "~  VAV*  -h  BV»U  -♦-  CV'U'  -t-  DVU»  -hIËÏÏ*' 

et  Ton  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déterminer  L 
et  V,  de  telle  sorte  que  le  second  membre  de  cette  for- 
mule soit  de  la  forme 

si  M  4-  B'r  -h  C'j^»  4-  D>»  4-  £'r«  ' 
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En  effet,  pour  que  dans  le  second  membre  de  (4)  le 
polynôme  sous  le  radical  se  ramène  au  quatrième 
degré,  il  faut  que  ce  polynôme,  qui  est  d'un  degré  qua- 
druple de  celui  de  U  et  V,  ne  contienne  que  des  facteurs 
doubles,  à  l'exception  de  quatre  qui  seront  simples;  on 
aura  donc,  eu  appelant  T  un  polynôme  entier, 

AV^  +  BV^U-H  ...  -f- EU* 

=  'P(  A'  4-  B>  H-  C  j»  -f-  D'jr»  4-  E'y)  ; 

le  second  membre  de  (i)  se  réduira  alors  à  la  forme  de»- 
mandée  si  1  on  a 

(2)  — const. 

Or,  il  en  est  ainsi  quand  U  et  V,  sont  de  môme  degré 
ou  de  degrés  diflérents  d'une  unité.  Soit  en  effiet 

A  4-  Bj?  4-  Cx^  -+-  Dx*  -f-  Ex* 

et  par  suite 

AV*  -h  BV*U  4-  CV'U»  -h  DVU»  H-  EU* 

=  E(U  —  aV)  (U  —  pV)  (U  -  yV)  (U  -  ^V). 

Les  facteurs  (U  —  aV),  (U — pV),  ...  sont  pre- 
miers entre  eux,  car  tout  diviseur  simple  de  U  —  «V  et 
de  U  —  pV,  par  exemple,  sera  diviseur  simple  de  U 
et  V,  et,  comme  on  peut  supposer  U  et  V  premiers  entre 
eux,  les  facteurs  U  —  aV,  ...  le  seront  aussi.  Or  on  a 
identiquement 

—  a(V^U  — U^V)  =  (U  — aV)^U  — Uri(U  — aV); 

il  en  résulte  que  tout  facteur  double  de  U  —  aV  est 
facteur  de  YfiU  —  Ur/V,  car  ce  facteur  appartient  à  la 

dérivée -r-  (U  —  aV). 
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En  résumé,  le  polynôme  AV*  -f-  BV*U  -+-...  jonii 
de  cette  propriété  que  ses  facteurs  doubles  sont  aussi 
facteurs  doubles  de  U  —  aV,deU — pV,  de  U — yV  ou 
de  U — 5V,  puisque  ces  polynômes  ne  peuvent  avoir 
de  facteur  commun,  et,  par  suite,  ses  facteurs  doubles 
divisent  UéiV  —  VrfU.  Si  donc  on  suppose  loua  les  fac- 
teurs de  AV*  4-  BV*U  -H  . . .  doubles,  à  l'exception  de 
quatre  d^entre  eux,  le  polynôme  T  divisera 

y  du  -  VdV. 

Si  alors  on  suppose  que  Y  et  U  soient  de  même  degré  p^ 
ou  l'un  de  degré  p  et  l'autre  de  degré  p  —  i ,  AV*  -h . . . 
sera  de  degré  4p>  T*  de  degré  4p  —  4  et  T  de  degré 

VdV  —  YdU 

est  évidemment  de  même  degré,  et,  par  suite,  la  for* 
mule  (2)  est  satisfaite. 

On  pourra  donc  efifectuer  la  transformation  d'une  in- 
finité de  manières,  car  on  pourra  d'une  infinité  de  ma- 
nières déterminer  les  coefficients  de  U  et  V,  de  telle 
sorte  que  AV*  -h  BV'U  ...  ait  tous  ses  facteurs  doubles 
à  l'exception  de  quatre  d'entre  eux,  U  et  V  étant  de 
degrés  différents  de  zéro  ou  de  i. 

Le  degi'é  de  la  transformation  est  le  degré  de  celui  des 
polynômes  U,  V  qui  possède  le  degré  le  plus  élevé. 

GOXPOSITION  HiTOÉMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTEGHKIQUE. 

SOLUTIONS    ET    REMARQUES, 

pab  un  ancien  Élève  de  mathématiques  spéciales. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  qui  se  coupent 
en  o  et  une  droite  N  qui  rencontre  ces  axes  en  a  et  b. 
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On  demande  le  lieu  du  pôle  de  N,  par  rapport  aux 
comques  qui  coupent  cette  droite  à  angle  droite  et 
dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  oaetob  (*). 

D'un  point  quelconque  m  de  N  élevons  une  perpen- 
diculaire n  cette  droite,  appelons  e  le  point  où  elle  ren- 
contre oa,  et  g  le  point  où  elle  rencontre  ob.  Cherchons 
une  construction  du  pôle  de  N,  par  rapport  à  la  conique 
tangente  en  m  keg. 

Du  point  o,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  N, 
appelons  île  point  où  elle  rencontre  N,  a  le  point  où 

elle  coupe  la  conique  etj  un  point  tel  que  oiXoj  =:oa. 
La  polaire  du  points  est  la  droite  7'/,  menée  parallèle- 
ment au  diamètre  o/R  qui  est  conjugué  de  ou.  Le  point 
/,  où  jl  rencontre  eg,  est  le  pôle  de  N  par  rapport  à  la 
conique. 
On  a 

,  .       oa       me'Xnie       ma^mh 

w/  =  07  =  — -  =  — ^ = • 

oi  oi  oi 

Prenons  le  symétrique  de  o  par  rapport  à  N,  et  par  ce 
point  menons  la  droite  R  parallèlement  à  N.  La  droite 
R  coupe  eg  en  /*,  tel  que  mh  =  oi. 

La  relation  précédente  peut  alors  s'écrire 

( I )  mlXmh=.  ma X  mb. 

De  là,  nous  voyons  que  Von  obtient  le  point  l  en 
prenant  le  point  d^ intersection  de  eg  et  d*une  circon- 
férence qui  contient  les  points  a,  J,  h. 

Les  points  a,  b  et  la  droite  R  sont  Gxes  ;  on  peut  alors 
engendrer  le  lieu  des  points  l  de  la  manière  suivante  : 

On  donne  deux  points  fixes  a,  b  et  une  droite  R 


(*)  L'énoncé  de  la  question  proposée  n'était  pas  formulé  ainsi.  On 
<;st  prié  de  faire  la  fi(;urc. 
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parallèle  à  la  droite  ab,  D*un  point  quelconque  m  de 
ah,  on  élève  à  cette  droite  la  perpendiculaire  ml;  certie 
perpendiculaire  rencontre  R  au  point  h.  Par  les  points 
a,  6,  A,  on  fait  passer  une  circonférence^  cette  courbe 
coupe  ml  en  l.  On  demande  le  lieu  des  points  tels  que  l, 
lorsqu'on  fait  varier  m  sur  ab. 

U  résulte  tout  de  suite  de  celte  génération  que  les 
points  o,  a,  b  appartiennent  au  lieu  et  que  ce  Heu  est 
symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  ab  élevée 
du  point  c  milieu  de  ce  segment.  En  prenant  cet  axe 
de  symétrie  comme  axe  des  x,  et  N  comme  axe  des  j«  la 
relation  (  i  )  s'écrit 

mh,x  =^*  —  ac. 

Désignons  mh  par  q  et  ac  par  K,  cette  équation  s'é- 
crit 


f  =  q[x+'^\ 


Lt  en  posant  x-i =  jt,  on  a 

équation  d'une   parabole,    dont  le  sommet  est  à  une 
distance  du  point  c  égale  à  — • 

Ce  sommet  s'obtient  du  reste  par  la  construction  pré- 
cédente, en  cherchant  le  point  du  lieu  qui  est  sur  l'axe 
de  la  parabole  :  on  décrit  pour  cela  une  circonférence 
qui  contient  a  et  A  et  qui  est  tangente  à  R  :  celte  courbe 
coupe  l'axe  au  sommet  cherché. 

Nous  arriverons  tout  à  l'heure  à  une  autre  constructiou 
du  sommet  de  la  parabole. 

U  résulte  de  l'équation  du  lieu  que  la  distance  du 
sommet  de  h  parabole  au  foyer  de  cette  courbe  est  égale 
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au  quarl  de  oi.  Nous  allons  arriver  auirement  à  ce  ré- 
suilat. 

PreDons  eu  cf  le  symétrique  de  o,  par  rapport  à  l'axe 
de  la  parabole.  Nous  avons  en  o  les  sommets  des  angles 
droits  de  deux  triangles  rectangles  inscrits  dans  la  para* 
bole.  Les  hypoténuses  de  ces  triangles  sont  ab  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  o'  sur  ab.  Ces  hypoténuses  se 
coupent  en  ti,  et  Ton  sait,  d'après  un  théorème  de 
Frégier,  que  on  est  alors  normale  en  o  à  la  parabole. 
La  droite  oof  et  cette  normale  interceptent,  sur  Taxe  de 
la  parabole,  un  segment  qui  est  égal  au  paramètre  de 
cette  courbe,  et,  comme  ce  segment  est  la  moitié  de  o/,  on 
voit  ainsi  que  la  distance  du  sommet  de  la  parabole  au 
foyer  de  celte  courbe  est  égale  au  quart  de  oi. 

Le  quadrilatère  ad ob  est  inscrit  dans  la  parabole,  ses 
diagonales  se  coupent  en  u  sur  Taxe.  Appelons  t  le  point 
où  Taxe  de  la  parabole  rencontre o£,  la  polaire  du  points 
passe  en  u  :  donc  le  sommet  de  la  parabole  est  le  point  z 
milieu  du  segment  tu. 

En  rapprochant  cette  construction  du  sommet,  de 
celle  à  laquelle  nous  étions  d'abord  arrivé,  nous  obte- 
nons cette  proposition  de  Géométrie  élémentaire  : 

On  a  un  triangle  isoscèle  atb.  On  mène  les  deux 
hauteurs  tc^  ao\  ces  droites  se  coupent  en  u.  On  pro- 
longe tcjusquen  i,  de  façon  que  es  soit  égale  à  la  dis- 
tance du  point  o  à  la  base  ab»  On  joint  le  point  a  au 
point  s  et  le  point  a  au  point  jz,  milieu  de  tu  :  démontrer 
que  V angle  zas  est  droit. 

On  peut  se  demander  quels  sont  les  arcs  de  la  parabole 
qui  correspondent  à  des  ellipses,  et  les  arcs  qui  corres- 
pondent à  des  hyperboles.  On  a  tout  de  suite  la  réponse 
en  remarquant  que,  pour  les  ellipses  seulement,  le  pied 
de  la  normale  est  d'un  même  côté  par  rapport  aux  points 
où  cette  droite   rencontre  les  axes.  Lors  donc  que  le 
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point  m  est  en  dehors  de  ab^  on  a  des  points,  lels  que  /, 
provenant  d  ellipses.  C'est  alors  seulement  sur  Taxe  boa 
de  la  parabole  qu'on  a  des  points  provenant  d'hyperboles. 

Cherchons,  en  prenant  un  point  quelconque  m' sitoë 
êurab  entre  a  et  i,  quelles  sont  les  asymptotes  de  l'hy- 
perbole norm&le  en  m!  k  ab. 

Le  point  m'  est  le  milieu  de  la  portion  de  la  tangenitf 
en  ce  pointa  l'hyperbole  qui  est  comprise  entre  les  asym- 
ptotes cherchées^  et  comme  ces  droites  doivent  être  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes,  on  les  obtient  par  celle 
construction  :  On  circonscrit  une  circonférence  au 
triangle  aob  et  l'on  joint  le  point  o  aux  points  où  celte 
circonférence  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  éle- 
vée en  m'  à  la  normale  N  :  ces  droites  sont  les  asym- 
ptotes cherchées.  On  retrouve  bien  par  celte  conslruclion 
que,  si  le  point  choisi  sur  ab  est  au  milieu  de  ce  sèment, 
l'hyperbole  correspondante  est  équilatère.  Pour  les  poinis 
a  et  b^  on  a  des  coniques  infiniment  aplaties  qui  forment 
la  transition  entre  les  ellipses  et  les  hyperboles. 

On  verra  facilement  que,  pour  obtenir  les  foyers  d'une 
des  coniques,  il  suffit  de  prendre  les  intersections,  arec 
l'un  des  axes,  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
la  portion  de  l'autre  axe  comprise  entre  N  et  la  tangente 
à  la  conique  que  l'on  considère.  Pour  obtenir  les  som- 
mets de  la  conique  passant  en  m,  on  opère  ainsi  :  Da 
pointa',  milieu  de  oa^  on  décrit  une  circonférence  ava 
om  pour  rayon;  cette  courbe  rencontre  la  droite oi aux 
sommets  de  la  conique.  De  même  pour  l'autre  axe,  en 
employant  le  milieu  V  de  ob. 

Puisque  les  segments  ma  et  mb  sont  dans  le  rapport 
des  carrés  des  axes  de  la  conique,  nous  pouvons  de  cette 
construction  déduire  cette  proposition  élémentaire  : 

On  a  un  tnangle  boa  et  les  poinis  a!  et  V  milieux 
fies  côtés  oa^  ob;  on  prend  un  point  quelconque  m  sur 
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i^hjrpof émise f  on  n 


ma a'  ni  —  oa' 

mb        77     '       '77' 
b  m  —  ob 


On  demande  la  démonstration  directe  de  cette  propo- 
sition ainsi  que  du  théorème  qui  a  donné  la  construction 
des  axes  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi   : 

Un  point  d'une  conique  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  ce  point  et 
les  extrémités  d'un  des  axes,  de  la  conique  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle. 

Nous  sommes  arrivé  géométriquement  à  la  rela- 
tion (i)  ;  on  peut,  à  partir  du  moment  où  cette  relation 
est  établie,  continuer  de  la  manière  suivante. 

Joignons  le  point  a  au  point  A,  le  point  b  au  point  /, 
et  abaissons  sur  R  la  perpendiculaire  ay. 

L'angle  Iba  est  égal  à  Tangle  mha^  et  par  suite  est  égal 
à  l'angle  v^ah. 

Lorsque  Ton  considère  différentes  positions  de  m/,  on 
a  des  droites  telles  que  ah  et  bl  qui  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques. 

Les  droites  hl  qui  passent  par  les  points  où  R  est  ren- 
contrée par  les  droites  telles  que  ah  forment  aussi  un 
faisceau  (dont  le  sommet  est  à  Tinfini  )  qui  est  homogra- 
phique  au  faisceau  formé  par  les  droites  bl.  Les  rayons 
homologues  de  ces  faisceaux  se  rencontrent  en  des  points, 
tels  que  /,  qui  appartiennent  à  une  parabole.  Cette  courbe 
passe  par  le  sommet  b  du  faisceau  des  droites  bl.  De 
même,  elle  passe  par  a  qu'on  aurait  pu  prendre  comme 
sommet  d'un  faisceau  de  droites.  L'axe  est  perpendi- 
culaire à  a&,  etc. 

Nous  avons  rejeté  à  la  fin  de  cette  Note,  et  nous  avons 
indiqué  rapidement  cette  solution  géométrique,  parce 
qu'elle  nécessite  des  connaissances  qui  sont  en  dehors  du 
cours  de  Mathématiques  spéciales. 
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SOLUTION  DE  U  QUESTION  DE  HATRÊlATieUES  SPÉCULES 

PROPOSÉE  AU  COI^COCRS  D'AGRÉGÀTIOIf  BN   1876^ 

Par  m.  GAMBET. 


On  donne  une  parabole  P  et  un  point  H  dont  la 
projection  orthogonale  sur  le  plan  de  la  courbe  se  fait 
au  sommet  de  cette  parabole  : 

1°  Troui^er  l' équation  générale  des  surfaces  de  réf^o- 
lution  du  second  ordre  qui  passent  par  la  parabole  P 
et  par  le  point  H; 

2*  Déterminer  le  nombre  de  celles  de  ces  stvrfaces 
dont  V axe  passe  par  un  point  A  donné  dans  le  plan  Q, 
qui  contient  le  point  H  et  l'axe  de  la  parabole  P. 

Classer  les  mêmes  surfaces  quand  le  point  A  se 
meut  dans  le  plan  Q. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  sommet  de 
la  parabole,  pour  axe  des  z  la  projetante  du  point  H, 
et  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  parabole,  dans  lequel 
elle  sera  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet; 
de  sorte  que  ses  équations  seront 

2  =  0,     jr^  —  2/7X  =  o. 

Soit  a  A  la  distance  du  point  H  au  sommet  de  la  para- 
bole. 

L'équation  générale  des  surfaces  de  révolution 

(i)  (.r  — rt)»-4-(7~^)2H-(2  — c)»-r» 

—  {ax-\-  P7-f-72-f.J)»  =  o 

devra  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

a*=i,      p  =  o,      a-haâ=pj      ^  =  0, 
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L'équation  (i)  devient  alors,  en  prenant  a  =  -f-  i, 

(2)  J^'  -+-  (1  — 7»)z'--  27x3  —  7,px—  %h{\  ~7»)2  =  o.^ 

Les  coordonnées  du  centre  .de  la  sphère 

[jc  ^  ay  -^{y  —  by  -^^  [z  —  cY  -^  r*  =  0 

devant  satisfaire  constamment  aux  équations 

b  =  o,     r  — 7(fl— /?)  — ^(i  — 7»)  =  o, 

quel  que  soit  y,  il  s'ensuit  que  les  équations  de  Taxe  de 
révolution  des  surfaces  (2)  sont 

(3)  r  =  o,     s  — 7(x  — />)  — //(i  — 7»)=:o. 

Remarquons  tout  de  suite  que  la  valeur  a  =  —  x  n'a 
d'autre  effet  que  de  faire  changer  le  signe  de  y  dans  les 
équations  (2)  et  (3).  Il  est  donc  inutile  de  la  consi- 
dérer. 

Soient  Xo)  o,  z^  les  coordonnées  du  point  â.  L'axe  de 
révolution  des  surfaces  (2)  devant  passer  en  A,  on  aura 

on,  en  ordonnant  par  rapport  à  y, 

^7'  —  (  jT,  —  y  ) 7  -+-  2»  —  /i  =  o. 

Cette  équation  détermine  deux  valeurs  de  y  en  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point  A.  Ces  valeurs  seront 
réelles  si  Ton  a 

donc,  si  le  point  A  est  extérieur  à  la  parabole 

il  j  a  deux  surfaces  de  révolution  dont  Taxe  passe  en  A  \ 
il  n'y  en  a  plus  qu'rme  si  ce  point  est  sur  la  parabole. 
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EiiGn,  poar  tout  point  intérieur  à  celte  même  parabole, 
les  surfaces  de  révolution  sont  imaginaires. 

La  parabole  qui  limite  ainsi  les  régions  où  les  sur- 
faces sont  réelles  est  V enveloppe  des  axes  de  révolution 
de  ces  surfaces.  Elle  a  son  axe  parallèle  à  l'axe  des  2,  et 
elle  est  tangente  en  son  sommet  à  la  droite  z  — A  =  o. 

Si  Ton  écrit  ainsi  son  équation  dans  le  plan  desxr, 

(«  —  î?.A)'-h  (x-f-  a— /?)  (x  — 2  —  y:?)  =  0, 
on  voit  encore  qu'elle  est  tangente  aux  deux  droites 

X -f- 3 — p  :=  O,      X  —  z — p  =  Oy 

les  points  de  contact  étant  sur  la  droite 

z  ~  2A  =  0, 

et  ayant  pour  abscisses  p  —  aAetp+aA. 

En  faisant  j^  =  o  dans  Téquation  (2),  on  obtient  la 
section  méridienne  des  surfaces  qu'elle  représente.  Son 
équation  dans  le  plan  des  xz  est  donc 

(4)       (*  — 7^)** —  ^.yxz  —  2pj: —  2^(1  —  y^)z  =  0. 

Elle  est  toujours  du  genre  hyperbole,  tant  que  Ton  a 
y ^05  par  suite  les  surfaces  (2)  ne  peuvent  être  que da 
hyperboloïdes  ou  des  cônes ^  tant  que  y  est  différent 
de  zéro. 

Le  z  du  centre  de  la  méridienne  étant  égal  à >  00 

voit  que  ce  centre  s'éloigne  à  T infini,  si  7  tend  vers  zéro. 
Pour  7  =  0,  la  section  méridienne  est  la  parabole 

z-  —  ipx  —  2/2  a  =  o, 

et  la  surface  de  révolution  est  un  paraboloïde, 

11  faut  maintenant  distinguer  les  cas  où  les  surfaces  (a) 
sont  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  de  ceux  où  elles 
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sont  des  hyperboloïdes  à   deux  nappes,  ou  des  cônes. 
II  sufiit  pour  cela  de  déterminer  les  points  d^intersec- 
tion  de  leur  axe  avec  la  section  méridienne  (4)« 
L'équation  qui  donne  le  z  de  ces  points  est 

7(1  -*-7')z'-h  2/^(1  -+-7»)z—  iph{\  —  7*)  -4-2/>'7  =0. 

Cette  coordonnée  sera  réelle  si  Ton  a 

(,?-h2^7)  (i-7')>o; 
donc,  si  Ton  a 

(;>-!- 2/i7)  (i-^7')>o, 

il  y  a  deux  points  d'intersection  réels  et  distincti^  \  et  par 
suite  réquation  (2)  représente  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 
Si  Ton  a 

(^-f.2/17)  (1  — 7«)  =  o, 

les  deux  points  d'intersection  sont  confondus  en  un 
seul,  et  réquation  (2)  représente  un  cône. 
En6n,  si  l'on  a 

les  points  d'intersection  sont  imaginaires,  et  Ton  a  un 
hjperholoïde  à  une  nappe. 
Or,  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  ci-dessus  est 

positif  si  y  varie  de  —  00  à ^»   et  de  — 1    à-|-i; 

qu'il  est  au  contraire  négatif  si  y  varie  de  —  ■—■  à  —  i , 
et  de  W-  I  à  -4-  00  ;  et  qu'enfin  il  est  nul  si  y  prend  les 
valeurs ^>  —  1  et  4-  i .  On  suppose  p  >  2/1. 

Donc,  si  y  varie  de  —  00  à  — -^>  ou  de  —  là  -|-i,on 
a  des  hyperboldides  à  deux  nappes, 

^M.<ie Mathémat., -à* sérient.  XVII.  (Sept.  1878.)  27 
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Si  y  varie  de  —  •—  à  —  i  ou  de  + 1  à  -+-  oo  ,  on  a  des 


P_ 

hyperboloïdes  à  une  nappe. 

Et  pour  les  valeurs  de  y  ëgalcs  à  —  —^  —  i,  -H  i,on 

a  des  cônes» 

II  faut  encore  remarquer  que,  si  y  varie  de  —  i  â  -f- 1 , 
on  obtient,  pour  y  =  o,  un  paraboloïde.  C^est  U  limite 
commune  des  deux  séries  d*hyperboioïdes  a  deux  nappes, 
obtenus  en  faisant  croître  y  de  —  i  i  zéro,  on  en  le  fai- 
sant décroître  de  + 1  à  zéro. 

Les  axes  des  trois  cônes  ont  pour  équations  dans  le 
plan  des  xz 

o.px  -H  4/'2  —  /?'  —  4^*'  =^  <^' 

J?  -h  2  — />  =  0, 
Jr  —  l  —  />  =:  O, 

et  Taxe  du  paraboloïde 

»  —  A  =  o. 

Le  premier  de  ces  axes  touche  la  parabole  limite  sur 
Taxe  des  z.  Quant  aux  autres,  nous  connaissons  déjà 
leur  position. 

La  discussion  a  été  faite  en  supposant  p^  rih\  elle 
serait  aussi  facile,  et  presque  semblable,  en  supposant 
p  <  a  A. 

Mais,  si  p  ==  aA,  le  premier  cône  se  confond  avec  le 
second.  Toute  valeur  de  y  moindre  que  + 1  donne  ua 
byperboloïde  i  deux  nappes,  tandis  que  toute  valeur 
supérieure  à  + 1  donne  un  byperboloïde  à  une  nappe. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Escary,  Tonrrettcs 
et  Moret-BIanc. 
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Décomposition  du  carré  d^un  nombre  "S  et  de  ce  nombre 
lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  forma 
a:*  -+-  t.j^^  t  étant  un  nombre  rationnel  positif  on 
négatif;  résolution  en  nombres  entiers  du  système 
des  équations  indéterminées 

r  =  x'H-f(x4-«)%    j»  =  z«H-f{«-4-,6)»; 

Par  M.  E.  de  JONQUIÈRES. 


1 .  Les  formules  que  j'ai  données  dans  la  livraison  du 
mois  de  juin  dernier  (t.  XVII,  p.  246)  permettent  de 
décomposer  immédiatement,  en  une  somme  de  deux 
carrés,  le  carré  N*  du  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs  premiers  qui  ont  cette  même  forme  et,  par 
un  changement  convenable  et  bien  déterminé  dans  les 
signes  des  différents  termes  dont  elles  se  composent,  font 
connaître  toutes  les  décompositions  de  même  espèce  du 
carré  de  ce  produit. 

J'ajoute  que,  moyennant  une  très-légère  modification, 
ces  formules  servent  pour  décomposer  en  une  somme 
quadratique  de  la  forme  x*  -f- A.j^'  le  carré  N*  du  pro- 
duit d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs  ayant  tous 
cette  même  forme.  Pour  cela,  il  suffit  d'y  remplacer 
par  ^.  bi  la  quantité  qui  y  est  généralement  désignée 
par  bi.  Chacun  des  facteurs  premiers  de  N  est  alors 
égal  à  une  somme  telle  que  a\  -htb]^  et  d'une  seule 
manière  si  t  est  positif  (^). 

Cette  substitution  change  les  formules  (  i  )  dontil  s'agit 


(*)  Legendre  démontre  dans  la  Théorie  des  nombres,  a*  Partie,  n*  334, 
que  tout  nombre  premier  qui  est  de  la  forme  x*  -h  tjr*,  t  étant  un  nombre 
positifs  ne  peut  être  qu* une  seule  fois  de  cette  forme, 

•  27, 
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en  celles-ci  : 

r  =  22  [n.  (/iv/7.  ^)  n^,  (fl»  - /.^>)] 
-  2*2  [n,(/iv/î.*)n,_,(fl»- /.A»)] +2>2(... ]-..., 

dont  tous  les  termes  recevront  successivement  les  cban- 
gements  de  signe  indiqués  à  la  page  289  de  Tarticle  pré- 
cité, si  Ton  veut  obtenir  toutes  les  décompositions 
distinctes,  dans  chacune  desquelles  les  composants  x  et  >- 
sont  premiers  entre  eux,  et  qui  sont  encore  ici  les  seules 
intéressantes  à  considérer. 

On  remarquera  que  ^t  ne  figure  dans  la  valeur  de  r 
que  comme  facteur  commun  de  tous  les  termes  et  par 
conséquent  disparait,  pour  devenir  f,  lorsqu^on  élève  v 
au  carré  en  formant  la  somme  x*  •+•  t.j*  =  N*. 

J'ajoute  enfin  que  toutes  les  décompositions  de  cette 
espèce  dérivent  une  à  une,  et  par  la  même  loi  que  dans 
le  cas  primitif,  de  celles  de  même  forme  du  nombre  K 
lui-même  et  sont,  comme  celles-ci,  au  nombre  de  a"~^ 

IL  Lorsque,  parmi  les  facteurs  premiers  de  N,  il  en 
est  qui  ne  sont  pas  décomposables  en  une  somme  quadra< 
tique  de  la  forme  donnée  x*  -h  t,  y*,  il  n'en  faut  pas  con- 
clure immédiatement,  comme  dans  le  cas  de  £  =  i,  que 
chacun  de  ceux-ci  doive  entrer  avec  un  exposant  pair 
dans  la  composition  de  N,  pour  que  le  nombre  N  soit 
décomposable  de  la  façon  requise.  Cette  condition  ne 
subsiste  que  pour  ceux  d'entre  eux  qui  ne  sont  pas  des 
divisions  linéaires  de  la  formule  x*  -f-  f.j*,  en  conser- 
vant à  cette  expression  le  sens  que  lui  ont  donné  La- 
grange  et  Legetidre  dans  sa  Théorie  des  nombres 
(  a*  Partie,  §X  à  XIII,  :'.'  érliiion  ).  Il  faut  donc  s'assurer 
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préalablement  quels  sont  ceux  qui  sont  des  diviseurs  li- 
néaires, soit  par  un  calcul  direct,  soit  en  se  servant  des 
Tables  dressées  dans  ce  but  par  Legendre  (Tables  IV,  V, 
VI  et  VII),  lorsque  le  nombre  ts'y  trouve  compris. 

On  aura  ainsi  réduit  le  nombre  N  à  la  forme  PQR  ; 
P  étant  le  produit  des/?  facteurs  premiers  qui  ne  sont  ni 
diviseursquadraliques,ni  diviseurs  linéaires  de  x'  +  fj^*; 
Q  exprimant  le  produit  des  q  facteurs  premiers  de  N  qui 
sont  diviseurs  linéaires,  mais  non  quadratiques  ;  enfin  R 
représentant  le  produit  des  r  diviseurs  quadratiques  du 
nombre  N. 

Le  carré  N*  étant  égal  àP*  .Q*  .R*,  on  sait  déjà  que  P' 
n'est  pas  décomposable  et  que  les  formules  (  i')  donnent 
les  2''"*  décompositions  de  R',  dans  chacune  desquelles 
les  composants  x  eij-  sont  premiers  entre  eux.  Il  reste 
à  savoir  décomposer  Q*. 

m.  Or,  diaprés  un  théorème  démontré  par  Legendre, 
loco  cilato,  lorsqu'un  nombre  est  diviseur  linéaire  d'une 
forme  quadratique  donnée  j:*  -+-  t.j'^^  sans  être  en  même 
temps  diviseur  quadratique  de  cette  forme,  il  existe  tou- 
jours un  nombre  entier,  moindre  que  ^1/^9  tel   qu'il 

suffit  de  multiplier  par  ce  nombre  auxiliaire  le  diviseur 
linéaire  pour  rendre  ce  dernier  diviseur  quadratique.  En 
conséquence,  ou  multipliera  chacun  des  q  facteurs  de  Q 
parle  nombre  a  convenable,  et  Ton  transformera  ainsi 
Qen  unproduitdelaforme(ffi<7i)((X,^s)(a5<7s)...==Â.Q. 
Comme  tous  les  facteurs  cciqi  de  AQ  sont  actuellement 
de  la  forme  requise  a'  -h  £  .6',  les  formules  (i')  donneront 
immédiatement  les  2^~*  décompositions,  de  dernière  es- 
pèce à  un  facteur  près,  dont  A'Q*  est  susceptible.  Parmi 
elles,  il  y  en  aura  dont  les  deux  nombres  composants 
seront  de  la  forme  Ax,  Ayfï  .j^  c'est-à-dire  qui  auront 
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en  commun  le  facteur  Â,  produit  de  tous  les  nombres 
auxiliaires ffi,  a^^  as,.... 

En  effet,  s*il  n^y  en  avait  aucune  dans  ce  cas,  le 
nombre  Q  ne  serait  donc  décomposable  d'aucune  ma* 
nière  en  une  somme  quadratique  de  la  forme  x*  +  ty*^ 
ce  qui  ne  peut  être,  puisqu'il  a,  par  hypothèse,  pour  fac- 
teurs premiers  des  diviseurs  linéaires  de  cette  forme  e€ 
que,  d'après  un  théorème  connu  (  Tliéorie  des  nombres^ 
§  XIII,  n^231),  tout  produit  de  deux  tels  diviseurs  est  un 
diviseur  quadratique  de  la  même  forme.  En  divisant  par 
Â  les  deux  composants  de  chacun  de  ces  systèmes^  on 
connaîtra  les  composants  eux-mêmes  de  tous  les  systèmes 
de  dernière  espèce  que  comporte  la  décomposition  de  Q*, 
systèmes  qui  sont  d'ailleurs  en  même  nombre  que  ceux 
de  Q  et  qui  en  dérivent  directement  un  i  un. 

IV.  La  décomposition  de  N*  =  P^Q*R*  sera  ainsi  ren- 
due facile,  soit  par  desimpies  multiplications desnombres 
obtenus,  si  Ton  ne  veut  pas  obtenir  les  décompositions 
de  la  dernière  espèce,  soit,  si  Ton  ne  recherche  que  ces 
dernières,  en  appliquant  directement  les  formules  (t')  à 
la  décomposition  du  nombre 

(AQR)-=:(a,9,){a,^,)  ...  r^r^r^...^ 

dont  tous  les  facteurs  ont  la  forme  quadratique  a*  -+•  t.i*, 
maisen  ne  prenant,  bien  entendu,  parmi  elles,  que  celles 
appartenant  à  des  systèmes  dont  les  deux  composants 
auront  Âpour  facteur  commun,  ainsi  qu^on  Favait  fait 
pour  obtenir  les  décompositions  de  Q*  ;  soit  enfin  (ce  qui 
est  plus  simple  encore)  en  décomposant  par  les  mêmes 
formules  le  carré  du  nombre  N',  obtenu  en  posant 

et  en  opérant  de  même  sur  les  résultats  obtenus. 
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V.  Voici  quelques  exemples  de  ces  différents  cas  : 
1»  SoienU=:  a,  N  =  io65g  =  3.  ii.  17. 19.  On  a 

3=  (i» -h  2.1'),     11  =  (3'-+- 2.1»), 
17=:  (3' -h  2.2»),     i9=(i«-i-2.3'), 

elles  formules  (1^)  donnent,  pour  la  première  des  huit 
sol  u lions  de  la  dernière  espèce, 


10659   =8159   -h  2.4^50  . 
2**Si  ^  =  3,  N  ==  53399  =  7.  i3. 19.31,  on  a 

7  =  (2»-h3.I»),       l3=:(l»+3.2'), 

19  =  (4^  -h  3.1"),     3i  =  (22  +  3.3»), 

elles  formules  (i')  donnent,  pour  la  première  desliuit 
solutions  de  la  dernière  espèce. 


63599   =31273    -f-3.25i32  . 

Dans  les  deux  exemples  qui  précèdent,  tous  les  fac- 
teurs de  N  étaient  des  diviseurs  quadratiques  de  la  forme 
requise  x*4-/y*.  En  voici  d'autres  où  cette  condition 
n'est  remplie  qu'en  partie,  ou  même  pas  du  tout,  les 
facteurs  étant  alors  simplement  des  diviseurs  linéaires 
de  la  formule. 

3*>t=5,N=  189  =  3. 7. 9  =  3.7(2»  H- 5.1*). 

Les  multiplicateurs  propres  à  rendre  quadratiques  les 
facteurs  3  et  7,  diviseurs  linéaires  de  la  forme  a:*-4-5  j^' , 
sont  ici  respectivement  2  et  2;  on  a  ainsi 

4N  =  6. 14.9  =  189  =  (i' -H  5.  i>)  (3» -h  5.  i»)  (2»  4- 5. 1»), 

et  les  formules  (  i')  donnent  les  quatre  solutions  de  der- 
nière espèce 

^i=4-99>     r.  =  4-725     ;r,z:r4.i49,     ^,  :=4.52; 
ar,==4-«7ït     r»=4-36;     Xtz=zi/^,   61,     r4~=4-8o, 
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qui,  étant  divisées  par  4^  produit  des  deux  multiplicatean 
auxiliaires,  donnent  les  quatre  systèmes  de  décomposi- 
tion de  dernière  espèce  de  189  . 

4**  t=  i5,  N  =  17.23. 19  =  74^9.  Les  facteurs 
17  et  23  sont  diviseurs  linéaires,  taudis  que  19  esl  divi- 
seur quadratique.  En  écrivant 

N  =  {i7.23).  19=  (16»  H- i5. 3»)  (2»  4-  i5.i»), 

et  appliquant  les  formules  (  i')  à  ce  produit  de  deux  fac- 
teurs quadratiques,  on  trouve  les  deux  solutions  de  der- 
nière espèce 


74^9  =7091-1-15.572    et  74^9  =:4429  -m5.i54o  . 

5**  «=  19,  N=  5.7. 11  =  385.  Le  multiplicateur  qua- 
dratique est  ici  4  pour  les  trois  facteurs,  d'où 

64.N=  (i«4- 19.1»)  (3»-h  19.1»)  (5» 4- 19. 1') 
et  les  formules  (  i')  donnent  l'unique  solution 

N'=:  223  -h  19.72, 

correspondante  à  celle  de  N  =  385  =  9*  4-  19.4*,  qui 
est  aussi  unique.  Quant  aux  trois  autres  décompositions 
fournies  par  les  formules  (i'),  savoir  : 

^,=:.  82.751,     X3=  32.769,     «4  =  32.599, 
jr,  1=32.39,        j'a  =  32.9,  j4  =  32.III, 

elles  sont  étrangères  à  la  question,  puisque  I<*s  compo- 
sants ont  32  pour  facteur  commun,  au  lieu  de  64- 
6^  t,  négatif,  = — 3, 

N  =  481  =13.37  =  (5^- 3.2»)  (7» -3.2»;. 
La   formule  générale  (1')  donne  les  deux  solutions 

481  =577  —3.184  =3937  —3.2256. 

Le  cas  de  t  fractionnaire  sera  examiné  plus  loin, 

[La  suite  prochainement,] 
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SDR  ^ÉQUATION  INDETERMIKÊE  X'-f-T>=:  AZ^ 

Par   m.   Edouard   LUCAS. 


On  a  le  lliéorème  suivant  : 

Pour  que  Véquation  proposée  soit  vérifiée  par  des 
valeurs  entières  lie  X,  T,  Z,  A,  il  faut  et  il  suffit  que  A 
appartienne  à  la  forme  ^(^-i^y)  préalablement 
débarrassée  de  ses  facteurs  cubiques. 

En  effet,  on  a  l'identité 

[«»  — ^*  -f-  Gx'y  4-  Zxy^Y  -f-  [^'  —  J?*  +  &r-'^  -t-  Sjx'J» 
=  xy[x-\'X].Z'[x'  -f-  xy  -+-^'1% 

et  Ton  résout  l*équalîon  proposée,  par  les  valeurs 

X  =  .r*  — ^-^  4-  Gx'x  -f-  3xj', 

Y  =7»  —  x»  -f-  6/'x  H-  3/.r% 

Z=3(x'-hx/4-jO, 

A  =  xr(jî-hr)- 

Réciproquement,  si  Téquatioii  est  vérîGée  pour  les 
valeurs  x^^j^^  Zq  des  variables,  et  si  Ton  pose 

on  a 

C^est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  résulte  encore  de 
Tidentité  précédente  que  toute  solution  de  Téquation 
proposée  conduit  à  une  série  indéfinie  de  solutions  nou- 
velles, en  supposant  A  constant.  Il  faut  excepter  le  cas 
dex  =  ±j. 

Exemple.  —  Pour  a:  =  i ,  j^  =  a,  on  a  la  solution 

17*  4-  37''  =  6.2i»j 
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de  laquelle  on  déduit  une  série  indéGnîe  d^autres  solu- 
tions. On  observera  ainsi  que  l'équation 

a  une  infinité  de  solutions,  bien  que  Legendre  ait  affirmé 
le  contraire.  On  peut  aussi  trouver  d'autres  identités,  en 
nombre  illimité,  et  ainsi  la  suivante  : 

[4:»  4-  3xV  -  fj  -f-  [3.rr  (x  -h  j)]» 
de  laquelle  il  résulte  que  le  polynfrme 

ik  esl  jamais  égal  au  cube  d'un  nombre  entier,  ni  à  son 
double,  a  son  triple,  à  son  quadruple  ou  à  son  quin- 
tuple. 


GORRESPONDAKGE. 


1.  Lettre  de  M.  Hilaire,  Professeur  à  Douai,  — 
Permettez-moi  de  vous  communiquer  quelques  obser- 
vations sur  le  problème  donné  en  Mathématiques  élé- 
mentaires au  Concours  général  de  1877,  ^^  ^^°^  j^ 
trouve  une  solution  (p.  ai3)  {*). 

Je  remarque  d'abord  que  le  centre  de  Tel lipse  est  évi- 
demment le  point  du  plan  bissecteur  qui  a  le  point  p 
pour  projection  orthogonale  sur  le  plan  P  :  donc  ce  point 
ne  se  confond  avec  le  point  a  que  quand  la  droite  Aa 
est  perpendiculaire  à  la  fois  au  plan  bissecteur  et  au 


(*)  La  seconde  solution  (page  968)  n'était  pas  encore  publiée  lorsqne 
nous  avons  reçu  la  lettre  de  M,  Hilair^. 
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plan  P,  c'esl-à-dire  quand  les  plans  P  el  F  sont  paral- 
lèles. 

Je  vais  montrer  ensuite  que  la  question  tout  entière 
est  une  application  immédiate  des  propriétés  focales  dans 
les  surfaces  du  second  degré. 

En  effet,  les  points  C  appartiennent  au  lieu  des  points 
équidistants  du  point  A  et  du  plan  P  ;  ce  lieu  est  un 
paraboloïde  de  révolution,  ayant  pour  foyer  le  point  A, 
pour  axe  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur  le 
plan  P,  et  pour  sommet  le  point  situé  sur  cet  axe,  à  égale 
distance  du  point  A  et  du  plan  P  :  Tellipse  est  précisé- 
ment la  section  de  ce  paraboloïde  par  le  plan  bissec- 
teur. 

Or,  diaprés  un  théorème  connu  [voir,  par  exemple, 
Salmon,  Géométrie  à  trois  dimensions) y  le  cône,  ayant 
pour  sommet  un  foyer  d'une  surface  de  révolution  et 
pour  base  une  section  plane  quelconque  de  cet  le  surface, 
est  lui-même  de  révolution,  et  il  a  pour  axe  la  droite 
joignant  le  foyer  au  pôle  du  plan  de  la  section. 

Il  résulte  de  là  que  le  cône  formé  par  les  droites  AC  est 
toujours  de  révolution. 

Quant  au  fait  que  Tellipse  se  projette  suivant  un  cercle 
sur  le  plan  P,  il  se  rattache  aux  mêmes  propriétés.  Pour 
le  faire  voir,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  précédent 
au  foyer  situé  à  Tinfini  sur  Taxe  du  paraboloïde.  Le 
cône,  dont  le  sommet  s'éloigne  à  Tinfini,  devient  un  cy- 
lindre. 

L'axe  de  ce  cylindre  de  révolution  joint  toujours  le 
foyer  au  pôle  du  plan  de  la  section  \  mais,  d'une  part, 
le  foyer  est  à  l'infini  sur  l'axe  du  paraboloïde,  et,  d'autre 
part,  le  pôle,  qui  doit  toujours  se  trouver  sur  le  diamètre 
conjugué  du  plan,  est  sur  une  parallèle  à  Taxe  du  para- 
boloïde. Donc  l'axe  du  cylindre  se  confond  avec  ce  dia- 
mètre du  paraboloïde,*  par  suite  il  est  perpendiculaire 
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au  plan  P,  et  le  plan  P  doit  couper  le  cylindre  suivant 
un  cercle. 

2.  Les  questions  1225,  1230,  1235,  1251,  1254  ont 

été  résolues  par  MM.  Dunoyer,  Pisani,  Lez,  S.  K.,  à 
Vienne,  N.  Androwski,  à  Varsovie. 


PliBLIC4TI0KS  RÉGKNTES. 


1.  TfiORU    GENERALE    DE!    LOGÀRITMI  ;   pCr   Fiug.    Pictro 

Caminatiy  Professore  titolare  di  Matematica  nel  R.  Is- 
tituto  tecnico  di  Sondrio. 
Estralto   dalla  Riuistà   di    Matematica  clementare, 
vol.    V.    Novara,  tipografia   Novarese  dî   N.    Lenta 

(1878). 

2.  Démonstration  de  deux  tbéorèmes  analogues,  en 
Géométrie  de  Tespace,  à  celui  de  Pascal  en  Géométrie 
plane;  essai  de  réponse  à  une  question  posée,  en  iSaS, 
par  r  Académie  de  Bruxelles. 

Par  M.  Sautreaux  Félix  y  étudiant  en  Mathématiques,  à 
Nice. 

Extrait  des  Bulletins  de  l'académie  royale  de  Bel- 
gique^ 2*  série,  t.  XLV,  n®  4  î  avril  1878. 

3.  Théorèmes  d'Arithmétique,  par  Edouard  Lucas. 
Imprimerie  royale  de  Turin,  1878. 

•4.  Mémoire  sur  les  lois  de  réciprocité  relatives  aux  ré- 
sidus de  puissances-,  par  le  P.  Th^*  Pépin,  S.  J. 
Exlrait  des  uétfi  delP  y^ccademia  r/e'  nuoi'i  Unceû 
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RBliRQUBS  SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DU  NOMBRB  10-, 

Par  m.  L.  HUGO. 


Dans  les  Nouy^elles  Annales  (1878,  p.  882),  M.  Ge- 
rono  a  cité  le  théorème  de  M.  de  Jonquières,  relatif  au 
nombre  5.  Ce  théorème  conduit  naturellement  au  sui- 
vant, qui  a  son  intéri^t,  eu  égard  à  l'importance  du 
nombre  10  : 

Le  nombre  10  est  le  seul  entier  dont  l'une  des  moi- 
tiés  soit  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  cofisécu^ 
tifs,  l'autre  moitié  ayant  pour  carré  la  somme  des 
carrés  de  deux  entiers  consécutifs» 

De  plus,  les  entiers  consécutifs  sont  eux-mêmes 
consécutifs  en  groupe  (i,  a,  3,  4)»  et  leur  somma  est  10. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ARN4LES. 


Question  140 

(voir  i'* ferle,  t.  VI,  p.  140}; 

Par    m.    h.   BROCARD. 

En  projetant  cylindiiquement  deux  hyperboles  con- 
juguées sur  un  plan,  les  projections  sont  des  hyperboles 
CONJUGUÉES.  Mais  que  deviennent  les  hyperboles  conju- 
guéesen  les  projetant  comqvBMEJUT  sur  un  plan? 

Soient,  dans  un  plan  P,  deux  hyperboles  conjuguées 
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admettant  pour  asymptotes  communes  les  droites  AOA^ 
BOB'.  Soit  S  le  sommet  du  cône.  Par  ce  point  faisons 
passer  un  plan  M  parallèle  au  plan  N  sur  lequel  nous 
cherchons  la  trace  du  cône.  Ce  plan  M  renfermera 
quatre  génératrices  du  cône  SC,  SD,  SE,  SF,  parallèles 
au  plan  N.  Dans  ces  quatre  directions  il  existe,  à  Tinfini 
sur  le  plan  N,  un  point  de  la  section.  Celle-ci  se  com- 
pose donc  de  deux  hyperboles  ayant  quatre  asymptotes 
parallèles  aux  quatre  directions  indiquées  ci-dessos. 
Leurs  centres  sont  différents,  car  les  projections  coniques 
des  diamètres  cessent  d'être  des  diamètres  des  projec- 
tions des  courbes*,  ainsi  les  hyperboles  ne  sont  plus  con- 
juguées. Quant  aux  plans  passant  par  le  sommet  S  et  les 
deux  asymptotes  AOA\  BOB\  leurs  traces  sur  le  plan  N 
ne  sont  plus  des  asymptotes  aux  hyperboles  trouvées;  ce 
sont  simplement  des  droites  qui,  évidemment,  ne  les 
rencontrent  pas. 


Question  1255 

(voir  a*  sérld,  t.  XYII,  p.  137  )  ; 

Par    m.    Eucàns    DËLMAS, 
Élève  du  lycée  de  Lyon. 

D^un  point  M  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  d'tm 
triangle  ABC,  qui  rencontrent  respectivement  ifis  deux 
autres  côtés  en  des  points  a,  a;  &,  P;  c,  7  :  démontrer 
que  la  somme 

MâMa  +  M^M^  +  McMy 

est  égale  à  la  puissance  du  point  M,  par  rapport  au 
cercle  circonscrit  au  triangle, 

H.  ScaROTER. 
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Eq  prenant  pour  triangle  de  référence  le  triangle 
ABC,  le  poînt  M  est  défini  par  les  longueurs  a',  P',  /des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  BG, 
AC,AB. 

On  a,  d'une  part,  les  relations 

sinB  sinG 

smL  *^       sinA 

siiiA  '       stijfi 

II  s'ensuit 


MaMcc  +  M^iVjp+McMy 


PY        .        g-y        .        p'a' 


sinfisinC       moCsirA       sinAsinfi 

D'autre  part,  lorsque,  dans  Téquation 

p7  sin  A  -H  ay  sinB  -f-  af  sinC  =  o 

du  cercle  circonscrit  au  ti-iangle  de  référence,  on  rem- 
pace  a,  P,  7  par  a',  /3',  /,  le  premier  membre  représente, 
en  valeur  absolue,  le  produit  de  sinA.  sinB.sinC,  par 
le  carré  de  la  tangente  menée  au  cercle  parle  point  M  ('*'); 
donc  la  puissance  du  point  M  est,  en  valeur  absolue, 

P  7  ,         «  7  ,         P  * 


sÎDfiiiinC       sin  G  sin  A       sinAsiiiB 
ou 

MaMa  +  M^M^ +  MCM7.     c.  q.  F.  D. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Franchy,  maître  ré- 
pétiteur au  lycée  de  MouUdb;  E.  Fauquembergue,  maître  répétiteur  au 
lycée  de  Saint-Quentin;  Moret-Blanc;  Droz;  Guillet;  Barbarin;  Kœnigs, 


(*)Saliiox.  Coniques,  4*  édition,  p.  I25,  n»  i32.  *'?^' 

«16  plus 
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élève  à  l'écolode  rimmaculée-ConGeptlon,  b Toulouse;  Michel;  Ammnd 
Bertrand,  propriétaire  à  Azillanet;  J.  Chambon  ;  Michel. 

M.  Bertrand  fait  observer  qu*en  nommant  S  la  surface  du  triangle  quia 
pour  sommets  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  M  sur 
les  côtés  du  trian(;Ie  ABC,  la  puissance  du  point  M,  par  rapport  au  cercle 

circonscrit,  a  pour  expression  -; — ,.„.-* 
'^  '^  sinAsinBsinC 


QUESTIONS. 


1285.  Étant  donnés  cinq  points  dans  Tespace  et  un 
plan,  on  demande  : 

i^  Le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  cônes  qui  pas- 
sent par  les  cinq  points  et  sont  tangents  au  plan  ] 

2^  L'enveloppe  de  leurs  génératrices  de  contact  avec 
le  plan.  (Gekty.) 

1286.  Deux  droites  de  même  longueur  OA,  OB  et  un 
point  P  sont  donnés*,  une  droite  mobile  passant  par  le 
point  P  coupe  OA  en  a,  et  OB  en  b.  On  décrit  deux 
cercles  ayant  pour  centres  a  et  i,  et  qui  passent  respec- 
tivement par  A  et  B  :  trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  communs  k  ces  deux  cercles.  (  Dboz. ) 

1287.  Soient  A  et  B  les  extrémités  de  deux  rayons 
conjugués  variables  d'une  ellipse;  trouver  Tenveloppe 
des  cercles  décrits  sur  AB,  comme  diamètre. 

(BARBAaiIf.) 
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LIBRAIRIE   DE    GADTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  ADGUSTINS,   55,  A  PARIS. 


ENVOI  FRANCO  DANS  TOUTE  L  UNION  POSTALE  CONTRE  MANDAT  DE  POSTE. 


ŒUVRES  COMPLETES 


DE  LAPLACE,    * 

PUBLIÉES 

SOUS  LES  AUSPICES  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES 

PAR 

MM.  LES  SECRÉTAIRES  PERPÉTUELS. 


NOUVELLE  ÉDITION,  AVEC    UN  PORTRAIT  DE   LAPLACE,   GRAVÉ  SUR  CUIVRE  PAR  TONY  OOUTIÉRB. 
TREIZE  BEAUX  VOLUMES  IN-4  S^R  PAPIER  VSRGÉ  ET  SUR  PAPIER  DE  HOLLANDE. 


Extrait  de  l'ATertisBement. 

L'Académie,  sur  Je  Rapport  de  la  Section  d'Astronomie  et  de 
la  Commission  administrative,  après  avoir  pris  connaissance  des 
conditions  dans  lesquelles  devait  s'accomplir  le  travail  et  des 
soins  dont  il  était  entouré,  a  décidé,  dans  sa  séance  du  i6  juil- 
let 1877,  V^^  '^  nouvelle  édition  serait  publiée  sous  ses  auspices 
et  sous  sa  responsabilité. 

Les  éditions  précédentes,  qui  sont  devenues  très-rares,  ne  contenaient 
que  7  volumes,  savoir  :  Traité  de  Mécanique  céleste  [5  volumes),  Expo- 
sition  du  système  du  Monde  et  Théorie  analytique  des  probabilités.  La 
nouvelle  édition,  publiée  sous  les  auspices  de  T Académie  des  Sciences, 
avec  le  concours  de  M.  Puiseux,  Membre  de  l'Institut,  et  de  M.  Hoûel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  comprendra  de  plus 
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6  volumes  renfermant  tous  les  autres  Mémoires  que  Laplace  a  fait  pa- 
raître dans  de  nombreux  Recueils  académiques  et  périodiques,  et  dont 
la  dissémination  a  rendu  jusqu'à  ce  jour  Tétude  si  difficile. 


Souscription  aux  5  volumes  de  la  Mécanique  eélette, 
EirVOI  FRANCO  DANS  TOUTE  l'uNION  POSTALE  CONTEE  MA2IDAT  DE  POSTE. 

Le  tirage  est  fait  sur  trois  papiers  différents  :  !<>  sur  papier  vergé  semblable  à  eeluî 
des  Œuvres  de  Fresnel,  de  Lavoisier  et  de  Lagrange  ;  3"  sur  papier  vergé  fort,  an 
chiffre  de  Laplace;  Z^  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplaœ  (à  petii 
nombre). 

Le  prix  pour  les  3oo  premiers  souscripteur f  aux  5  Tfolumes  du  TaAirt  DE  MÉCASiQrE 
CÉLESTE  est  fixé  ainsi  qu'il  suit  (prix  à  solder  en  souscrivant)  : 

1^  Tirage  sur  papier  vergé  ;  5  vol.  in-4 -  •    ^  ^''* 

a^  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  chiffre  de  Laplace  ;  5  vol.  in-4 9^^- 

3**  Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (  à  petit  nombre)  ; 

5  vol.-in  4 ïwfr. 

Le  prix  de  chaque  volume  du  Teaité  de  Mécanique  céleste,  acheté  séparémait, 
est  fixé  ainsi  qu'il  suit  : 

I  ^  Tirage  sur  papier  vergé  ;  chaque  volume  in>4 3o  fr. 

a^  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  aux  armes  de  Laplace  ;  chaque  vo- 
lume in-4 as  fr.  Soe. 

Les  ^volumes  tirés  sur  papier  de  Hollande  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Le  Tome  I  et  le  Tome  11  (  1878)  sont  en  distribution  ;  le  tome  III  sera  envoyé  aux 
souscripteurs  à  la  fin  de  Tannée  1878  ;  les  Tomes  IV  et  V  suivront  de  près. 


Paris.  —  Imp.  Ganlbicr-Villars,  55.  qnai  des  Grands-Angnstins. 
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LIBRAIRIE   DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES  AUGUSTI.NS,    55,   A   PARIS. 


^.EMONÂ  (L.),  Dirocteur  de  l'École  d'application  des  Ingénieurs  à  Rome. 
—  Eléments  de  Géométrie  projective;  traduits  par  Ed.  Demtlf,  Chef 
I  <ie  bataillon  du  Génie.  Un  beau  volume  in-8,  avec  ai6  figures  sur  cuivre 
on  relief,  dans  le  texte  ;  1875 6  fr.* 

1^1  Géométrie  projectK^e  de  M.  Cremona  expose  d'une  manière  simple,  graduée 
^t  lo(rique  toutes  les  conquêtes  que  la  science  de  l'ctcndue  a  i'aitcs,  depuis  un  demi- 
si.  cle,  dans  toutes  les  ramifications  de  son  domaine;  elle  forme  un  ensemble  ho- 
'•«M^ène  et  harmonieux  des  remarquables  créations  de  Carnet,  Brianchon,  Poncolet, 
^•^••Liius,  Steiner,  Chasies,  Standt,  etc.  Les  méthodes  de  ces  savants  sont  loin  d'être 
'  ii-ntiqaes:  elles  présentent,  au  contraire,  de  grandes  divergences  dans  leur  di- 

«.tiou  et  ont  été  créées  chacune  dans  le  but  que  poursuivait  l'auteur.  Toutes 

•  lli^s  ont  fourni  des  résultats  inattendus,  conduit  à  des  vérités  nouvelles  ayant 
1  nir  cachet  d'originalité  et  revêtant  le  caractère  d'une  généralité  surprenante; 
nuis  ces  méthodes,  douées  d'une  immense  fécondité  et  présentant  presque  toutes 
!♦•  même  degré  de  simplicité,  manquent  d'unité  de  vue  à  leur  point  de  départ,  d'iden- 
tite  dans  leurs  définitions,  d'uniformité  dans  leur  mode  de  raisonnement  et  de 
'îcductîon  et  d'égalité  de  mesure  dans  l'appréciation  des  résultats. 

Cependant,  comme  le  dit  l'auteur  lui-même  dans  sa  Préface,  il  n'est  peut-être 
pas  de  science,  il  n'est  aucune  branche  dans  le  domaine  des  Mathématiques  qui 
l'uisse  être  étudiée  et  apprise  avec  un  aussi  mince  bagage  de  connaissances  préli- 
minaires que  la  Géométrie  projective.  L'élude  en  est  d'une  facilité  qui  surprend; 

•  lie  est  encourageante  et  attrayante,  parce  que,  avec  peu  do  peine,  presque  sans 
l'iTort  de  réflexion,  on  s'élève  dans  une  sphère  de  connaissances  nouvelles,  où  les 
]K)ints«  les  lignes  et  les  surfaces  se  débrouillent,  se  classent  et  se  fixent  avec  un 
art  simple  et  naturel,  où  la  lumière  jaillit  de  tous  c6tés  et  inonde  l'intelligence 
les  vérilés  les  plus  saisissantes  et  les  plus  harmonieuses.  Nous  pouvons  ajouter 

•]ue  ce  Livre  jouit  éminemment  de  la  double  qualité  de  former  une  excellente 
hase  d'études  pour  ceux  qui  s'adonnent  à  la  Science  pure,  et  de  donner  un  fonde- 
ment théorique  solide  aux  études  pratiques  des  ingénieurs.  Il  renferme  un  très- 
grand  nombre  d'exercices  que  les  Élèves  doivent  non-seulement  résoudre  au  tableau, 
mais  dont  ils  doivent  dessiner  les  épures;  la  méthode  de  démonstration  générale- 
ment choisie  est  la  méthode  graphique,  et  l'on  sent  à  chaque  pnge  que  l'Auteur 
n'a  jamais  perdu  la  pratique  de  vue,  et  qu'il  a  composé,  à  proprement  parler, 
une  introduction  &  la  Géométrie  descriptive  et  à  la  Statique  graphique.  Aussi 
n'est-il  aucune  École  où  les  Éléments  de  Géométrie  projective  no  puissent  être 
t  tiidiés  avec  fruit,  depuis  les  Écoles  professionnelles  d'Arts  et  Métiers,  les  Écoles 
regiraentaires  du  Génie  et  de  l'Artillerie  jusqu'aux  institutions  préparatoires  aux 
Écoles  (supérieures. 

Cet  Ouvrage,  dont  la  solidité  et  la  valeur  ont  été  reconnues  et  proclamées  dans 
tous  les  grands  centres  d'instruction  de  l'Europe,  est  ainsi  appelé  à  rendre  les 
plus  grands  services  à  l'étude  de  la  Géométrie  moderne  en  France. 

Eb  terminant,  nous  ne  saurions  nous  défendre  d'un  sentiment  de  regret. 
On  dirait  que  le  public  français,  jaloux  ou  défiant,  attend,  pour  se  prononcer, 
la  sanction  de  l'étranger.  II  y  a  près  de  vingt  ans  que  M.  de  Jonquières  constatait 
cette  étrange  disposition  de  notre  caractère  national  dans  la  préface  de  ses  Mé" 
Uznges  de  Géométrie  pure  :  «  J'éprouve,  dit-il,  une  impression  pénible,  en  pré- 
voyant que  ces  belles  idées  nous  reviendront  un  jour  d'Angleterre,  de  Belgique, 
d'Italie  ou  d'Allemagne,  après  avoir  reçu  sur  le  sol  étranger  une  consécration  que 
noua  n'aurons  pas  su  ou  voulu  leur  donner  nous-mêmes.  »  Le  savant  marin  a  été 
prophète,  mais  nous  espérons  que  les  Éléments  de  Géométrie  projective  de  M.  Cre- 
mona achèveront  de  répandre  parmi  nous  le  goût  de  cette  belle  science  et  d'en 
propager  la  connaissance. 


Paris.  -  Imprimerie  de  GAUTHIER-VILLARS,  quai  des 
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Les  tomes  I  à  VII,  X  et  XVI  h  XX  (  1843-1848,  i85i  et  1857-1861  ) 
ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément 12  ir. 

.    La  lUftUJLLilMB  8ÉBXE,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  cbaqne 
mois  par  cahier  de  48  pages. 

Les  tomes  1  à  VIII  (1862  à  1869)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément. . .     U  fr. 
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Décomposition  du  carré  d^un  nombre  N  et  de  ce  nombre 
lui-même  en  sommes  quadratiques  de  la  foime 
a*  -I-  ty^^  t  étant  un  nombre  rationnel^  positif  ou 
négatif;  résolution  en  nombres  entiers  du  système 
des  équations  indéterminées 

j-  =  jt:'-4-t(jcH-a)%    j«  =  s" -h  <  (2 -f- (3)*; 

Pab  m.  £.  DE  JONQUIÈRES. 


Dans  le  cas  de  t  négatif,  dont  je  viens  de  donner  un 
exemple,  il  importe  d'ajouter  que  les  décompositions 
fournies  par  les  formules  (i')  sont,  en  moindres  nom- 
bres, celles  de  chacune  desquelles  il  en  découle  une  in- 
finité d^autres  par  les  relations 

(4)  x  =  ar.r±r.jr,f,     jr  =:  j?,  j  ±  r»  r, 

r  et  s  étant  des  indéterminées  données  par  Téquation 
\m^n\Jiy  =  r  -hs^j  dans  laquelle  A:  est  un  entier 
quelconque 9  et  m^  n  sont  les  moindres  nombres  qui 
satisfont  à  Téquation  m*  —  tn*  =  i.  (Voir  Théorie  des 
nombres,  P"  Partie,  §  40). 

Dans  l'exemple  précédent,  les  moindres  nombres  qui 
satisfont  à  Téquation  m*  —  3/i'  =  i  sont  m  =  2,  /i  =  i  ^ 
ainsi  r  et  5  sont  donnés,  dans  ce  cas,  par  la  formule 
r-h5v/5  =  (24-^3)*. 

Si  l'on  prend  d'abord  A'  =  i ,  on  a  r  =  2,  ^  =  1 5  la  se- 
conde décomposition  de  N'  donne  pour  N  celle-ci 

481  =13* -3.4', 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  l.  XVII»  p.  4i9- 
^nn.  de  Matkémat,,  2«  série,  t.  XVII.  (Cet.  1 878.)  28 
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et  les  formules  (4)  deviennent 

x  =  23.a  =h3.8,    j^  =  23  ih8.2. 

On  en  déduit,  pour  la  plus  simple  des  décompositions 
de  481  après  celle  que  je  viens  d'écrire, 

481  =  34'— 3. Î5\ 

Les  formules   (4)    en    fournissent  ensuite  une  infinité 
d'autres. 

VI.  Il  reste  à  examiner,  comme  je  Tai  fait  au  §  XI  de 
Tariicle  précité  des  Nouvelles  Annales,  page  3o3,  le  cas 
où  le  nombre  donné  N  se  compose  de  facteurs  premiers 
élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  et  non  plus 
seulement  de  facteurs  du  premier  degré.  Sans  entrer,  à 
cet  égard,  dans  des  développements  qui  m'entraîne- 
raient trop  loin,  je  me  bornerai  à  dire  que,  si  cette  cir- 
constance fait  croître  le  nombre  total  des  décomposi- 
tions de  N,  elle  n'augmente  pas  celui  des  décompositions 
de  ce  nombre  dans  lesquelles  les  composants  sont  pre- 
miers entre  eux.  Au  contraire,  si  parmi  les  facteurs  pre- 
miers de  N  il  en  existe  qui,  au  lieu  d'être  décompo- 
sablcsdansla  forme  donnée  a:* +  ^/*,  sont  simplement  des 
diviseurs  linéaires  d'une  même  forme  quadratique  asso- 
ciée à  celle-là,  le  nombre  de  ces  décompositions  est  di- 
minué lorsque  ces  facteurs  n'entrent  pas  par  paires  avec 
le  même  exposant  dans  la  composition  de  N,  ou  avec 
des  exposants  diflerant  entre  eux  d'un  nombre  pair  d'u- 
nités. La  même  influence  se  fait  d'ailleurs  sentir  alors 
sur  les  décompositions  propres  de  N",  et  la  correspon- 
dance qui  lie  celles-ci  à  celles  de  N  n'est  pas  troublée. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  nombre  à  décomposer 
soit  N  =  57967  =  7*.  i3*,  et  que  la  forme  requise  soit 
a--l-3j*.  Les  facteurs  premiers  7  et  i3    sont  l'nn  et 
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l'autre  de  cette  forme.  Leurs  exposanls  respectifs  ëtant 
d'ailleurs  3  et  2,  le  nombre  total  des  décompositions  de  N 

est,  d'après  la  formule  connue,  égala  -  (3  -+■  1)  (2  -l-i)  =  6, 

c^esi-R-dire  plus  grand  de  quatre  unités  que  celui  des 
décompositions  de  même  forme  du  nombre  7.  t3  =  91, 
qui  ne  comporte  que  ces  deux-ci  : 

9i  =  8'-+-3.3»=:4»-*-  3.5s- 

mais,  parmi  ces  six  décompositions  de  N,  il  n'en  existe 
pareillement  que  deux  où  les  composants  soient  premiers 
entre  eux;  ce  sont  les  suivantes  : 

W  =  2^4-  3.739'  ~2Ï8'  -^  3.59. 
Dans  les  quatre  autres,  savoir 

K-^  7>  (10»  4- 3.19*)  =  7' (34^-4- 3.3') 
=ri3»[io'-+-  3.9»)    =7».l3»(2»-h3.l'), 

les  composants  ont  pour  facteur  commun,  respective* 
ment,  les  nombres  7",  i3"  et  7*.  i3'. 

Quant  aux  décompositions  possibles  de  N*,  il  n'y  en 
a  également  que  deux  propres  ou  de  dernière  espèce, 
savoir 


-2 


N==:  57959  +3.556      et    N'=  37081   -h  3.25724  , 

correspondant,  respectivement,  à  celles  de  N  écrites  ci- 
dessus  en  premier  lieu.  Dans  toutes  les  autres,  les  com- 
posants ont  un  facteur  commun. 

Prenons,  pour  second  exemple,  la  forme  a:*  -4-  19  u* 
et  le  nombre  N  =  6i25  =  5*.  7*.  Ici  les  facteurs  5  et  7 
ne  sont  plus,  comme  précédemment,  des  diviseurs  qua- 
dratiques :  ce  sont  de  simples  diviseurs  linéaires  de  la 
forme  requise.  Cette  circonstance,  jointe  à  ce  que  le  fac- 
teur 5  a  Texposanl  3,  tandis  que  i3  n'a  que  l'exposant  2, 

28. 
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fait  que  N  n'est  siiflcepiible  d'aucune  décomposition  où 
les  composants  soient  premiers  entre  eux,  et  il  en  <*st 
de  même,  par  conséquent,  de  N*.  En  effet,  les  seules  de- 
compositions  possibles  de  N  sont 

6i25  =  5*  (i3»-f-i9.2>;  =  7»(7»  -h  19. 2*;, 

auxquelles  correspondent,  respectivement,  celles  de  K' 

6126  =5  (93  -f-i9.52  )  =  7  (27  -♦-  19.28  ). 

Mais,  si  le  nombre  donné  avait  été  N=  1225  =5*. 7*, 
les  formules  (i  )'  auraient  donné 

1226  =r  [mo';  -h  19.48  /» 
d'où 

1225  =  3» -h  19.8% 

parce  que  les  exposants  de  5  et  de  7  sont  ici  égaux  entre 
eux,  etc. 

VU.  Avant  dVntamer  un  autre  sujet,  il  me  resteàdîre 
quelques  mots  touchant  le  cas  de  t  fractionnaire,  t  =  >• 

Lorsque  tous  les  facteurs  du  nombre  N  sont  de  la 
forme  a*  H-  -  t',  ou  y  ont  été  ramenés,  les  formules  (iV 
donnent,  aussi  bien  que  dans  le  cas  de  t  entier,  toutes 
les  décompositions  de  dernière  espèce  X*  4-^  Y*  de  son 
carré  N^.  Puis  lorsqu'on  veut  revenir  de  ces  décompo- 
sitions à  celles  a:*-f-  -y'  deN  qui  leur  correspondent, 
on  se  sert,  comme  dans  les  autres  cas,  des  formules 

2  2  r 

dont  la  composition  montre  que,  si  l'on  a  seulement 
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pour  but  de  trouver   les  représentations  de  N  dans  la 

forme  ii*-t- -i^",  on  peut  se  dispenser  de  calculer  les 

valeurs  de  Y. 

Maïs  en  outre,  si  Ton  remplace  (*)  les  formules  (i/ 
par  les  suivantes  : 

—  ^^pq  2  [n,  ab .  n,.,  (  qa^  —  />*')] 
-f-  a V q^  2  [n^  ab .  n;_,  [  qa*  —  pb^)] 
•~2^p*q'l[Usab,n„^,[qa'-~pb^)]-h..,, 

\Jl  Yz=ziq  l{n,ab,nn-i(qa^  —  pb') 

-f-  ii^p^q^l[Uiab.Un-i  (qa^—pb*)]  —  •  -  •  ♦ 
celles-ci  donnent  les  décompositions  propres,  dans  la 
forme  X*  4-  -  Y*,  du  carré  N*  d'un  nombre  N  dont  tous 
les  facteurs  sont  de  la  forme  ça^-hpb^]  et  lorsqu^on 
veut  passer  de  ces  décompositions' à  celles  x'  -f-  -  j*  cor- 
respondantes, il  se  présente  cette  particularité,  qui  n'avait 
pas  lieu  dans  la  précédente,  que  les  nombres 9 


(*^)  La  modincation  apportée  n'est  d'ailleurs  pas  ausbi  grande  qu'on 
pourrait  le  croire  au  premier  aperçu,  car  les  formules  (1)',  où  j'ai 
aTec  intention  laissé  figurer  le  radical  ^  pour  mieux  faire  ressortir 
la  façon  dont  elles  dérivent  d«s  formules  (1),  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

V' 

et  même  sont,  sous  cette  forme,  pins  commodes  pour  le  calcul  numc- 
riqne. 
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• ainsi    obtenus,   quoique  satisfaisant   â   la  rela- 
tion X* -f-  -  y*  =  N,  ne  sont  des  carrés  parfaits  que  si 

le    nombre  des  facteurs  de    N   est  pair.   Lorsque  ce 
nombre  est  impair,  on  a  en  revanche 

Voici  quelques  exemples  de  ces  différents  cas  : 
i«  Soit/=|, 

Les  formules  (i)^  donnent,  pour  Tune  des  décompo- 
sitions propres  de  N*, 


^      3 


N»  =  16863  =  13395  -f-  g  16728  , 

et  les  formules  (a)  donnent,  pour  la  dccomposilion  cor- 
respondante  de  N, 

N=ri6863=T23'-t-5  68'. 
o 

On  obtiendrait  de  même  les  trois  autres  solutions. 

3 
a®  Soit  encore  t^=  -r^ 
o 

N  =  5ii=7.73=(i'  +  |4')(7'  +  g8'). 

Les  formules  (i)'  et  (2)  donnent,  respectivement, 

N»=57î'  =  46Ï%  5360'=  277*4-1 760', 
o  o 

N  =  5i  I  =  5'  4-  g  36  =  29  H-  -  20  . 
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3^  Soit,  comme  première  application  du  cas   où  ]vs 
facteurs  de  N  sont  de  la  forme  qà^  -i-[pi*î 

N  =  94io5  =  5.  II.  29.59 

=  (a.i>-+-3.i»)(2.2»-4-3.i^)(2.i»-4-3.3»)(a.4»-*-3.3»). 

Les  formules  (3)  donnent,  pour  Tune  des  huit  solutions 
de  quatrième  espèce  qu  on  en  peut  déduire, 


N>=94io5  =72937  -♦--4^552  , 

et  les  formules  (2)  donnent  ensuite,  pour  la  décomposi- 
tion correspondante  de  N, 

N  =  94io5=^'-t--84\ 

Dans  cet  exemple,  le  nombre  des  facteurs  du  nombre 
donné  est  pair,  et  les  facteurs  ont  la  forme  aa*  H-  36*. 
4^  Soit  enfin 

N=  1595  =  5.11.29 

=  (2.1»  H- 3.1»)  (2. 2'-+- 3.1»)  (2.1» -h  3. 3»), 

où  le  nombre  des  facteurs  est  impair,  et  la  forme  est, 
comme  à  l'exemple  précédent,  2a*H-3J*5  les  for- 
mules (3)  donnent,  pour  les  quatre  décompositions  de 
troisième  espèce  de  N*, 


3- 


1595   =  H09  -4-  -936   =571    -f-  -  1216 


=  1679  H-  -  184  =  i54i  -h  -  336 


et  les  formules  (2)  donnent,  pour  les  décompositions 
correspondantes  de  N, 

N=  1595  =  243  H-  i352 

=  512  4-  io83  =  8-+-  1587=  i568-f-  27, 
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où  les  premiers  termes,  qui  représentent  respeclivemeiii 

les  x*,  ne  sont  pas  des  carrés,  taudis  que  les  seconds  ae 

3 
sont  pas  les  ~  d'un  carré  parfait  j^.  Mais  on  peut  les 

écrire  ainsi  : 

N=  1695=:  3.9'  -»-  2.26'  —  2,f6*-{-  3.19* 
=  2, a»  H- 3. 23»  =1:2. 28»  H- 3. 3', 

et  l'on  voit  qu'ils  correspondent,  non  plus  à  une  dccom- 

3 
position  de  N  dans  la  forme  a*+-i*,  semblable  à 

celle  obtenue  pour  N^,  mais  à  une  décomposition  daus 
la  forme  2a*-r-3i',  qui  est  aussi,  dans  ce  cas,  celle  des 
facteurs  premiers  du  nombre  donné  N. 

Vin.  La  correspondance  et  la  subordination  mutuelles 
qui  lient  entre  elles,  chacune  à  chacune,  les  décomposi- 
tions en  sommes  quadratiques  x*-|-  tj^  d'un  nombre  K 
avec  celles ,  de  même  forme  X*  -f-  ïY*  et  de  dernière 
espèce,  du  carré  N*  de  ce  nombre,  constituent,  avec  les 
formules  (i)',  un  résultat  nouveau  dans  la  Théorie  des 
nombres.  Pour  en  indiquer  d^un  seul  trait  la  portée,  il 
me  suffira  de  faire  remarquer  qu^il  conduit,  dans  une 
catégorie  nombreuse  de  cas,  par  une  marche  simple  et 
sans  autres  recherches  préliminaires  que  celle  des  fac- 
teurs premiers  de  N>  à  une  solution  nouvelle  des  deux 
problèmes  dont  il  est  question  dans  les  n***  180  et  2(fô 
des  Disqiiisitiones,  et  qui  forment  deux  des  sujets  prin- 
cipaux du  célèbre  Chapitre  V  de  cet  Ouvrage. 

En  effet,  lorsqu'un  nombre  N,  susceptible  d'être  re- 
présenté par  une  forme  quadratique  donnée  x'  -h  /j* 
[et  il  peut  alors  être  représenté  aussi  par  Tune  des 
formes  associées  p^  -i-  npg  -h  c^',  p^  +  pg  -h  c'ç*, 
dont  les  indéterminées  p^  (f  se  déduisent  immédiate-* 
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ment  des  premières  x,  y^  et  réciproquement,  lors(|ue  les 
constantes  f ,  a,  b^  c'  sont  données],  a  été  décomposé  en  ses 
fadeurs  premiers,  transformés,  s'il  est  nécessaire,  en  la 
forme  quadratique  a}  -h  /&*(*),  les  formules  (i)' donnent 
presque  aussitôt  toutes  les  décompositions  X'-H^-Y*  du 
carré  JN'  de  ce  nombre,  après  quoi  la  correspondance 
dont  il  s'agit  fait  remonter  immédiatement  aux  décom- 
positions ou  représentations  conjuguées  de  N,  à  Taide 
des  formules  (2),  dans  lesquelles  le  nombre  composant 
X  doit  entrer  avec  son  signe.  Enfin  on  passe  de  la  re- 
présentation de  N  dans  la  forme  jc'  -H  ty^  à  sa  repré- 
sentation dans  la  forme  à  trois  termes  /^*-f-  ipq  -f-  cq'^ 
sî  t  est  de  la  forme  4^+ i«  et  dans  celle p* -+-p^ -r- (/^* 
si  t  est  de  la  forme  ^n-i-Z^  en  posant,  dans  le  premier 
cas,  p=x  —  x>  9=/^  c  =  ^H-i,  et,  dans  le  second 

cas ,  /?  =  X  — j^  q  =  2/,  cf  =  — j—  •     Les    problèmes 

précités  se  trouvent  ainsi  résolus,  dans  lea  conditions 
que  je  viens  de  dire  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  de 
la  façon  la  plus  directe  et  la  plus  simple. 

IX.  La  correspondance  des  décompositions  propres 
de  N  et  de  N*  a  un  autre  usage  important,  car  elle  four- 
nît une  méthode  générale  pour  la  résolution,  en  nombres 
entiers  quand  celle-ci  est  possible,  en  nombres  ration- 
nels dans  tous  les  cas,  du  système  des  équations  indéter- 
minées 

avec  les  conditions  w  =  j:-J-a,  i^=z±:j:. 

En  effet,  puisque  chacune  des  valeurs  de^',  qui  ap- 
partiennent à  l'espèce  où  les  nombres  z  et  z±^  sont 

(*)  Cette  transformation  s*opère,  comme  je  lai  dit  pa[rc  !\i'Xy  à  Taiile 
do  facteurs  entiers  auxiliaires,  choisis  de  façon  que  leur  produft  total 
A  soit  un  carré  parfait  a*. 
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premiers  entre  eux,  dérive,  par  la  formule  des  triangles 
rectangles,  de  la  valeur  correspondante  de^,  où  x  et  u 
sont  aussi  premiers  entre  eux,  on  a  d^abord 

On  en  conclut,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  a  —  jc, 
7»=  [to»  —  (a—  a??  +  t.iu[u  —  a)», 
et,  en  égalant  les  deux  expressions  dej^*, 

a»(r  —  3) -h  4««  —  **  =*^  P  =  o» 
d'où 

(3)  «=^[-^«itv/4a*-*-(^-3){a'qrP)J, 

relation  dans  laquelle,  lorsque  âC  et  ^  auront  été  donnés, 
il  faudra  prendre  pour  t  les  seules  valeurs  qui  rendent 
la  quantité  placée  sous  le  radical  égale  à  un  carré  par- 
fait A*.  Cette  condition  se  réduit,  en  écrivant 

OL^^i^z=ic     et     4a»  — 3(a>zpP)  =  — /i, 

à  t=  >  formule  dont  la  solution  en  nombres  eu- 

c 

tiers  fait  lobjet  des  §§  VII  et  VIII  de  la  Théorie  des 

nombres  de  Legemorb  (IP  Partie,  n°'  18S  et  suivants  de 

la  deuxième  édition). 

Pour  toutes  les  valeurs  de  t  autres  que  celles  ainsi 

obtenues,  Téqualion  (3)  ne  donne,  pour  u  et  par  suite 

pour  X  et  /,  que  des  valeurs  incommensurables  qui  ne 

répondent  pas  à  Fénoncé  de  la  question. 

X.  G)mme  applications  numériques,  supposons  d*a- 
bord  a  =  P  =  i .  Si  Ton  prend  (3  avec  le  signe  —  soas 

le  radical,  la  foimule  (3)  devient  u  =  « y  en  ex- 
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cluant  la  valeur  illusoire  u  =  o.  Si  Ton  ne  veut  que  des 
valeurs  entières  pour  Uy  cette  équation  n'admet  que  les 
solutions 

t=  I,  2,  4,  5,  7, 

auxquelles  correspondent,  respectivement,  les  valeurs 

«  =  2,  4,  —4»  —  2,  —  I, 
jrriz  I,  3,  —5,  —  3,  —  2, 
jr=^5,  4i,     89,      29,      II. 

On  a,  en  effet,  5  =  i*+  2*  et  5»  =  3*  -h  4*.  C  est  la  so- 
lution déjà  obtenue  dans  l'article  précité  des  Nouvelles 
Annales;  puis 

4i— 3*-h2.4*  et    4'   =23-*- 2. 24, 

89  =  (-5)» -1-4  (-4)'  et  8^'^V+4.V. 
a9  =  (— 3)»-f-5  (— 2)»  et  39'=  11  H- 5. 12  , 
1 1  =  (—  2)'  -f-  7  (—  I  )'    et     1 1  =   3  H-  7 .  4  • 

Si  Ton  prend  (3  avec  le  signe  4-  sous  le  radical,  la  for- 
mule (3)  devient 

(4)  r=^--^[-2±v/^(7::rr)J, 

et  ne  donne  des  valeurs  commensurables  de  u  que  pour 
les  valeurs  de  (, 


/  =  3, 
d'où 

9> 

'9* 

33, 

5i, 

73, 

99» 

«  =  o,  - 

-  1,  ■ 

I 

— j  . 

2 

I 

-3'  ■ 

I 
-4' 

-5' 

I 
-6' 

I 

— ? 
2 

^' 

I 

4' 

1 

5' 

I 

6' 

I 
1 

I 

parmi  lesquelles  il  ne  se  rencontre  qu  une  seule  valeur 
entière  de  u,  savoir  a  =  —  i ,  correspondante  à  t  =  9, 
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valeur  à  ajouter  à  celles  déjà  trouvées,  de  telle  sorte  qu'il 
n'existe,  en  résumé,  que  six  valeurs  de  t,  parmi  Tin- 
tinité  de  celles  qu'il  peut  recevoir,  pour  chacune  des- 
quelles le  système  des  équations 

admette  une  solution  en  nombres  entiers  x,  z  et  jr^  et 
ces  valeurs  de  t  sont  £  =  i,  2,  4)  5,  7  et  9.  Il  faut  re- 
marquer, en  outre,  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  la  solu- 
tion est  unique,  comme  je  Pai  déj^  fait  voir  dans  l'article 
précité  des  Nouvelles  Annales  pour  celui  de  ^  =  i,  et 
par  des  motifs  analogues.  En  effet,  d'une  part,  la  simili- 
tude des  valeurs  de  j^  et  de  y^  par  rapport  au  multipli- 
cateur t  du  second  terme  a  cette  consé(]uence,  qu'une  ou 
plusieurs  solutions  nouvelles  de  la  question  ne  pour- 
raient se  rencontrer  que  parmi  les  décompositions  de  j' 
d'une  espèce  inférieure  à  la  dernière  (E«)  d'où  provient 
celle  déjà  obtenue,  tandis  que,  d'autre  part,  la  seconde 
condition,  savoir  qu'il  n'y  ait  entre  z  eXv  qu^une  seule 
unité  de  différence,  ne  saurait  se  présenter  dans  aucune 
de  ces  décompositions  ;  car  leur  caractère  commun  con- 
siste en  ce  que  ces  deux  nombres  ne  sont  plus  premiers 
entre  eux  dans  la  valeur  de  j^^,  qu'ils  ont  un  facteur 
commun,  et  que  par  conséquent  la  différence  entre  li  et  i* 
ne  pourrait,  comme  cela  est  exigé  ici,  être  égale  à 
unité. 

Ce  résultat,  digne  de  remarque,  vient  à  Tappui  de 
l'observation  déjà  signalée  par  M.  Lucas,  qu'une  équa- 
tion indéterminée  du  quatrième  degré  à  trois  inconnues 
(à  laquelle  peut  se  réduire  le  système  ci-dessus ),  qui 
admet  une  solution  en  nombres  entiers,  n'en  admet 
très-souvent  pas  d'autre,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  où  une  première  so- 
lution en  entraine  une  infinité  d'autres. 
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Si  ToQ  admet  les  valeurs  fractionnaires  de  u,  la  for- 
mate (4)  en  donne  une  inGnitéi  correspondantes  par 
paires  aux  valeurs  admissibles  de  t. 

Pour  terminer,  je  donnerai  une  application  de  la  for- 
mule (3)  au  cas  où  a  est  différent  de  |3.  Soit,  par 
exemple, 

a  =  3,     p  =  5. 

Les  seules  valeurs  admissibles  de  t  sont  alors 

r  =  3y  lOy  19,  3oy  43»  ^89  75,  ... 

si  l'on  prend  [3  avec  le  signe  —  sous  le  radical;  et 

r=3,    5,  39,  35,  ... 

si  Ton  prend  ^  avec  le  signe  +  sous  le  radical. 

Les  valeurs  correspondantes  et  conjuguéi*s  de  u  sont, 
relativement  k  la  première  suite, 

I         2        I       2        I       a         12        1 
3         7        49        ^^'^'^7 


2         I 

II        b 

2        I 
■5'- 3' 


et 

2        I        2        I        2        I 

où  se  trouvent  les  seules  valeurs  entières  m  =  —  2  et 
«  =  —  I. 

Les  valeurs  de  u,  relatives  à  la  seconde  suite,  sont» 

7  i4        I 

6  17        2 

26        7 

où  l'on  rencontre  deux  nouvelles  valeurs  entières  de  u, 
savoir  a  =r  i ,  11  =  —  7. 

On  vérifie,  par  exemple,  que,   pour  t  =  10,  dans  la 
première  suite,  et  m  =  —  2,  on  a 

r  =  (  —  5;'  -h  10  (  —  2)'  =65 
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et 

7  i  -;-2 

jr^  z=:  \5     +  I0.20    =65, 

OÙ    les  condi lions  x  =  u  —  3  et  u=^-{-5  sont  ob- 
servées. 

Pour  2  =  5etu  =  —  7,  dans  la  seconde  suite,  on  a 

de  même 

^=r(-.io)»-+-5.(-7)»  ^345 
et 

y^T^'  -I-5.T4Ô'  =345', 

onx  =  u  —  Z  eti^  =  z  —  5. 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  plusieurs  de  ceux  qoi 
précèdent,  on  évite  Tapparence  des  solutions  n%atives, 
en  admettant  que  les  conditions  u==a:-f-a,  ^rrr^-f-.S 
signifient  simplement  que  la  difîéreuce  entre  x  et  u  ei 
en  ire  z  ei  i^  soit  respectivement  a  et  (3  en  valeur  absolue, 
sans  impliquer  que  u  >  a:,  ni  i'  >  z.  La  dernière  solu- 
tion, par  exemple,  devient  ainsi 

X=2    10^+5.7%        J»=    145'     -4-5.140     . 

Le  sujet  que  je  viens  de  traiter  dans  cette  Étude  com- 
porte beaucoup  d'autres  développements,  mais  je  dois 
me  borner  pour  le  moment  à  en  avoir  indiqué  les  traits 
caractéristiques. 

Nota.  Page  424»  ligne  9,  att  lieu  de  «  les  deux  solutions  >, /tVrs  c  deiu 
des  quatre  solutions.  • 

SUR  LE  SYSTÈME  DES  ÉQUATIONS  INDÉTERliimiS 

Par  m.   ÉDOUA.RD   LUCAS. 


On  a  tout  d^abord  le  théorème  suivant  : 
Pour  que  le  système  indéterminé 


Digitizedby  Google  \ 


(447  ) 
soit  'vét'ifiépar  une  série  indéfinie  de  valeurs  entières 
des  inconnues  x^y^  u^  v^  iljaut  et  ilsujjit  que  A  appar- 
tienne à  la  forme 

que  Von  peut  supposer  débarrassée  de  ses  facteurs  qua- 
dratiques. 

En  effets  en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  équa- 
tions du  système  (  i  ),  on  a 

et  Ton  doit  poser 

—  ^      — ^Î—PÎ,       — -— =  2>of^o,      Jr:i=XJ  4-f*;, 

Xo  et  p^  désignant  deux  nombres  quelconques,  premiers 
entre  eux,  l'un  pair  et  Tautre  impair;  on  en  déduit  la 
solution  initiale 

Ij7«  — xj  -h  f*;, 
««  =  a;  —  f*;  -I-  2>.(/«, 
«'.  —  >;  — f*;  —  2Àopo, 

et,  par  suite, 

A  =  >op.  [\  +  po)  (^0  —  f^o ),    r«  =  2. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  ;  on  sait  d'ailleurs  que 
le  nombre  Â  est  dit  congiutent,  et  représente  Taire  d'un 
triangle  rectangle,  dont  les  côtés  entiers  ont  pour  lon- 
gueurs 

Notre  but  est  d'indiquer  comment  on  peut  parvenir  à 
résoudre  complètement  le  système  proposé,  pour  les  va- 

(*)  Recherches  sur  les  ouvrages  de  Léonard  de  Piscy  Ch.  II. 
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leurs  de  A  données  par  la  formule  (^).  Nous  observe- 
rons, à  ce  sujet,  qu'il  est  nécessaire,  pour  traiter  généra- 
lement la  question,  de  connaître  la  décomposition  de  A 
en  ses  facteurs  premiers.  On  sait,  en  effet,  que  Lagrange 
a  ramené  la  résolution  des  équations  quadratiques  indé- 
terminées  à  des  équations  delà  forme 

et  que  cette  résolution  est  liée  à  la  connaissance  des  fac* 
teurs  premiers  de  A.  Inversement,  nous  montrerons 
ultérieurement  que  la  décomposition  d^un  nombre 
donné  A,  en  ses  facteurs  premiers,  se  trouve  notable* 
ment  simplifiée  par  Tessai  direct  de  la  résolution  de 
Téquation 

au  moyen  de  la  considération  des  résidus  quadratiques. 
Nous  ferons.voir  que,  par  cette  méthode,  imaginée  par 
Aurifeuille,  et  que  nous  avons  perfectionnée,  il  est  pos- 
sible d^arriver  plus  rapidement  à  la  décomposition  de 
nombres  de  seize  et  de  dix-huit  chiffres  qu'à  celle  des 
nombres  de  huit  et  de  dix  chiffres,  par  l'application  des 
anciennes  méthodes. 

Par  conséquent,  on  ne  doit  voir  dans  la  présente  Note 
que  rindication  de  la  marche  à  suivre,  pour  résoudre 
complètement,  pour  toutes  les  valeurs  numériques  de  A, 
décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  le  système  des  équa- 
tions proposées.  On  tire  de  la  seconde  des  équations  (i) 

((^-hx)(p  — a:j=A/>; 

donc,  en  désignant  par  a  et  (3  deux  nombres  entiers  dont 
le  produit  égale  A,  et  pare  ety*deux  indéterminées,  on 
aura 
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et,  par  suite, 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations 
proposées,  ou  arrive  à  la  condition 

Désignons  par  j3|  et  (3t  deux  nombres  positifs  ou  né- 
gatifs, dont  le  produit  est  égal  à  (3,  par  g  et  h  deux  nou- 
velles indéterminées,  nous  tirerons  de  la  condition  pré- 
cédente 

(4)  a^«-3py>-«  =  db4p;/is 

Premier  cas.  —  Si  l'on  prend,  en  même  temps,  les 
signes  supérieurs  dans  les  équations  (4)»  on  en  déduit, 
par  addition,  après  avoir  remplacé  f  par  gh  et  |3  par 

(p.5''H-P.^M(P«^'-*-aP«^')  =  «^î 

désignons  par  oli  et  a^  deux  nombres  entiers  dont  le 
produit  égale  a,  et  par  p  ei  q  deux  nouvelles  indé- 
terminées ;  nous  poserons 

P.^'H-     p,/i^  =  a,/?S 

p.g''-+-2p,i%»  =  a,7S 

e=pq; 
et,  par  suite. 

Ce  système  est  vérifié  pour  des  valeurs  égales  des  indé- 
terminées gy  Jiy  p^  Çy  lorsque  l'on  suppose 

il  est  facile  de  déduire  de  ces  valeurs  la  solution  initiale 

^nn.  de Mathémat,,i^ série,  t.XVU.  (Cet.  1878.)  ^9 
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(3  ).  Eu  général,  une  solution  quelconque  do  syslème  (5) 
donnera  une  solution  du  syslème  prop<M^,  et,  par  suite, 
une  série  indéfinie,  comme  nous  allons  le  montrer. 
Si  Ton  fait,  dans  le  syslème  (S), 

le  système  (  5  )  t:oïncide  avec  le  syslème  proposé  ;  par 
conséquent,  d'une  première  solution  (x^j^  u,  v)  du  sys- 
tème (i),  on  déduit  une  série  indéfinie  de  solutions  nou- 
velles (Xy  Y,  U,  y  )  par  les  formules 

En  désignant  par  x^^  Xi^  Xty  .•.9  x«  les  valeurs  suc- 
cessives de  Xy  on  voit  que  ces  valeurs  sont  des  poly- 
nômes en  X  de  degré  a,  8,  Sa, . . . ,  a*"**"*. 

Second  cas.  —  Le  système  (4)  donne  de  même,  avec 
les  signes  inférieurs, 

et,  par  suite, 

p,/i'  —  a,/>»  =  a,q\     p,A»  -f-  a./^»  =  p,^^ 

On  arrive  ainsi  à  un  système  analogue  au  système  (5). 
Par  conséquent,  on  décomposera  Â  en  un  produit  de 
quatre  facteurs,  de  toutes  les  manières  possibles,  et  l'on 
aura  un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme  (5)  ; 
plusieurs  d'entre  elles  seront  reconnues  impossibles, 
par  non-congruencc  ;  d'autres  seront  possibles.  Soit 

un  tel  système  admetiant  la  solution  (g^o,  //o,  p^^  ffo)jOn 
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pi>sera 

et  Ton  aura 

Il  nous  reste  donc  à  considérer  le  système  général 


(7) 

dans  leqael  nous  désignons,  pour  abréger,  X  —  y.  par  p 
et  X  +  u  par  cr.  On  résout  la  première  équation  du  sys- 
tème (7),  mise  sous  la  forme 

par  l^Qi  formules 

g  =  f*,r»  —  p,.f»  —  9.nrs, 

dans  lesquelles  j^t  f^t  =  p|x.  En  porUut  ces  valeurs  dans 
la  seconde  des  équations  (7),  on  obtient  la  condition 

X(pt,H  -+-  p,j«)»  -4-  uiit^r^  —  p,.ç^  -f-  2prj)>  =  (jr/S 
OU  bien 

(r(ft,/»-+-p,j«)'-t-4pf*'»(Pt'^-^P«'»')  -»-4pf*'^*'(p  — f*)  =  <'7'» 
OU,  en  posant  5  =  as\ 

(  pt,  r> -4- 2  pfxrj' —  p,  d V  )« -4- 8X»pip/ V»  =  7^ 
On  déduit  de  Téquation  précédente 

7  dz  (fi.r»  -h  appiry'  —  p.aV»)  =  2p,cv», 
7  zp  (."•'^  -H  2pfAn-'  —  p,(tU'^)  =4 ;/5X»/% 

/•y  =  «'/, 

29- 
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en  désignant  par  p^  et  ^t  deux  nombres  tels  que 

P»f*i  =  Pf*» 
et  par  w  et  t  deux  nouvelles  indéterminées  ;  on  en  tire 

(8)        f*ir»  -h  apfxr/  —  p,(T*j'*  =  ±  (p,w'  —  ti lijVr'j. 

Posons  tv  =  mr,  sf:=mt,  il  vient,  en  prenant  le  si- 
gne-f-, 

pour  que  la  valeur  de  m  soit  rationnelle,  on  doit  faire 

pif^ir*  -h  3 VpaHr»  -+-  îp,  ii^an^t*  =  H% 
et  Ton  a 

ptirtdzB 

pi/^-hp.ff^^' 

On  peut  écrire  l'équation  de  condition  sons  la  forme 

(pif*.r»4-A^*)(p,fx,/^-4-2Ar»)=p3u,H% 

et  la  séparer,  de  diverses  manières,  en  deux  autres  for- 
mant un  système  analogue  au  système  {  5  )  ;  on  traitera 
ces  différents  systèmes  de  la  même  façon  que  précédem- 
ment. En  faisant  plus  particulièrement  p,  =  Ui  =  i,  on 
a,  en  désignant  par  a  et  6  deux  nouvelles  indétermi- 
nées, 

ab  =  H. 
Par  suite,  on  obtient 

c'est  un  système  identique  au  système  proposé.  Par  con- 
séquent, (Tune  solution  x,  y,  u,  i^  du  système 

x^  —  A^^  ^=  a',     j:'  -h  A  ;^  =:  j'*, 
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on  €léduU  deux  noauelles  solutions  X,  Y,  U,  V,  par  les 
formules 

m  ■=L  up  uy  db  vx^ 


(9) 


(p  =^  n}u^  -h  ^pff'm'x», 


h  =  n^u^  —  iiptt^m^jr^  -+■  2p(Tmniix; 

X  =  Xfjp^q^  —  upg^h\     Y  =  igàpqy 

V  =  Itrp'q^  -h  lipg^h%      U  =  p^g*  —  'ipL^h*. 

Ces  formules  donnent  des  solutions  distinctes  de  celles 
qui  sont  fournies  par  les  équations  (6)-,  d'ailleurs  le 
second  cas  conduirait  aux  mêmes  formules. 

Pour  certaines  valeurs  de  A,  les  formules  (6)  et  (9) 
résolvent  complètement  le  système  (i),  et  par  exemple 
pour  A  =  6.  On  traite  ainsi  complètement  ce  problème 
de  Fermât  : 

Trouver  tous  les  triangles  rectangles  dont  l'aire  soit 
six  fois  celle  d^un  carré,  • 

Ces  formules  résolvent  aussi  complètement  le  système 
(7),  pour  le  problème  de  Beha-Eddin,  que  Ton  ramène 
au  système 

8*'  —  7'  =  7  «%    8x^  -4-  r*  =  9*»% 

ainsi  que  nous  Tarons  montré  précédemment  (*). 

Remarque,  —  En  prenant  le  signe  —  dans  la  for- 
mule (8),  on  arrive  à  des  systèmes  analogues  au  sys- 
tème (5). 

(*)  yoir  tome  XV,  page  359. 
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NOTE  SUR  QUELQUES  ÉQUATIONS  INOÉTEBIINÉES 
DU  TROISifiNE  DEGRE; 

Pae    m.    S«    REALIS. 


i.  On  sait  que,  si  une  solution  de  Téquation 

est  donnée  par  les  valeurs  x  =  a,  y  =  |3,  2  ==  /»  on  aura 
de  nouvelles  valeurs  de  x,  y^  z  au  moyen  des  formules 

Cette  seconde  solution  en  donnera  une  troisième;  de 
celle-ci  en  résultera  une  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  a 
l'infini. 

En  partant  de  la  solution  évidente  a=:i, ^  =  3,7=1, 
on  peut  donc  assigner  une  suite  indéfinie  de  systèmes  de 
valeurs  entières  de  x,  jr,  z  vérifiant  Téquation  pro- 
posée. Cependant  rien  n'indique  que  Téquation  soit 
complètement  résolue  de  la  sorte,  et  notamment,  comme 
le  remarque  M.  E.  Lucas,  il  ne  résulte  de  là  aucun  sys- 
tème comportant  une  valeur  paire  de  z.  De  telles  solu- 
tions existent  pourtant,  puisqu'on  peut  faire,  par 
exemple,  j:=:  919,  y=  —  371,  z  =  438  (voiries  Nou- 
velles Anncdes,  année  1876,  p.  83). 

Or,  la  remarque  que  nous  voulons  placer  ici,  c'est  que, 
dès  que  Ton  a  a'  +  l3'=  ^-/^^  on  satisfera  paiement  à 
Téquation  considérée,  en  posant 

^=aa»— 4aP  +  9P7— gvS 
(2)  j^-:==2p'-     Pa-f-9«7-l87% 

i=aa»— 4a7—     7p -f- p'. 
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Nou8  ne  donnons  pas  ici  la  déduction  de  ces  formules, 
dont  rcxacdtude  peut  être  facilement  véri6ée  à  poste- 
riori. 

D'après  cela,  ayant  obtenu,  au  moyen  de  la  solution 
initiale  et  des  formules  (i),  les  valeurs 

a  =  17,     p  =  — 20,     7  =  —7, 

nous  obtiendrons  de  suite,  par  les  expressions  (2),  les 
nouvelles  valeurs 

«  =  2757,    7=  — 8i3,    s  =  i3i4» 

ou  plutôt,  en  étant  le  facteur  commun  3, 

^  =  9^9'    r  =  — 271,    «=438. 

C'est  la  solution  mentionnée  ci-dessus. 

En  général,  on  n'aura  qu'à  s'appuyer  sur  un  cas  par- 
ticulier, où  P  soit  un  nombre  pair  et  y  un  nombre 
impair,  pour  être  assuré  que  les  formules  (2)  fourniront 
des  valeurs  impaires  pour  x  et^,  et  une  valeur  paire 
pour  z.  Ces  valeurs,  il  est  superflu  de  le  dire,  devront 
être  débarrassées  des  facteurs  impairs  qui  pourraient  leur 
être  communs. 

2.  Considérons  maintenant  l'équation 

x*4-7^=  72^ 

Une  solution  connue  ar=:a,j^  =  |3,  «  =  7  en  amène 
une  autre  à  l'aide  des  mêmes  formules  (i)  qui  servent 
pour  l'équation  considérée  précédemment.  Il  arrive  ici 
de  même,  comme  le  remarque  encore  M.  Lucas,  que  la 
résolution  n'est  pas  complète;  en  effet,  en  partant  des 
valeurs  initiales  a=2,  P  =  — 1,7=1,  l'application  des 
formules  (i)  ne  conduit  à  aucun  système  de  valeurs  où 
z  soit  un  nombre  pair. 
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Cela  nous  fournil  Toccasion  de  proposer  les  nouvelles 
formules 

IX  =       2a»-f-  4  ap  —  7  P7  —  7 7% 
jr=z       2p»-l-     Pa  — 7  «7  4-147% 
«  =~2a»-f-4a7+     7P-HPS 

par  lesquelles  on  résout  également  Téquation  donnée, 
a,  j3,  y  constituant  la  solution  a' -h  (i'=  77*.  Ces  rela- 
lions,  faciles  à  vérifier,  remplissent  manifestement  le 
but  de  conduire  à  une  valeur  paire  de  Zy  et  à  des  valeurs 
impaires  de  a:  et  j'y  lorsqu'on  prend  «  et  7  impairs,  et 
/3  pair* 

Exemple,  —  Au  moyen  de  la  solution  initiale,  les 
formules  (i)  donnent  a==  i5,  (3  =  12,  7  =  9  :  avec  cts 
valeurs,  les  formules  (3)  donnent  à  leur  tour 

a:=  —  i53,    7*  ==657,     2  =  342» 

c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commun  9, 

«=  —  17,    X=l^f    z=z38i 

solution  citée  par  M.  Lucas. 

3.  Maintenant,  a-t-on,  dans  ce  qui  précède,  la  solaiion 
complète  des  équations  considérées?  Il  se  peutqu*ilen 
soit  ainsi,  mais  nous  n'avons  pas  de  preuve  à  en  donner; 
il  convient  d'ajouter,  d'ailleurs,  qu'il  existe  d'anires 
formules  de  solution  pour  ces  équations,  en  outre  des 
systèmes  (1),  (2),  (3).  A  la  rigueur,  on  n'a  pas  même  le 
droit  d'affirmer  d'avance  que  les  procédés  indiqués foo^ 
nissent  un  nombre  indéfini  de  solutions  dislincies.  H 
pourrait  être  objecté,  en  effet,  que,  une  fois  arrivés  a 
certaines  valeurs  de  a:,  /,  -s,  la  suppression  des  facteurs 
communs  à  ces  valeurs  ramènera  les  solutions  précé- 
dentes, sans  qu'il  soit  possible  d'aller  plus  loin;  Mais  n 

\ 
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nous  suffira  d^avoir  mentionné  ces  questions,  auxquelles 
il  est  peut-être  assez  difficile  de  répondre. 

Ajoutons,  en  terminant,  que  tout  ce  qui  précède  peut 
être  généralisé,  en  l'appliquant  aux  équations  de  la  forme 

et  à  d'autres  équations  indéterminées  du  troisième  degré, 
toutes  les  fois  qu  elles  admettent  des  solutions  entières. 
Nous  pourrons  revenir  sur  ce  sujet. 


FOYERS  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  a.  HAILLECOURT, 

Agrégé  de  TUnivenité,  Inspecteur  honoraire  d'Académie. 


Lemme.  —  Pour  que  le  polynôme 

-h  2^jz  -h  tib'zx  -4-  nb^xy  -+-  icx  -f-  7.e'y  -f-  2c"z  4-  d 

soit  carré  parfait,  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes sont 

abz=b'b%     a'b'=b''b,     aVz=bb\     bc=  b'c' =  b^i/\ 
3  bb'b"d  =  bc .  b'c'  -f-  b'c' .  b^'c''  -+-  6 V .  bc. 

Pour  que  (x,  y  y  z)  soit  foyer  de  la  surface 

AX^-h  A'Y^4-  A'^Z'-h  2BYZ-f-  2B'ZX 

4-  2B"XY-{-  2CX  H-  2C'Y  -H  2C"Z  H-  D  =o, 

îlfaut  que 

(A— ^)X'4- (A'- j)Y»-h  (  A"— j)Z«  H- 2BYZ -f- 2B'ZX 
H-  2B''XY  H-  2(C  -h  5:r)X-h  2(CM-  sx]Y 
-+-  2(C"4-  sz)Z  -î-  D  '-s[x'+  y^  4-  z") 

soit  carré  parfait. 
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Le  letiiaie  donne  donc  pour  é({uadons  de  condilîon 

(i)  (A~*)B=:B'B",   (A'— *)B'  =  B'B,  (A'- ^jB^niBB'. 
(2)  B(C  -f-  s,t)  =  B'(C'-f-  sjr)  =  B''(C"-4-  «). 

/   3BB'B"*(a:'-f-r'H-20 

\       -h  BB'iC-h  SX)  [C-+- s jr) 
1^^    i       ^B'B''{C'-hsr){C'hsz) 


-h  B'B (C"-+-  sz)  (C  4-  #:r)  =  3 BB'r  D. 
Comme  de  (i)  on  tire 

on  voit  que  la  surface  est  de  révolution  et  que  la  valeor 
de  s  est  la  racine  double  de  Véquatîon  en  s.  Désignons- 
la  par  5o,  et  par  5i  la  racine  simple*  De  là 

*       A/      A/,  B'B''      B'^B      BB' 

(c)    ,,=:A  +  A'H-A''-2i.=  -g--h—  -h^+*.. 


Premieb  cas.  —  Surfaces  douées  if  un  centre. 

En  transportant  Torigine  au  centre  (a,  P,  7))<^4"' 
donne  pour  terme  tout  connu 

D,  =  D-f-Ca-+-C'p-f-C"7, 

les  équations  (a)  et  (3)  se  réduisent  respectivemenl  à 

(5)  Bx,=B>.  =  B^„ 

3BB'B%(a:;+jr;-4-,j) 


^^^  I       -+-iî(B'B''r.«i  +  B''Bz,x,4-BB'«,r,)  =3BB'B^D„ 
d'où 


t>  T>'  ^ff         ^        /  BB'B^'D, 

Bx.  =  Br.  =  B  z,  =  ±  .      — jp^;^ iTB^Bin' 

En  ayant  égard  à  réquatîon  (7),  on  a  donc,  pourle$ 
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équations  du  foyer, 

BB'B'^  est  de  même  signe  que 

B'B"       B'^B       BB'_ 

la  quantité  sous  le  radical  a  donc  le  signe  de 

(j.--j,)D.^ 

Cette  remarque  suffit  pour  prouver  que  : 

i^  L'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  n*a  pas 
de  foyer; 

a®  L'byperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes  a  deux 
foyers,  situés  sur  Taxe  transverse; 

3^  L^ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son  grand 
axe  a  deux  foyers,  situés  sur  cet  axe. 

0 

Secohd  cas.  —  Paraboloïde  elliptique. 

En  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  f,  de  (2)  on 
tire 

C  C  C 

JC4-  -        r  H «H 

(b)         Uv        (b") 

Éliminons  x, y,  z  entre  (7)  et  (3).  Le coefBcient  de  £*  est 

3BB'B",,(l-H^.-h^)+3,: 

„     /B'B'       B'B       BB'\=3m.. 

=  ^**i-B--*--F-  +  B^j 

Mais  ici  s^  =  o.  L'équation  en  t  tombe  donc  au  premier 
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degré.  Elle  donne 


B      B'       B 

d'où,  pour  les  équaiions  du  foyer, 

i 


B(fo«  +  C)  =  B'(s.x-+-  C)  =  h^is.z  -h  C*') 


'^'        »  "^3      C     r/     c 


B      B'   •   B* 

Si  Ton  remplace  D  par  D  + Jr',  c'est  qu'au  lieu  d'un 
foyer  on  cherche  nue  sphère  focale  de  rayon  r.  Due  dis- 
cussion, qui  lie  présente  pas  de  difûculié  sérieuse,  montre 
que  : 

1°  Tout  parallèle  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe  est  la  courbe  de  contact  d^une  sphère  focale 
avec  la  surface. 

a°  Tout  point  pris  sur  l'axe  transverse  de  Thyperbo- 
loïde  de  révolution  à  deux  nappes,  mais  non  situé  entre 
les  foyers,  est  le  centre  d'une  sphère  focale  enveloppée 
par  la  surface.  H  en  est  de  même  de  tout  point  situé 
entre  les  foyers  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
son  grand  axe.  Pour  le  paraboloïde  elliptique,  il  en  est 
encore  de  même  de  tout  point  de  l'axe  situé  au  delà  du 
foyer  par  rapport  au  sommet* 

3^  Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe,  tout  point  de  cet  axe  est  le  centre  d'une  sphère  en- 
veloppant la  surface,  et  telle  que  la  puissance,  par  rap- 
port à  la  sphère  d'un  point  quelconque  de  Tellipsoïde, 
est,  en  grandeur  absolue,  le  carré  d'une  fonction  linéaire 
de  ses  coordonnées.  C'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  uiie 
splière  Jbcale  à  puissance  négative, 

ScoLiE.  —  Pour  les  courbes  du  second  ordre,  la  même 
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mélbodc  conduit,  simplement  aussi,  à  des  expressions 
qui  fournissent  les  coordonnées  des  foyers  ;  mais,  dans 
CCS  expressions,  il  y  a  des  radicaux  dont  le  signe  doit 
êcre  déterminé  dans  chaque  cas  particulier» 


CONCOURS  ^ADMISSION  A  l'ÉCOLB  POLYTECONIOUE 

(ANNÉE  i878)« 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  une  droite  D  dont  l'équation ,  par  rapport 
à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O/,  est 

X  Y 

P       H 

On  considère  les  différentes  coniques  qui,  ayant  pour 
axes  Ox  et  Oy^  sont  normales  a  la  droite  D.  Chacune 
déciles  rencontre  cette  droite  en  deux  points;  en  ces 
points  on  mène  les  tangentes  à  la  conique. 

Trouver  Téqualion  du  lieu  du  point  de  rencontre  de 
ces  tangentes.  Démontrer  : 

1**  Que  ce  lieu  est  une  parabole; 

a^  Q^^  '^  distance  du  foyer  de  cette  parabole  à  son 
sommet  est  le  quart  de  la  distance  du  point  O  à  la 
droite  D. 

On  construira  géométriquement  Taxe  et  le  sommet  de 
la  parabole. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  losange  ABCD  dont  la  diagonale  AOC 
est  égale  à  20  centimètres,  et  la  diagonale  BOD  à  12  cen- 
timètres. Le  plan  du  losange  est  horizontal  et  situé  à 
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3  centîinèires  au-dessus  du  plan  liorizonul  de  projec- 
tion. Le  côté  AB  est  situé  dans  le  plan  vertical  de  pro- 
jection. 

Le  losange,  en  tournant  autour  de  la  diagonale  AC. 
engendre  un  double  cône.  Le  cercle  circonscrit  aa 
triangle  COD,  en  tournant  autour  de  ÂB,  engendre  nn 
tore. 

On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé 
plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la  partie  de  ce 
corps  située  au-dessous  du  plan  horizontal  de  projection, 
ainsi  que  la  partie  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  Tencre  rouge  les  constructions  rela- 
tives à  la  recherche  d'un  point  quelconque  de  la  ligne 
commune  au  tore  et  k  l'un  des  cônes  et  de  la  tangente  à 
cette  ligne. 

Composition  de  Calcul  numérique. 

Étant  donnés,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  et 
Tangle  compris,  savoir  : 

a=:35g6o,i8, 
0  =  98712,97, 
C=:35•l8'57^l7, 

trouver  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c  et  la 
surface  S. 


CORRESPONDANCE. 


Leiire  de  M.  D.  Maixhand^  Curé  de  NoWe^Dame, 
à  Pontoise. 

«  Permettez  à  un  simple  arithméticien  de  vous  adres- 
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scr  la  réponse  à  une  question  posée  par  M.  Real»,  dans 
les   Nouvelles  annales  de  Mathématiques   (livraison 
du  mois  d'août  1878). 

»  La  question  est  ainsi  posée  :  Ze  cane  de  tout  nombre 
impair^  diwible  parZ^  est  la  différence  de  deux  nombres 
triangulaires  premiers  avec  3. 

»  Cette  proposition  est  le  corollaire  d'un  théorème 
plus  générai,  que  j'énonce  ainsi  : 

1»  Deux  nombres  consécutifs  étant  donnés,  le  premier 
pair  (  a  n),  le  second  impair  (2  /i  + 1)  ;  si  l'on  fait,  d'une 

part,  le  triangle-^ ^>  delà  moitié  du  nombre  pair,  et, 

d^autre  part,  le  carré  du  nombre  impair,  on  obtient 
deux  produits  dont  la  somme  est  égale  à  un  nombre 
triangulaire  {*), 

1»  Par  ce  moyen,  on  a  deux  nombres  triangulaires 
dont  la  différence  est  le  carré  d'un  nombre  impair 
donné. 

0  Sur  ce  qui  précède  il  y  a  des  remarques  à  faire  : 

o  F              j          u      .  •         1  •      (3/H-i](3/j-+-2) 
»  1°  Le  second  nombre  triangulaire  ^ 

est  évidemment  premier  avec  3,  quel  que  soit  le  nombre 
impair  considéré  (a  /i  -h  1). 

»  a^  La  diilérence  entre  les  bases  triangulaires  3  n  +  t 
et  n  étant  an  +  i,  il  en  résulte  que,  si  le  nombre  impaii* 
2/1  +  1  est  divisible  par  3,  la  base  n  est  nécessairement 
égale  à  un  multiple  de  3,  + 1  ;  par  conséquent,  dans  ce 
cas,  le  premier  nombre  triangulaire  est,  comme  le 
second,  premier  avec  3. 

»  Telle  est,  monsieur  le  Rédacteur,  ma  réponse  à  la 
question  de  M.  Realis.  » 


(*)     ^  ^-H(a«H-i)*=  -^ »  identiquement. 
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M.  Moret-Blanc  observe  qu'on  a  ideniiqaement 

,       (3/i»-f-i)(3/i»-f-a)       (3/t»~2)(3/t'-i] 

Q/t'  =  -i '-^ i  -i ■ « 

^2  2 

ce  qui  ddmoiitre  le  théorème  de  M.  Realis. 

La  restriction  que  le  carré  soit  impair  est  inutile; 
l'identité  précédente  démontre  que  : 

Tout  carré  dmsible  par  3  est  la  différence  de  deux 
nombres  triangulaires  premiers  at^ec  3. 

MM,  Lez,  Pisani  et  Sondât  nous  ont  adressé  des  soin* 
tions  de  la  question  1255,  résolue  (n^  de  septembre, 
p,34o), 

La  question  1221  a  été  résolue  par  M.  S.  K.,  à  Vienne. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOPELLES  ANNALES. 


Question  H94 

(voir  a*  tirla,  t.  XV,  p.  144); 

Par  A.-J.-J.  MEYL, 

Ancien  capitaine  d'artillerie,  à  La  Haye. 

Une  pile  de  boulets  à  base  triangulaire  ne  contient 
un  nombre  de  boulets  égal  au  carré  d^un  nombre  en- 
tier  que  lorsquelle  en  contient  sur  le  côté  de  la  base 
1,  a  ou  48- 

Soit  n  le  nombre  de  boulets  d^un  côté  de  la  base.  Té- 

quaiion  a  résoudre  sera   — ^ -^ '-  =  Q*.  On  sup- 
posera : 

1°  Que  n  est  un  nombre  pair  a/w.  L'équation  devient 
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^ ^ ^  =  (^',  et,  en  écartant  le   facteur 

carré  4  au  premier  membre, 

mh.m  -4-  i)  (w  -+- 1)        _ 

^ ti =  Q'. 

Or,  dans  la  solution  de  la  question  1180  (a**  série,  t.  XVI, 
p.  429)9  M.  E.  Lucas  a  démontré  que  les  seules  valeurs 
en  nombres  entiers  pour  m,  dans  cette  dernière  équa- 
tion, sont  m  =  I,  m  =r  24.  Par  conséquent,  on  a  n  =  !2, 
fi  =  48. 

2^  Que  n  est  un  nombre  impair.  Il  y  a  trois  cas  à  con- 
sidérer selon  que  /i,  n  -h  i  ou  /H-  a  est  divisible  par  3. 
Pour  plus  de  facilité^  on  remplacera  tz,  dans  ces  trois  cas 
respectivement,  par  6m -h  3,  6w  —  i  et  6/n-Hi. 

Soit  n  divisible  par  3,  d'où  n  •=.  6m  -f-  3.  L'équation 
à  résoudre  est 


ou 


{6m  ^  3)  (6/11  -+-  4)  (6m  ^  5)  =:  6Q% 

(2/W-4-  i)  [3m -h  2)  (6m  -4-5)  =Q». 


Les  facteurs  du  premier  membre  étant  premiers  entre 
eux,  on  doit  avoir 

2/n -f- 1  =:*•*,     3/n-f-2=j^%     6iw-i-5  =  «'; 

des  deux  premières  équations  on  tire 

3j?»-m  — 2^% 

équation  impossible  pour 

7ZE=[— I,  o,  -hi)  (raod.  3). 

Si  71  -f-  I  est  divisible  par  3,  on  a  »  =  6m  —  i.  L'é- 
quation devient 

(6m  ~  i)6/?2(6/7i -+- 1)  ^6Q% 
Ann,  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  XVII.  (Oct.  1878.)  3o 
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et,  comme  plus  haut, 

6m  —  I  =  x%    6/if  =:  6/%    6m  -^  iz=zz*, 

les  deux  premières  donnent 

impossible  pour 

x  ==(—!,  o,  -f- 1)  (mod.  3). 

Soit  /i  +  2,  divisible  par  3,  ou  n  =  6/114-1,   on  a 
Téquation 

[6m  -f- 1)  (6m  4-  2)  (6m  h-  3)  =6Q^• 

par  conséquent, 

6/it -f- 1  =•  x*,     6m4-2=:aj^S     6m  4- 3  =  3»'; 
d'où 

(1)       a:'^-I  =  2^^     2/»-hi=r32%     *»-h2=:3a'; 
il  s'ensuit 

(a)  3»»=47'— '*'=(2r-^-'^)(2/  — J^). 

Comme  x,j^et2  sont  premiers  entre  eux,  les  facteurs 
ny-^-x  et  nj-  —  jc,  dont  la  somme  est  4x  «^  1*  diffé- 
rence 2X,  ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 
que  2  ;  mais,  x  étant  impair,  ce  diviseur  n'existe  pas-, 
donc  ^j-hx  et  ay  —  x  sont  premiers  entre  eux.  On 
peut  donc  poser 

Les  valeurs  de  x^y  et  z,  obtenues  de  ces  équations  et 
substituées  dans  une  des  équations  (1),  donnent  l'é- 
quation 

9//—  i8./>'7'4-7*4-8  =  o; 
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en  la  résolvant  par  rapport  à  /?*,  on  a 

Les  facteurs  sous  le  radical  ne  peuvent  avoir  d'autre 
diviseur  commun  que  2,  puisque  q,  comme  diviseur  de 
l'impair  z,  est  aussi  impair.  On  peut  donc  mettre  ce  ra- 
dical sous  la  forme 


/ 


i6x X  ^^7— » 

2  4 


dont  les  facteurs et  ^ —  sont  entiers  et  premiers 

entre  eux. 

Pour  que  p*  soit  rationnel,  il  faut  que  Texpression 
sous  le  radical  soit  un  carré  parfait,  ou  qu'elle  s'annule; 
le  premier  cas  est  impossible,  puisque  q^  —  i  n^est  ja- 
mais un  carré;  le  deuxième  n'est  possible  que  pour 
^*=i.  Par  là,  on  a  successivement  p*  =  ^'  =  i, 
X  =  y  =  z  =  ij  m  =  o  et  enfin  n  =  i .  Ainsi  on  ne 
peut  trouver  pour  n  que  les  valeurs  i,  2  et  48*  C'est  ce 
qu'il  fallait  démontrer* 

Note  du  rédacteur» —  Les  facteurs  ijr^x,  ^y  —x  du  second  membre 
deréquation  (a) 

étaot  premiers  entre  eux,  on  a 

ou 

z^ptj,     7X-^x=p\       a^  — x  =  3y«; 

mais  celte  seconde  hypothèse  conduit  au  même  résultat  que  la  première. 
La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


3o. 
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Question  1251 

(  rolr  1*  lérle.  t.  XVI,  p.  Mi)i 

Paa  m.  s.  REALIS. 

L'expression  6xj{ix^  -H  J^*)^  ^'^/*^  laquelle  x  ei  jr 
sont  des  entiers  différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  re- 
présenter un  cube^  m  le  quadruple  d'un  cube. 

Soit,  s'il  csl  possible, 

6xr(3a:«-+-r*)=2-z», 

X,  j^  z  étant  des  entiers  différents  de  zéro,  et  m  étant 
égal  à  zéro  on  à  a. 
On  a,  par  identité, 

où 

X  —  ^A'^&x^y  —  y^ 

Il  s'ensuivrait  donc 
c'est-à-dire 

équation  impossible,  pour  m  =  o  ou  m  =  a,  quels  que 
soient  les  signes  des  nombres  entiers  X  et  Y  (^).  (Etrusa, 
Analyse  indéterminée^  §  243  et  §  247.) 

yote,  —  Là  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Bianc  et 
Lucas. 

(•)  L'équation  j:'-f-/"=  2'"«'  est  impossible  en  nombres  entiers  jtour 
toute  valeur  de  m  (Legembre,  Théorie  des  nombres^  éd.  do  i83o,  t.  II, 
p.  9).  Par  conséquent,  d'après  Tidentité 

[6xr(3**H-y)]'.-=V-t-\«, 
Péquation  Qxx{Zx*  -f-;'*)  =  a*a'  est,  de  même,  impossible  pour  toule 
valeur  entière  de  /n.  (G.) 
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Question  1261 

(rolr  a*  série,  t.  XVII,  p.  a'o);  • 

Par  m.  MICHEL. 

On  prend  un  point  A  sur  un  diamètre  fixe  d'une  cir- 
conférence donnée^  soit  ABC  le  triangle  isoscèle  d'aire 
maximum^  tel  que  B,  C  soient  des  points  de  la  circon- 
férence donnée,  et  que  BC  soit  perpendiculaire  sur  le 
diamètre  passant  par  A.  Trouver  l'enveloppe  de  la 
droite  AB  quand  A  se  meut  sur  le  diamètre  fixe. 

(Lemoine.) 

Soient  O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  ;  D  le 
point  d'intersection  du  diamètre  fixe  et  de  la  base  BC  du 
triangle  ABC  (*). 

En  posant  OD  =  JC,  AO  =  a,  OB  ~  /%  la  surface  du 
triangle  aura  pour  expression 


[a  -f-  x)  y/ r*  -~a:\ 

On  trouve  facilement  que  cette  surface  est  maximum, 
quand 

r*  —  x^  =z  X  {a  -\-  a:)j 

c'est-à-dire  quand  BD  =  DO  X  DA.  Il  en  résulte  immé- 
diatement que  l'angle  BOD  =  ABD  (**). 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(**)  Cela  étant,  décrivez  du  point  B  comme  centre,  avec  BO  pour 
rayon,  une  circonférence  qui  rencontrera  la  droite  AB  et  son  pro1on{je- 
ment  en  des  points  G,  H,  et  tirez  les  deux  droites  rectangulaires  OG,OH. 
Ces  droites  resteront  invariables  dans  le  mouvement  supposé  au  point 
A,  parce  que  les  anj^ies  GOA,  HOD,  qu'elles  forment,  au  point  0,  avec 
le  diamètre  fixe  OA,  de  différents  côtés  de  ce  diamètre,  sont  con- 
stamment égaux,  chacun,  h  ^5  degrés.  En  effet,  IVîgalilc  BOD  =  ABD 
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Actuellement,  abaissons  du  point  O  une  perpendicu- 
laire OE  sur  AB  ]  soient  OE  =  p^  et  l'angle  EOD  =  a. 
En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  le  diamètre 
fixe  donné  et  le  diamètre  perpendiculaire,  l'équaiion  de 
la  droite  AB  est 

xcosa  -f- jsîna=/>. 

On  a  d'ailleurs 

p  =  reosBOE  ==  —  rcosaa, 

et  l'équation  de  AB  devient 

(i)  a:cosa4- ysina=  —  rcos2a; 

sa  dérivée  par  rapport  à  a  est 

(2)  — orsina  4-j^cosa  =  2rsin2a. 

L'élimination  de  a  entre  les  équations  (1)  et   (a), 
donnera  l'équation  du  lieu  cherché. 


donne 


ABO-t-BAO=--BAO, 
2 


ABO  =  -  -  2  BAC  =  -  —  2  GAG. 


Mais  l'angle  ABO,  ou  GBO,  étapt  Tangle  an  sommet  dn  triangle  iso- 
scèle  BGG,  on  a 

AB0  =  7r  — 2BGG; 
donc 

-  --2GA0  =  ir--2B6G; 
2  ' 

d'où 

BGO  =  /  -h  GAG  =  GGA  -h  GAG, 
■» 

6GA=7=45S    et    HGD  =  45». 

4 

Par  conséquent,  la  question  proposée  revient  à  trouver  lenveloppe 
d'une  droite  GH,  de  longueur  constante,  2.OB,  dont  les  extrémités 
G  et  H  glissent  sur  deux  droites  fixes  rectangulaires  OG,OH.  Ce  qui 
est  une  question  dont  la  solution  est  bien  connue.  (G.) 
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De  ces  équations  on  tire 

(x+j)'=:r»[i  — .sin2a)% 
[x  —jry  =  f*{  I  -h  sin2a)% 
et  par  suite 

(3)  v^l*-+-rr-+-î/(^-7)'  =  2{/7i(*). 

ZVor^.  —  Autre  solution  de  M.  Barbarin. 


Question  1265 

(TOir  2*  série,  t.  XYII,  p.  240)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Le  centre  d'un  cercle  O  de  rayon  constant  se  déplace 
flans  son  plan  sur  la  circonférence  d'un  cercle Jixe  O'. 
Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un  point  Jixe  P  par 
rapport  au  cercle  O.  (  Laisawt.  ) 

Solution  analytique.  —  Je  prends  le  centre  du  cercle 
fixe  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires,  et  je 
fais  passer  Taxe  Q>  x  par  le  point  P.  Soient  a!  et  a  les 
rayons  du  cercle  fixe  et  du  cercle  mobile,  et  a  l'abscisse 
du  point  P. 

Les  coordonnées  du  point  O  étant  a  cosO,  «^sînfi, 
l'équation  du  cercle  O  sera 

[x  —  fl'cosô)^  -^  [y  —  «'sinÔ)^r=a% 
ou 

x^  -^ y"^  —  'i.a'x cosô  —  la'y  sinô  -H  «'*  —  «*  =:  o, 

et  celle  de  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  ce  cercle, 

OLT  —  a'(j?-f-a)cosÔ  —  rt'jsinô  -h  a'*  —  a'z=:  o, 

(  *  )  En  prenant  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  les  bissectrices 
«les  angles  des  anciens  axes,  réquatîon  (3)  se  réduit  à  x*  -i-.r'  =  (^r)*» 
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ou 

(i)  «'(jr-4-  a)cos0  4-  aysinB  =  eux  4-  a''  —  a^ 

On  obtiendra  Tëquation  de  son  enveloppe  en  élîminanl  B 
entre  cette  éqnation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  0 

(2)  —  a'(.r -h  a)sinO  4-a'jcosO=:  o. 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations  éle- 
vées au  carré,  Télîmination  se  trouve  faite,  et  Ton  a 

a'>{*  +  a)>  H-  flV  =  (ax  -h  fl'»  —  a^]\ 

ou 

(3)  (a''  —  a')  X»  -I-  «'«r»  H-  2a'«x  +  a'^a»  —  (a'»  —  «»)»  =  o. 

L*enveloppe  est  une  conique  symétrique  par  rapport 
à  (y P.  La  conique  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
hyperbole,  suivant  que  le  point  P  est  dans  le  cercle  (X, 
sur  la  circonférence,  ou  extérieur  au  cercle.  Si  P  coïn- 
cide avec  (y,  le  lieu  est  une  circonférence  concentrique 
à  la  circonférence  (V, 

Solution  géométrique. — Toute  droite  issue  du  point  P 
rencontre  le  cercle  C  en  deux  points  réels  ou  imagi- 
naires, d^où  résultent  deux  cercles  O,  et  par  suite  deux 
polaires  parallèles,  réelles  ou  imaginaires.  L^enveloppe 
des  polaires  est  donc  une  courbe  telle  que  d^un  point 
quelconque  de  Pinfîni  on  peut  lui  mener  deux  tangentes 
réelles  ou  imaginaires  :  elle  est  de  seconde  classe,  et  par 
conséquent  une  conique. 

Si  le  point  P  est  à  l'intérieur  du  cercle  C,  l'enveloppe 
a  des  tangentes  réelles  parallèles  à  toutes  les  directions  : 
c'est  une  ellipse,  qui  se  réduit  à  un  cercle  lorsque  P 
coïncide  avec  O'. 

Si  le  point  P  est  extérieur  au  cercle  O',  les  tangentes 
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réelles  de  TeiiTeloppe  sont  perpendiculaires  aux  droites 
menées  de  Pdans  l'angle  TP!^  des  tangentes  au  cercle  C  : 
celte  enveloppe  est  donc  une  hyperbole  dont  les  asym- 
proles  sont  perpendiculaires  aux  droites  PT,  PT.  Si  le 
point  P  est  sur  la  circonférence  (y,  Penveloppe  n'a 
qu'une  seule  tangente  à  distance  finie  parallèle  à  chaque 
direction,  et  elle  est  tangente  à  la  droite  de  rinfînl  :  c'est 
une  parabole. 

Dans  tous  les  cas,  Taxe  OP  est  Taxe  focal. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Pisani  ; 
C.  Ju£^ane,  étudiant  en  droit^  à  Paris;  E.  Fauquembergue,  maître  répéti- 
teur au  lycée  de  Saint^Quentin ;  Armand  Bertrand,  propriétaire  à  Azil- 
lanet;  Droz;  Lez;  Ed.  Guillet;  Lambiotte;  Beaugcy;  K.  Robaglia  (àPhi- 
VipperiHc);  J.  Chambon;  Albert  Lacazette  et  Numa  Parra,  élèves  au 
lycée  de  Bordeaux. 

La  solution  de  M.  Droz  est  entièrement  géométrique. 

M.  Bertrand  résout  cette  question  plus  générale,  dont  les  questions 
1211  et  1265,  sont  des  cas  particuliers: 

«  On  donne  sur  un  plan  un  point  fixe  P  et  deux  cercles  O,  A.  Une  cir- 
conférence C,  variable,  dont  le  centre  est  situé  sur  la  circonférence  O, 
coupe  orthogonalement  le  cercle  A.;  déterminer  l'enveloppe  de  la  polaire 
du  point  V,  par  rapport  à  G'.  » 


Question  1271 

(roir  a*sérIo,  t.  XVII,  p.  a88); 

Pae  m.   Albert  LACAZETTE, 
Élève  du  lycée  de  Bordeaux. 

On  donne  un  plan  (P)  e/  une  droite  fixe  (D)  qui 
rencontre  le  plan  en  un  point  O.  Par  la  droite  (D),  on 
mène  un  plan  (tt)  qui  coupe  (P)  suiv^ant  une  droite  0/w  -, 
on  élevée  sur  0/n,  dans  le  plan  (tt),  une  perpendicu- 
laire Ofi  ;  quel  est  le  lieu  de  cette  perpendiculaire  P 

(Gewty.) 
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Solution  géométrique.  —  Toutes  les  droites  dont  on 
cherche  le  lieu  passant  par  un  point  fixe  O,  le  liea  est 
un  cône. 

El  Ton  peut  voir  que  tout  plan  parallèle  an  plan  (Pj 
coupe  ce  cône  suivant  un  cercle. 

En  effet,  une  génératrice  O/x  du  cône  est  donnée  par 
Tinterseclion  du  plan  (ir)  et  d'un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  Om,  au  point  O.  Les  traces  du  plan  [t)  et  du 
plan  perpendiculaire  k  Om  sur  le  plan  (P)  sont  des 
droites  rectangulaires  Om,  Oizi'  ;  et  îl  en  sera  de  même 
des  traces  de  ces  deux  plans  sur  tout  plan  (P'))  paral- 
lèle à  (P).  Donc,  en  nommant  a,  /Jiet5  les  points  aux- 
quels le  plan  (P')  est  rencontré  par  les  droites  (D),  O.a, 
et  par  la  perpendiculaire  O5,  élevée  au  plan  (P),  aa 
point  O  ;  Tangle  s^lol  sera  droit.  Par  conséquent,  la  sec- 
tion du  cône  par  un  plan  (P')  parallèle  au  plan  (P)  est 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  pas- 
sent par  deux  points  fixes  a  et  5,  c'est-à-dire  un  cercle 
ayant  as  pour  diamètre. 

Solution  analytique.  —  Je  prends  pour  axes  des  coor- 
données trois  droites  rectangulaires  ;  la  droite  (D)dans 
le  plan  des  axes  xz^  et  le  plan  des  xj  étant  le  plan  (PU 
par  suite,  le  point  O  est  Torigine^ 

Les  équations  de  la  droite  (D)  seront jf  =  o,  x  =  mz\ 
et  l'équation  d'un  plan  (ît),  j^-+- X{jc — mz)  =  o.  La 
droite  Om  sera  représentée  par  z  =  o,  ^  H-lx  =  0. 

L'équation  du  plan  perpendiculaire  àOm,  aupoinlO, 
sera  "ky  =  x,  et  une  droite  du  lieu  aura  pour  équations 

^jrzijc,     jy-{-\[j:  —  mz)  =  O, 

En  éliminant  X,  on  a  j*  h-  jc*  —  mxz  =  o  \  équation 
d'un  cône  qui  admet  pour  génératrices  la  droite  (D)  cl 
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l'axe  des  ^.  L'une  des  directions  des  plans  cycliques  de 
ce  côae  est  parallèle  au  plan  donné  (P)  [*]. 

Note.  — La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc;  A.  Droz; 
Fauquembergue;  Lambiotte;  Lez;  J.  Chambon;  Numa  Parra,  élèfe  du 
lycée  de  Bordeaux. 


Question  1273 

(Toir  a*  sérlo,  t.  XVII,  p.  aB8); 

Pae  m.  e.  fauquembergue, 

Maitre  répétiteur  au  lycée  de  Saiot-Queritin. 

Si  ç  représente  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans    un 
triangle,  et  p  le  demi-périmètre j  on  a  ^'  >  ayr*. 

(D.  Edwards.) 
On  a 

la  question  revient  donc  à  démontrer  que 
ou 

Or  on  sait  [Questions  d"* Algèbre  de  M.  Desboves) 
que  l'on  a 

ahc^  [b  -{-  c  —  a)[a'\'  c  —  ô)  (a  -}-  ^  —  r), 
et  • 


(*)  Et  l'autre  perpendiculaire  h  la  droite  (  D). 
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donc,  afoHiori, 

I )   ^  .b  '[-  c  —  a){a-^c—  b){a-t-b—e]. 

C.  Q.  F.  D. 

yoee.  —  M.  Faaquember{;ue  donne  une  seconde  démonstration  fondée 
sur  cette  proposition  connue,  que  : 

De  tous  les  triangles  circonscrits  à  un  même  cercle,  celai  qui  a  le  pins 
petit  périmètre  est  équilatéral. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret^lanc,  Sondât;  Ferdi- 
nando  Pisani  ;  Eugène  Delmas,  élèye  du  lycée  de  Lyon. 


Question  1274 

(voir  1*  lérle,  t.  XVII, p.  188); 

Par  m.  J.  de  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon. 

Dans  toute  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation 
indéterminée  24  JC*  -f-  i  ==J^^  le  produit  ocy  des  valeurs 
des  inconnues  est  toujours  un  multiple  de  5. 

Xyj  étant  des  entiers  qu'on  peut  supposer  positifs, 
le  chiffre  des  unités  est  un  des  chiffres  suivants  : 

Dans  x' o,   i,  4>  ^»  6>  9» 

Dans  7,^0:' o,  4»  6,  o,  4'  ^5 

Dans  24«îc* -f- I  0U7'. .      I,  5,  7,   1,  5,  7; 

mais  le  chiffre  des  unités  d'un  entier  qui  est  un  carré 
parfait  ne  peut  être  7 -,  donc  le  chiffre  des  unités  de)' 
est  5  ou  I  • 

Dans  le  premier  cas,  le  chiffre  des  unités  de/  est  5; 
r  est  donc  multiple  de  5. 

Dans  le  second  cas,  le  tableau  ci-dessus  montre  que  le 
chiffre  des  unités  de  x',  et  par  suiie  de  x,  est  ooa  5; 
X  est  encore  multiple  de  5. 
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Dos  deux  valeurs  correspondantes  de  x  et  de^%  il  y  en 
a  toujours  une  et  une  seule  qui  est  un  multiple  de  5  ; 
leur  produit  est  donc  un  multiple  de  5. 

Note,  —  Autres  solutions  de  MM.  Réalis;  Moret-BIanc;  Soudât. 


Question  1276 

(rolr  a*  série,  t.  XVn,  p.  336 }; 

Pae  m.  R.-W.  GENESE. 

Soient  ABC  un  triangle  et  O  un  point  quelconque 
du  plan;  démontrer  que  la  puissance  de  O,  par  rapport 
au  cercle  circonscrit  au  tnangle,  a  pour  expression 

g^OCB-h^\OAC-hc».OBA 
ABC  ' 

a,  J,  c  étant  les  longueurs  des  trois  droites  OA,  OB,  OC, 
et  les  aires  OCB,  ...  recevant  des  signes  convenables, 
suivant  le  sens  dans  lequel  elles  sont  parcourues. 

(Laisant.) 
Le  point  O  est  le  centre  de  gravité  de  trois  poids 
posés  aux  points  A,  B,  C,  et  proportionnels,  respective- 
ment, aux  aires  BOC,  COA,  AOB  (auxquelles  il  faut 
donner  des  signes  convenables). 

Le  moment  d'inertie  de  ces  poids,  par  rapport  au 
centre  S  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC»  est 
égal  à 

BOC  X  OA^  -f-  COA  X  OB'  -h  AOB  X  OC'  4-  ABC  X  OS'  ; 
mais  ce  moment  a  aussi  pour  valeur 
BOC  X  SA^  -f-  COA  X  SB^  -h  AOB  X  SC,     ou     ABC  X  RS 
en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle^  donc 
BOC  X  OA'  -h  COA  X  OB'  -h  AOB  X  OC  =  ABC  (R'  -  OS'  )  ; 
le  théorème  est  donc  démontré. 
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Question  1276 

(Seconde  solallon); 

Par  m.   h.  lez. 

Le  cercle,  passant  par  trois  points  Â,  B,  C,  a  pour 
équaiion  générale 


jpï  -h  y 


y\ 


X 

x. 


r. 

r« 


=  0. 


En  développant  ce  déterminant,  on  peut  le  mettre 
sous  une  forme  qui  rappelle  le  théorème  de  Feuerbach: 


-jM 


-W  +  rî) 


X 


r 
ri 


-(^î+/î) 


-W-Hrî) 


j: 

r 

Xt 

ri 

*s 

r3 

jî 

r 

X, 

ri 

JCa 

r« 

=.-0. 


Or,  si  Ton  remplace  les  coordonnées  courantes  par 
celles  d'un  point  quelconque  D(a,P)  et  qu'on  divise  par 
le  coefficient  de  x',  on  aura  la  puissance  P  de  ce  point 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  De 
plus,  si  ce  point  se  confond  avec  Forigine  variable  0 
des  coordonnées  choisies  arbitrairement,  on  aura  tout 

de  suite 

xx    yx     I 

•^î  r»    ï 
^^  r»    ï 

O        O         I 

^i     Xi      i 
ce  qui  démontre  le  théorème  proposé 


o 

o       I 

=  w  +  rî) 

X* 

r»    ï 

^i 

r.    I 

o 

o       1 

-<-(-;+jî! 

^t 

ri    ' 

Xj 

r«    ' 
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Jiiote.  —  La  question  1276  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Moret-BIanc  et 
Ferdinando  Pisani. 
Au  sujet  de  cette  môme  question,  M.  H.  Faure  nous  écrit  : 
«  Dans  mon  recueil  de  théorèmes,  relatif  aux  sections  coniques,  figure 
l'énoncé  suivant  (page  ii):  On  donne  deux  cercles  A,  R  et  trois  pointa 
<7,  b^  c  sur  le  premier.  Si  l'on  désigne  par  a,  )9,  y  les  puissances  de  ces 
points,  par  rapport  au  cercle  B;  par  fx.  et  fif  les  puissances  d'un  point 
arbitraire  m,  par  rapport  aux  cercles  B,  A,  on  a  la  relation 

Or,  si  l'on  suppose  que  le  cercle  B  se  réduise  à  un  point  et  que  l'on 
prenne  le  point  m  pour  ce  point,  on  obtient  le  théorème  1276,  énoncé 
par  M.  taisant.  J'ajoute  que  mon  théorème  s'étend  au  cas  de  deux  sphères 
A  et  B,  en  prenant  sur  la  première  quatre  points  arbitraires. 


QUESTIONS. 


1288.  Une  parabole  P,  de  paramètre  constant,  se 
meut  dans  son  plan  parallèlement  à  elle-même,  de  façon 
que  chacun  de  ses  points  décrive  une  parabole  P'  de 
paramètre  donné,  dont  Taxe  soit  parallèle  à  celui  de  la 
parabole  mobile.  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  d'un 
point  fixe  donné,  par  rapport  à  la  parabole  P. 

Même  question  en  supposant  la  parabole  P'  rempla- 
cée par  une  droite  de  direction  quelconque.     (Laisant.) 

1289.  Quel  que  soit  m,  l'intégration  de  Téquation 

peut  se  ramener  à  des  quadratures.  (  Moreau.) 

1290.  Soient  r, /'i,/',,  7*5  les  rayons  des  cercles  tan- 
gents aux  côtés  d^un  triangle;  démontrer  que 

«4-^  -i-rr^3(/^'r,rjr3)*  —  [n-^ r^r^)'^ 
-(/T.r-'r3)^-(rr.r,;7')\ 
(T.  MiTCREsoN ,  B.  Aj  L.  c.  P.,  The  Educaiional  Times.) 
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1291 .  L*ëquauon  x*  -h x'  -4-  x*  -I- x  —  i  ==  j*  est  im- 
possible en  nombres  entiers  et  positifs, 

1292.  Démontrer  quMl  est  impossible  de  résoudre,  en 
nombres  entiers,  aucune  de  ces  trois  équations  indéter- 
minées : 

(1)  xj  -4- a:;  -h  a:;  -4- arj  4- xj  -+- ^J  -4- .rj  =90:, -h  8, 

(2)  j:'-+-jr*  =  9z-t-7, 

(3)  .         .r«-h7«=.r7«-h5. 

(Laisajit.  ) 

1293.  Trouver  un  nombre  qui  soit  égal  à  la  somme 
des  chiffres  de  son  cube.  (Laisint.  ) 

1294.  Démontrer  que  la  somme  des  inverses  de  n 
nombres  positifs  en  progression  arithmétique  e^ccède  le 
quotient  de  n*  par  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion. 

Déduire  de  cette  proposition  la  divergence  de  la  série 

(-î)-*-(r4-î)-^(r^-^rr-g) 

(I  ï  1  I         i\ 

li       10       17       19       0/ 

(LiOHJSET.) 
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LIBRAIRIE   DE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DBS  ADGUSTINS,   55,  A  PARIS. 


RKVOI  FRANCO  DANS  TOUTE  L  UNION  POSTALE  CONTRE  MANDAT  DE  POSTE. 


ŒUVRES  COMPLÈTES 

DE  LAPLACE, 

PUBLIÉES 

SOUS  LES  AUSPICES  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES 

PAR 

MM.  LES  SECRÉTAIRES  PERPÉTUELS. 


NOUVELLE  ÉDITION,  AVEC    CM  PORTRAIT  DE   LAPLACE,   GRAVÉ  SUR  CUIVRE  PAR  TOUT  OOUTIÊRE, 
TREIZE  BEAUX  VOLUMES  III-4  ^^^  PAPIER  VERGÉ  ET  SUR  PAPIER  DE  HOLLANDE. 


Extrait  de  rAvertissement. 

L'Académie,  sur  le  Rapport  de  la  Section  d'Astronomie  et  de 
la  Commission  administrative,  après  avoir  pris  connaissance  des 
conditions  dans  lesquelles  devait  s'accomplir  le  travail  et  des 
soins  dont  il  était  entouré,  a  décidé,  dans  sa  séance  du  i6  juil- 
let 1877,  que  la  nouvelle  édition  serait  publiée  sous  ses  auspices 
et  sous  sa  responsabilité. 

Les  éditions  précédentes,  qui  sont  devenues  très-rares,  ne  contenaient 
que  7  volumes,  savoir  :  Traité  de  Mécanique  céleste  [5  volumes),  ExpO' 
sition  du  système  du  Monde  et  Théorie  analytique  des  probabilités,  La 
nouvelle  édition,  publiée  sous  les  auspices  de  T Académie  des  Sciences, 
avec  le  cpncours  de  M.  Puiseux,  Membre  de  l'Institut,  et  de  M.  Houel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  comprendra  de  plus 
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6  volumes  renfermant  tous  les  autres  Mémoires  que  Laplace  a  Êih  pa- 
raître dans  de  nombreux  Recueils  académiques  et  périodiques,  et  doo! 
la  dissémination  a  rendu  jusqu'à  ce  jour  Tétude  si  difficile. 


Souscription  aux  5  volumes  de  la  Mécanique  céleste. 
ENVOI  FRANCO  DAM8  TOUTE  L'oiflON  POSTALE  OOMTaS  MANDAT  DE  POSTE. 

Le  tirage  est  fait  sur  trois  papiers  différents  :  i<*  sur  papier  vergé  semblaMe  à  eeM 
des  Œuvres  de  Fresnel,  de  Lavoisier  et  de  Lagraoge  ;  a*  sur  papier  vergé  fort,  n 
chiffre  de  Laplace  ;  3®  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (  à  peti: 
nombre). 

Le  prix  pour  les  3oo  premiers  souscripteurs  aux  5  volumes  du  Traité  de  HtKJismi 
CÉLESTE  est  fixé  ainsi  qu'il  suit  (prix  à  solder  en  souscrivant)  : 

1^  Tirage  sur  papier  vergé  ;  5  vol.  in-4 ^  ^'• 

2^  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  chifi^  de  Laplace  ;  5  vol.  in-4 9^^' 

3^  Tirage  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (  à  petit  nombre)  ; 

5  vol.-in  4 ' •-••  >»•'• 

Le  prix  de  chaque  volume  du  TaAnÉ  DE  MECANIQUE  CÉLESTE,  acheté  séparémekt, 
est  fixé  ainsi  qu'il  suit  : 

I  ^  Tirage  sur  papier  vergé  ;  chaque  volume  in-4 ^  ^■ 

a<*  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  aux  armes  de  Laplace  ;  chaque  vo- 
lume in-4 3a  fr.  Soc 

Les  volumes  tirés  sur  papier  de  Hollande  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Le  Tome  I  et  le  Tome  11  (1878)  sont  en  distribution  ;  le  tome  III  sera  envoyé  m 
souscripteurs  à  la  fin  de  Tannée  1878  ;  les  Tomes  IV  et  V  suivront  de  près. 


»«<>a4 


Paris.  —  Imp.  Ganthier-Villars,  55.  qnai  des  Gnnds-Aognstins. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS. 

QUAI   DES   AUGU3T1NS,    55,  ▲   JPARIS. 

Knxoi  Jraneo^  contre  mandat  de  poste  ou  Talenr  sur  Paris,  dans  tous  les  pays  de 
VUnion  postale,  —  Pour  les  États-Unis  de  VAmérique  du  Nord,  ajouter  5o  cen- 
times par  volume.' 

THÉORIE  MÉCANIQUE  DE  LA  CHALEIIR: 

P^R  M.  6.-A.  HIRN, 

Correspondant  de  l'Institut. 


PBBniKBB  ET  SBCOMDB  PABVIB* 


Première  Partig.  —  Exposition  analytique  et  expérimentale  de  la 
Théorie  mécanique  de  la  Chaleur.  3'  édition,  entièrement  refondue. 

In-8  grand  raisin,  avec  Ggures  dans  le  texte.  Tome  I;  1875 12  fr. 

Tome  II;  1876 la  fr. 

SECONDE  Partie  (formant  Ouvrage  séparé).  —  Conséquences  philoso- 
phiques et  métaphysiques  de  la  Thermodynamique.  Analyse  éiémen- 
taire  de  l'Univers,  la-8  grand  raisin  ;  1868 10  fr. 

TITRES  DES  CHAPITRES  DE  LA  P«  PARTIE. 

TOME  PREMIER. 
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RÉFLEXIONS  SUR  LA  GINÉNATIQUB  DU  PUN^ 

Paa  m.  a.  LâISAIST. 


Préliminaires . 

1.  Il  est  généralement  admis  désormais  que  la  Cinéma 
tique  est  une  branche  spéciale  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, qui  peut  et  doit  être  étudiée  préalablement  aux 
autres.  La  Cinématique  a  tous  les  caractères  de  la  Géo- 
métrie, avec  l'addition  de  l'idée  du  temps ^  et  il  se  trouve 
bien  souvent  qu'elle  peut  rendre  à  la  Géométrie  elle- 
même  d'importants  services. 

Dès  lors  il  est  permis  de  se  demander  s'il  n'y  aurait 
pas  un  certain  intérêt  à  procéder  en  Cinématique,  comme 
on  le  fait  en  Géométrie,  en  commençant  par  l'étude  des 
mouvements  qui  s'accomplissent  dans  un  seul  plan, 
avant  de  s'appliquer  à  ceux  qui  s'effectuent  dans 
t espace.  Il  y  aurait  peut-être  à  cela  plusieurs  avantages, 
en  dehors  de  la  question  de  méthode  et  d'analogie  que 
nous  venons  de  signaler.  Bornons-nous  à  indiquer  les 
deux  suivants,  d'ordres  très-distincts  l'un  de  l'autre. 

En  premier  lieu,  au  point  de  vue  pratique,  la  plupart 
des  combinaisons  d'organes  de  transmissions  de  mouve- 
ment reposent  sur  des  translations  dans  des  plans  paral- 
lèles et  sur  des  rotations  autour  d'axes  parallèles,  tous 
perpendiculaires  à  ces  plans.  Les  exemples  en  sont  nom- 
breux, même  dans  des  machines  assez  compliquées.  Le 
praticien,  le  constructeur  en  possession  de  la  cinématique 
plane,  mais  n'ayant  pas  étudié  la  cinématique  de  r es- 
pace, aurait  donc  au  moins  les  éléments  principaux 
nécessaires  à  la  pratique  de  son  art. 

Ann.  de  niachém.,  2«  série,  t.  XVII.  (Nov.  1878.)  3l 
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En  second  lieu,  lorsqu'on  applique  l'Analyse  à  la  Ciné- 
matique, comme  sont  conduits  à  le  faire  de  plus  en  plus 
les  auteurs,  afin  de  donner  aux  déductions  un  caractère 
de  généralité  aussi  grand  que  possible,  ou  se  trouve  forcé 
de  passer  à  chaque  instant  de  la  géométrie  analytique 
du  plan  à  celle  de  l'espace,  et  inversement.  L'inconvé- 
nient est  sérieux*,  il  n'est  peut-être  pas  capital  tant 
qu'on  s'en  tient  aux  méthodes  ordinaires,  puisqu^en  dé- 
finitive l'instrument  algébrique  est  le  même  dans  un  cas 
que  dans  l'autre.  Mais  la  confusion  deviendrait  extrême 
le  jour  où  l'on  se  déciderait  à  faire  usage  des  méthodes 
du  calcul  géométrique,  dont  l'application  est  si  souvent 
féconde  et  élégante,  et  qui  commencent  à  être  employées 
dans  divers  pays  étrangers,  notamment  en  Angleterre  et 
aux  États-Unis.  Pour  l'étude  des  mouvements  de  Tespace, 
il  faut,  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  recourir  à  l'analyse 
des  quaternions^  et  aborder  par  conséquent  les  difficultés 
inhérentes  à  l'emploi  de  cet  algorithme.  Pour  les  mouvi^ 
raents  plans,  au  contraire,  on  n'a  qu'à  employer  le  cal- 
cul géométrique  des  équipollencesy  dont  les  règles  sont 
identiquement  les  mêmes  que  celles  de  l'Algèbre.  La 
classification  de  la  Cinématique  en  deux  grandes  bran- 
ches, plan  et  espace,  se  trouve  donc  encore  tout  oatu- 
rellement  indiquée. 

Je  ne  veux  pas  pousser  plus  loin  cette  discussion  à 
propos  de  l'enseignement  de  la  Cinématique,  discus- 
sion sur  laquelle  on  pourrait  insister  plus  loiiguemeiii. 
Comme  argument  à  l'appui  des  considérations  qui  pré- 
cèdent, je  me  propose,  dans  la  présente  étude,  d'appli- 
quer à  un  certain  nombre  de  questions  de  Cinématique 
plane  les  procédés  du  calcul  des  équîpoUences^  j'espère 
arriver  ainsi  à  montrer  une  fois  de  plus  l'intérêt  qu'il  y 
a  lieu  d'apporter  à  l'emploi  des  méthodes  dites  nou- 
i^clles,  et  qui  sont  pour  la  plupart  assez  anciennes  déjà. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  483  ) 

Il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  exposé  didactique  et  niélho- 
dique  d'une  science  ]  je  ne  me  propose  nullement,  dans 
ces  considérations,  de  rédiger  un  traité,  ni  même  le 
résumé  d'un  traité.  Je  prie  donc  le  lecteur  de  me  par- 
donner la  forme  un  peu  décousue  peut-être  de  ce  Mé- 
moire, forme  qui  résulte  du  programme  même  que  je 
rae  suis  donné. 

Si  j^avais  à  composer  un  traité  de  Cinématique  plane 
j'emploierais  parfois,  assez  fréquemment  même,  mais 
non  pas  toujours,  la  méthode  des  équi  pollen  ces  ^  les  mé- 
thodes devant  être,  à  mon  avis,  en  Mathématiques,  ce 
que  sont  les  outils  dans  un  atelier,  Toutil  doit  varier 
suivant  le  travail  qu^on  se  propose,  si  l'on  veut  que  ce 
travail  soit  exécuté  le  mieux,  le  plus  promptement  et  le 
plus  facilement  possible.  L'ouvrier  habile  est  celui  qui 
non-seulement  sait  manier  son  outil,  mais  sait  aussi  le 
choisir  avec  discernement,  au  lieu  d'employer  constam- 
ment le  même. 

Moui^ement  d'un  point,  —  Vitesses, 

2.  Le  mouvement  d'un  point  X  dans  un  plan  est 
représenté  par  une  équipollence  de  la  forme 

OX=/(r)  n 

t  exprimant  le  temps,  y  une  fonction  géométrique, 
et  O  une  origine  fixe.  Le  signe  =  est  ici  celui  de  Véqui- 
pollence  ou  de  Végalité  géométrique.  Quant  à  la  va- 
riable géométrique  OX  qui  fixe  à  chaque  instant  la  posi- 
tion du  point  mobile,  nous  la  désignerons  le  plus  souvent 
par  la  même  lettre  que  son  extrémité,  écrite  en  petites 

(  *  )  Voir  Bellavitis,  Exposition  de  la  méthode  des   équipoîlences^  tra- 
duction française,  p.  120  (Gauthier-Villars,  187/1). 

3l. 
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capitales;   si  bien  que    rcquipolletice    du    mouvement 
s^écrira 

(I)  x=/(0. 

Le  dëplacement  élémentaire  du  point  est  dny  et  la  dé- 
rivée 

(a)  ^=§=-^(') 

exprime  évidemment  la  vitesse  à  Tinstant  t. 

Si  l'on  écrit  OV  =  v,  le  mouvement  représenté  par 
l'équation  (2)  est  le  moui^ement  hodographique  du  pre- 
mier, et  la  trajectoire  de  V,  ainsi  décrite,  VhodograpUe 
de  ce  même  mouvement  de  X. 

L*aire  infiniment  petite,  décrite  par  OX  pendant  le 
temps  dt^  est  représentée  en  grandeur  ef  en  signe  (suivant 
le  sens  de  la  rotation  de  OX),  par 

7(X.CJÉ?X  — CJX.££x)(*), 

et  en  divisant  par  A,  on  a  la  vitesse  aréolaire 
(3)  «  =  ^(x.cjv  — cjx.v). 

3.  Si  le  mouvement  d'un  point  X  résulte  de  la  com- 
position des  mouvements  de  plusieurs  autres  points  Xi, 
Xt,  Xs?  •  •  •>  c'est-à-dire  de  V addition  géométrique  de 
0X19  OXf,  OXs,  . . .,  on  aura  évidemment,  d'après  la 
relation  (a), 

vz=v,4- v,-|-v,H-.  ..; 


{*)  Voir  Bbllatitis,  Exposition  de  la  méthode  des  équipoUemees^  tra- 
duction françaÎBe,  p.  45.  La  lettre  f  remplace  ici  le  ramun^  pour  plas  de 
facilité  typographique. 
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d'où  résulte  immédiatement  la  méthode  de  Roberval  pour 
le  tracé  des  tangentes. 

X  X 

4.  Effectuons  le  quotient  —  ==  -9  et  mettons -le  sous 

ITt 
ia  forme  /-f-  \L  Alors  x  =  Iv-hliv^  et  il  en  résulte  que 
les  relations 

(4)  P  =  îllV,       Q  =  /V 

représentent  respectivement  des  mouvements  sur  la  po- 
daire  de  la  trajectoire,  et  sur  la  podaire  de  la  déve- 
loppée de  cette  trajectoire.  Les  équipollences  (4)  peuvent 
donc  servir  à  Tétude  géométrique  de  ces  deux  courbes. 

5.  A  l'aide  de  cette  méthode  de  calcul  géométrique, 
on  peut  établir  de  nombreuses  propriétés  des  vitesses,  et 
résoudre  des  problèmes  de  Géométrie  ou  de  Cinématique, 
souvent  avec  une  extrême  facilité.  A  titre  d'exemple, 
nous  nous  contenterons  d'indiquer  celui-ci  : 

Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  à 
chaque  instant  deux  points  mobiles. 


Soient  O  Torigine  {fig-  i)]  X  et  Xi  les  positions  des 
deux  points  mobiles  à  Tinstant  t]  OV  et  OV^  leurs  vi- 
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tesses  respectives;  enfin  Z  le  point  cherché  de  l'enve- 
veloppe. 

Ce  point  Z  étant  situé  sur  la  droite  XX],  nous  aurons, 
k  étant  un  paramètre  variable  algébrique, 

(5)  z  =  X-x-i-(i  — *)x,; 
d'où,  pour  la  vitesse  de  Z, 

(6)  ™=:X-V+(l-A-)v.-|-rf*(x-X.). 

Cette  vitesse,  pour  que  Z  soit  situé  sur  Ten veloppe, 
doit  avoir  même  direction  que  XXj.  Mais  le  dernier 
terme  ayant  déjà  celte  direction,  il  suffit  de  poser 

(7)  ^v  +  (,-X.)y.||x-X.    (•) 

pour  déterminer  h. 

Cela  donne  lieu,  comme  Ton  voit,  à  la  construction 
géométrique  très-simple  que  voici  pour  déterminer  le 
point  Z  :  mener  OK,  parallèle  à  XXi,  jusqu'à  la  ren- 
contre de  Wj ,  et  diviser  XXi  en  Z  comme  VV,  est 
divisé  en  K. 

La  relation  (7)  permet  de  déterminera  par  le  calcul, 
en  remplaçant  dans  le  second  membre  x  —  Xt  par 
zi(x — X])  et  éliminant  ensuite  u  entre  Téquipollence  ainsi 
obtenue  et  TéquipoUence  conjuguée.  Cela  donne  le 
moyen  d'avoir  ainsi,  dans  chaque  cas  particulier,  la  dé- 
termination du  mouvement  de  Z  et  celle  de  sa  vitesse, 
en  se  servant  des  relations  (5)  et  (6). 

Accélérations» 
6.  L'accélération  étant  la  dérivée  géométrique  de  la 

(  *)  Le  signe  ||  employé  ici  est  celui  du  petraîUlisme^  c'est-à-dire  de  l'éga- 
lité de  directioD,  indépendamment  de  la  grandeur. 
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vitesse  par  rapport  au  temps  aui*a  pour  expression 

En  appelant  i^  la  grandeur  de  la  vitesse,  et  ^  son 
inclinaison,  on  a  v  =  ve?(*)  ce  qui  permet  de  donner 
encore  h  raccélération  la  forme 

^  dp  do  l  du       1»'     \ 

p  étant  le  rayon  de  courbure. 

Cette  décomposition  peut  encore  s'effectuer  en  posant 

w 

—  =  //ï  -4-  p  I  ; 


d'où  il  suit  que 

dv  .«'' 

p 


(lo)  my  =1  ~  g?     et      /ptv  =  /-«?. 


On  peut  remarquer,  eu  égalant  les  grandeurs,  qu'on 
obtient  ainsi  les  équations 

du 
,  de  u 

u  p 

et  aussi 


X  "'*''' 


qui  peuvent  à  l'occasion  présenter  quelque  intérêt,  et 
dont  la  seconde  donne  le  rayon  de  courbure  au  moyen 
dejtz. 

Si  le  point  mobile  X  est  rapporté  à  des  coordonnées 

(*)  Rappelons  que  é  est  employé  pour  «'. 


Digitized  by 


Googk 


{  488  ) 
polaires,  on  a 

(12)  x  =  rt^, 

(,3)  ^=Â*'-^'-^5i*'' 

décompositions  connues  de  la  vitesse  et  de  l'accélératioD. 

Accélérations  centrales. 

7.  Une  accélération  centrale  étant  assujettie  à  passer 
constamment  par  un  point  fixe,  prenons  ce  point  pour 
origine,  et  supposons  que  le  point  mobile  soit  déterminé 
par  des  coordonnées  polaires,  sous  la  forme  (ia)« 

Appelons  en  outre  iv  la  grandeur  de  TaccélératioD  w; 
nous  aurons  alors 


.5) 


'   —   M»  -  •  V 


c'est*à-dire,  par  comparaison  avec  la  relation  (14)9  q°*i' 
faut 

dt 

-âr='- 

En  d'autres  \ermes,  la  vitesse  aréolaire-c  est  con- 
stante. 

Cherchons  maintenant  à  étudier  l'hodographe  du  mou- 
vement, et,  dans  ce  but,  exprimons-en  le  rayon  de  cour- 
bure. D'après  la  seconde  relation  (i  1)9  il  sufiit  pour  cela 
dvr 

de  mettre —  sous  la  forme  nî-^-ijH.  comme  nous  le  fai- 

w  ^  ' 


3 
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sions  loul  à  l'heure  pour  —»   et  le  rayon  de  la  courbure 


cherché  sera  --• 
Or 


---  =  w'  =  ---8*4-i«'--e'=    — -  -4-  /  —  U\ 
dt  dt  dt  \dt  r"  J 


en  vertu  de  Téquation  (  i6).  Donc 

17)  —  = hl-î 

'    "  w  fv  r" 

et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  de  Thodographc 
est 

(18)  PA  =  -~r' 


en  sorte  que  ce  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
produit  de  l'accélération  par  le  carré  du  rayon  i;ec- 
teur» 

Il  s'ensuit  immédiatement  diverses  conséquences  im- 
portantes, et  en  premier  lieu  celle  qui  est  relative  au 
cas  de  Taccélération  dont  la  grandeur  est  en  raison  in- 
verse du  carré  du  rayon  vecteur.  Il  est  clair  en  effet  que 
dans  cette  hypothèse  Thodographe  sera  une  circonfé- 
rence, et  réciproquement,  pour  tout  mouvement  d'ac- 
célération centrale. 

Si  l'accélération  est  inversement  proportionnelle  au 
rayon  vecteur,  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe 
est  alors  proportionnel  à  ce  rayon.  En  général,  si  sv  est 
proportionnel  à  r",  p^  sera  proportionnel  à  /•"'*'*. 

8.  Voici  encore  une  propriété  commune  à   tous  les 
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mouvements  d'accélération  centrale,  et  qui  a  été  énoncée 
par  Ha  mil  ton. 

Si  X  et  X|  sont  deux  positions  du  mobile  sur  la  tra- 
jectoire; V  et  V,  les  points  correspondants  de  Thodo- 

Fig.    Q. 

Y 


graphe;  XY  et  XjY  les  tangentes  à  la  trajectoire,  se 
rencontrant  en  Y  ;  et  VU  et  ViU  les  tangentes  à  Thodo- 
graphe,  se  rencontrant  en  U  ;  alors  OY  est  parallèle  à  U 
corde  VV,  de  l'hodographe,  et  OV  est  parallèle  à  la 
corde  XXi  de  la  trajectoire. 

Ce  théorème,  qu'on  peut  très- facilement  démontrer 
géométriquement,  est  une  conséquence  de  la  constance 
des  aires.  En  voici  une  démonstration  analytique.  On  a 

X.CJV  — CJX.V  =:X,.CJV,  ~  CJX,.V,, 

Y=r=x4-7V=:x,  -+-:riv,,     U  =  V  H-  wx=rv,  -f-«,x,; 
d'où 

Y.CJ  V  —  CJ  Y.V  =z  Y.CJV,  —  CJ  Y.V,, 

Y.cj(v-~  V,)r=rcJY.(v  —  V,), 

et  par  conséquent 

Y  II  V—  V,. 

On  a  de  même 

u  II  X  —  X,. 

9.  On  peut  reconnaître  que,  pour  une  accélération 
centrale,  la  trajectoire  est  une  conique  chaque  fois  que 
l'hodographe  est  circulaire. 
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Dans  ce  cas,  la  vitesse  peut  évidemment  se  mettre 
sous  la  forme 

(ig)  V  ==  as»  4- As?, 

9  étant  seul  variable  dans  cette  équipoUence.  De  là 

ai 

de  telle  sorte  que  la  direction  de  w  est  perpendiculaire  à 
celle  de  s?.  Mais  celte  direction  de  Taccélération  est  la 
même  que  celle  du  rayon  vecteur  x  =  re®  ;  par  consé- 
quent ç  H —  =  0,  et  V  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(tlo)  Vz=rflg»—  lAfc*. 

Egalant  cette  valeur  à  celle  de  la  relation  (  i3)  et  divi- 
sant par  6% 

-r  +  "*-T-  ^fle^*""*^  —  «A» 
dt  dt 

ou  [formule  (i6*)] 

-7  -M'-  =  flcos(a  —  9)  -f-  i[ûsin(a  —  0)  —  b\ 

et,  par  l'expression  de  Tégalité  des  parties  imaginaires, 

équation  d'une  conique  rapportée  à  son  foyer.  Ainsi, 
pour  l'hodographe  circulaire,  la  trajectoire  est  toujours 
une  conique,  et  le  centre  des  accélérations  occupe  l'un 
des  foyers  de  cette  conique. 

La  loi  de  l'inverse  du  carré  de  la  distance  se  déduit 
d'ailleurs  immédiatement  du  calcul  ci-dessus,  puisque 

w  est  d'une  grandeur  proportionnelle  à  -~  =  —  =  —  • 
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autres  propriétés  des  accélérations, 

10.  La  proportionnalité  des  aires  décrites  et  des 
temps,  pour  une  accélération  centrale,  n'est  qu^un  cas 
particulier  d^une  propriété  plus  générale,  s^appliquant 
à  tous  les  mouvements  plans  possibles. 

Soient  a  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  au  temps 
£  ;  X  le  point  mobile  ;  XH  la  vitesse  ;  XK  son  accéléra- 
tion. 

Ou  a  bien  évidemment 

_  =  aire  OXH  =  7  (x.cj  v  —  cj  x.v). 

Prenant  les  dérivées,  en  nous  rappelant  toujours  que 
v  et  w  sont  les  deux  premières  dérivées  de  x, 

^^f^      i  ,       .  .        X       .     ^•►«. 

—  =  ^(x.cjw  — cj  x.w)=:aireOAK. 

Ainsi  la  vitesse  aréolaire  est  mesurée  par  Taire  du 
triangle  OXH,  et  l'accélération  aréolaire  par  celle  de 
OXK  ;  d'où  il  suit  que  cette  dernière  est  constammeut 
la  dérivée  delà  précédente. 

Pour  le  cas  d'une  accélération  centrale,  Taire  OXK  est 

constamment  nulle  ^  conséquemment  -^  =  const.,  et  les 

aires  a  croissent  proportionnellement  aux  temps. 
Si  les  aires  croissaient  proportionnellement  aux  carrés 

des  temps,  on  aurait  —  =  const.  \  donc  aire  OXK  serait 

constante,  c'est-à-dire  que  l'accélération  serait  en  raison 
inverse  de  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
Torigine  sur  sa  direction. 
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Réc]pro€|uement,  sMl  en  est  ainsi,  on  aura 


const.  =  tf, 

dfx 

dt  '" 

«r-f-  ù. 

9  = 

2 

eu  faisant  coïncider  l^origine  des  aires  avec  ]a  position 
du  rayon  vecteur  à  Torigine  des  temps. 

il.  Le  flemi^accroissement  du  carré  rie  la  vitesse, 
relatif  à  Vêlement  de  temps,  est  égal  au  produit  de 
l'accélération  par  la  projection  sur  l'accélération  du 
chemin  élémentaire.  (Resal,  Cinématiquepurefp,66.) 

En  efïet,  le  carré  i*^  de  la  vitesse  est  v.cjy^  d'où 

dç^=dv. cjy  -h  v.cj  dy=.  w.cjvi//  -f- vr/r.cj  w 
=  w. cj  £/x  -h  </x . cj  w, 

ce  qui  démontre  la  propriété  en  question. 

On  passerait  de  là  aux  déplacements  finis,  comme 
d'habitude. 

12.  Les  propriétés  de  Taccélération,  et  notamment  la 
décomposition  en  accélération  normale  et  accélération 
tangentielle,  permettent,  avec  une  grande  facilité,  de 
déterminer  et  de  construire  les  rayons  de  courbure  de 
certaines  courbes  (la  spirale  d'Archimède,  les  coniques, 
la  cycloïde,  par  exemple).  Nous  ne  développerons  aucun 
calcul  à  ce  sujet,  dans  le  seul  but  d'éviter  de  trop  allon- 
ger cette  Note,  Le  lecteur  y  suppléera  facilement. 

jiccélé rations  des  divers  ordres, 

i3.  Nous  avons  remarqué  que,  si  %  indique  la  posi- 
tion d'un  point  mobile,  v  sa  vitesse,  w  son  accélération, 
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V  et  w  soQt  les  deux  premières  dérivées  de  x.  Noos  don- 
neroQS  le  nom  A^ accélérations  des  di\fers  ordres  aux 
dérivées  suivantes  Wt,  w»,  ...  «  L'accélération  du  se- 
cond ordre  W|,  c'est-à-dire  la  deuxième  dérivée  de  la 
vitesse,  est  souvent  appelée  aussi  suraccélération  du 
mobile. 

Proposons-nous  de  chercher  à  décomposer  une  accé- 
lération d'ordre  quelconque,  comme  nous  Tavons  fait 
pour  la  première,  suivant  la  tangente  et  la  normale  à  la 
courbe.  Aceteûet,  supposons  que  cette  décomposition 
soit  obtenue  pour  l'accélération  w^,  et  appelons  iv^^^, 
%Vn,p  les  deux  composantes.  Si  nous  prenons  la  vitesse, 
comme  plus  haut,  sous  la  forme 

il  est  évident  qu'on  aura 

(22)  W^  =  («V./,  +  iil'n.p  )  «?• 

Cela  posé,  pour  obtenir  w^^.!,  il  suffit  de  prendre  la 
dérivée  de  l'expression  (22),  ce  qui  donne 

en  se  rappelant  toujours  que  ~  =  — 
Donc 

(  25  )  Wn.p+i  =  —^y^  -+■  ^'i,p  -  y 

ce  qui  fournit  une  méthode  générale  pour  résoudre  le 
problème  proposé,   en  partant  des  premières  valeurs 

de  w„  et  tv„,  qui  sont,  comme  nous  1  avons  vu,  --  et  -> 

respectivement. 
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Dans  ces  calculs,  les  dérivées  successives  de  p  se  pré- 
senteront évidemment.  On  peut  leur  donner  une  in- 
terprétation  géométrique  avantageuse;    car  on  a   tout 
d'abord 

i/p        dp  ff^ (f 

dt        dif  di        ^'p* 

si  nous  appelons  pi  le  rayon  de  courbure  de  la  dévelop- 
pée de  la  trajectoire. 

Et  d'une  manière  générale,  si  p^  est  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  ^»*"«  développée, 

"^^^  -  .      '\ 

"dt  -  ^'^'  y 

Par  conséquent,  eu  faisant  ces  substitutions,  au  fur 
et  à  mesure,  dans  les  dérivations  successives,  on  intro- 
duira les  rayons  de  tourbure  des  développées  succes- 
sives de  la  trajectoire,  au  lieu  d'expressions  analytiques 
dont  l'interprétation  concrète  serait  peu  saisissable. 

Le  calcul,  fait  comme  nous  venons  de  Tindiquer,  nous 
donne,  pour  les  composantes  de  la  suraccélération, 

.  d^v       i^  ^  f*  dv        f'5 

(26)         «.,.=  ---,     «.„,,=  3-- --P,; 

ei,  pour  celles  de  Taccélératiou  du  troisième  ordre, 

d^r        ^  v^  dv 


"'1,3=:  -J.  —  6  -,  -7;  -*-  3  -  Pi, 
di^  p'  dt  p*  ' 


X  •  ff'd^^^i  I dvY       ..  i»^      di 


dv 
dt 


P-'       p»P^       p. 


On  voit  que  les  expressions  se  compliquent  singulière- 
ment à  mesure  qu'on  passe  d'un  ordre  à  un  ordre  supé- 
rieur. 
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Les  circonstances  relatives  au  moQvement  imifornie^ 
ou  au  mouvement  circulaire,  s'obtiendraient  respedi* 

vement  en  annulant  -r'  tt»  •••'  o^  ï^'^n  en  annulant 

dt    d:^ 

P\-i  pi,  ...  * 

Pour  le  mouvement  circulaire  uniformément  varié, 

en  posant  -^=iol^  les  formules  ci-dessus  se  réduisent  à 


„» 

«''.«=--.' 

3a» 
«■«.»  =          > 
P 

6aP' 

3«' 

? 

Enfin,  dans  le  mouvement  uniforme  et  circulaire,  les 
accélérations  d'ordres  impairs  sont  normales;  celles 
d'ordres  pairs  sont  tangentieiles,  ce  qu'il  est  très-aisé 
de  reconnaître  directement. 

14.  On  peut  avoir  quelquefois  intérêt  à  effectuer  la 
décomposition  d'une  accélération  d'ordre  quelconque, 
suivant  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  perpendiculai- 
rement à  cette  direction.  Si  w^  se  décompose  ainsi,  en  u^ 
et  Zp^  et  si  X  =  r£*,  on  aura 

(28)  W^=:  («^H-/«^)6'; 

d'où,  prenant  la  dérivée  et  appelant  o)  la  vitesse  angu- 

,  .      dO 
laire  -rt 
dt 

(29)  W,,.  =  [(^'  -  «=,)  +  i  (^'  H-  «",)].'. 

c'est-à-dire 

(3o)  up^,  ~  "sr  "■  *"^'' 

(3l)  x^^,,  =:-^  -ho»i/^. 
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Ces  formules,  analogues  aux  relations  (24)  et  (a5), 
serviront  k  la  détermination  successive  des  composantes 
des  divers  ordres. 

Appelons  o)', 'i>^,  ...  les  accélérations  angulaires  des 

divers  ordres  — >  -^ï  •••»  et  9,  T',  ^',  . . .  la  vitesse 

et  les  accélérations  successives  de  translation  -t-9  -7-' 

at      aO 

—  9    ••••  Alors  l'application  des  formules  (3o),  (3i), 

en  partant,  par  exemple,  de  la  vitesse  (q  +  i(ùr)t^^  nous 
donne,  pour  les  composantes  de  Taccélération, 

(3a)  «,  =  ^'  — »»r,     «,  =:2«^ -4- «»'r; 

pour  celles  de  la  suraccélération, 

«a=  q" —  3»*^  —  3û*»'r, 


(33)  ,  ^      f      ^  , 

et  enfin,  pour  l'accélération  du  troisième  ordre. 


Ces  calculs,  dans  le  cas  le  plus  général,  deviennent 
assez  compliqués*,  mais  ils  se  simplifient  souvent  dans 
certaines  applications  particulières.  Par  exemple,  dans 
le  cas  où  ^  et  b)  sont  constants  (mouvement  uniforme  sur 
une  spirale  logarithmique),  on  voit  que  les  accélérations 
successives,  suivant  le  rayon  vecteur,  sont 

et  celles  dirigées  dans  le  sens  perpendiculaire 
261^,  — »•/■,  — 4^'^»  •**'">  6«*^,  — «'r,  — Su'^y   ...; 
la  loi  de  formation  successive  est  ici  évidente. 

Ànn.  de  Mathémat,,  a*  série,  t.  XVII.  (Nov.  1878.)  32 
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15.  Un  poiut  raobile  se  trouvaut  eu  X  à  un  insUDt 
donné,  soient  à  cel  instant  XUe,  XUi,  XUt,  ...sa 
vitesse  et  ses  accélérations  successives  appliquées  eo  X 
La  loi  du  mouvement  de  l'un  quelconque  des  points  U 
est  aisée  à  déterminer,  car  on  a 

d'où 

ifu„ ^u, 

—  _  V  -+-  w„^„      ._  _  w  -+-  w,^,. 

Cela  fournit  le  moyen  de  résoudre  immédiatement,  et 
cela  par  une  construction  des  plus  simples,  le  problème 
suivant  : 

Connaissant,  à  un  instant  quelconque,  la  position 
d* un  point  mobile  X,  sa  n)itesse  XUo  et  ses  accélérations 
successii^es  XUi,  XUi»  XUj,  ..•,  déterminer  les  tan- 
gentes et  les  rayons  de  courbure  des  trajectoires  décrites 
par  les  points  Uo,  Ui,  U|,  .... 

Un  triangle  formé  par  deux  accélérations  XU,,  XU^ 
a  pour  aire 

aire(XU«Up)  =  7  (  w„ cj  w^  —  cj  w.  w^). 

De  là  on  déduit,  pour  la  dérivée  de  cette  aire, 

(35)  i©.aîre(XU^U^}  =  aîre(XU«^.U^)  -halre{XU«U^-^»), 

propriété  plus  générale  encore  que  celle  du  n^  10. 
Si  ^  =  72  +  I»  la  relation  (35)  se  réduit  à 

(36)  (ï).aire(XU.U„-H.)  =aire(XU«U„H.a). 

Ainsi  :  l  aire  du  triangle  que  forment  deux  accélérations 
d^ ordres  consécutifs  a  pour  dériifée  Taire  du  triangle 
formé  par  la  première  de  ces  deux  accélérations,  avec 
celle  qui  la  suit  de  deux  rangs. 
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Mouvement  d'une  figure  dans  un  plan, 

16.  Considérons  le  déplacement  fini  d^une  figure  plane 
dans  son  plan.  Soit  OX  nne  droite  quelconque  de  la 
figure,  qui  vient  en  OiXi.  Prenons  O  pour  origine, 
et  posons  OOt  =  a  \  enfin  appelons  a  Tangle  des  deux 
directions  OX,  OiXi.  Il  est  visible  que  la  figure  peut 
être  amenée  de  sa  première  position  à  la  seconde,  par 
une  translation  marquée  par  a,  suivie  d'une  rotation 
égale  à  a  autour  du  point  Oi.  Cela  nous  donne 

(37)  X,  =A-hXC«. 

En  appliquant  cette  relation  au  point  £2,  tel  que 

a  =  A  -h  a  e«, 
ce  qui  donne 

(38J  û  =  -^-.' 


le  point  Q>  restera  immobile,  c'est-à-dire  que  le  mouve- 
ment considéré  équivaut  à  une'  rotation  autour  de  ce 
point. 

La  construction  de  Q»  se  fait  de  la  manière  la  plus 
simple,  en  traçant  sur  OOj  comme  base  le  triangle  iso-^ 
scMe  OftOi,  dont  Tangle  au  sommet  OÛOi  est  égal  à  a 
en  grandeur  et  en  signe. 

SHl  s'agit  maintenant  d'un  mouvement  infiniment 
petit,  le  point  £2  prend  le  nom  de  centre  instantané  de 
rotation}  la  formule  (38)  devient  alors 

(39)  n  =  ;^. 

a 

i7.  Considérons  maintenant  le  mouvement  continu 
<l'une  figure  plane  ^  soient  M  la  position  prise  à  Tinstant  t 

32. 
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par  le   point  qui  coïncidait  d*abord  avec  lorigiiie  0 
et  X  Tangle  total  dont  a  tourné  la  figure  à  cet  instant  I. 

D'après  le  numéro  précédent,  si  nous  appeloDs  là  U 
centre  instantané  de  rotation,  nous  aurons 

a  A 
et  par  suite 

(4o)  Q  =  M-f-/— . 

Cette  équipollence,  m  et  X  étant  donnés  en  fonction  do 
temps,  nous  représente  le  lieu  des  centres  instantanés 
sur  le  plan  fixe. 

Si  nous  ramenons  la  figure  mobile  k  Torigine,  en  sop- 
posant  qu'elle  entraine  avec  elle  le  point  12 ,  et  que  celui- 
ci  vienne  ainsi  en  A o,  le  lieu  des  points  Aq  sera  évidem- 
ment donné  par  Téquipollence 

{40  A.=l^. 

Nous  avons  ainsi  le  lieu  des  centres  instantanés  liés  à  la 
figure  mobile,  ramené  à  Forigine. 

Le  roulement  de  la  courbe  (41)9  sv  I^  courbe  (4o) 
comme  base,  représente  le  mouvement. 

Un  point  ayant  Xo  pour  position  initiale  et  entrafixi 
par  la  figure  mobile  viendra  au  temps  t  en  un  point  X 

donné  par  la  relation  > 

i 

(4*)  X=:M-fX,£*.  I 

La  courbe  roulante,  dans  une  position  quelconque  répon- 
dant à  Pinstant  tf,  aura  pour  équipoUence 

r*'  —  M 


(43)  A-^M'-h— .-I' 


8*  dX 
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Ici  t!  devra  être  considéré  comme  fixe,  el  t  comme  va* 
riable  indépendante.  Il  est  évident  que,  si  l'on  donne  à  t 
la  valeor  tf,  on  tombera  sur  rexpressiou  (4o)t  cW*à- 
dire  que  A  coïncidera  avec  ù. 

Pour  cette  valeur  particulière  t',  la  différentielle  de  A, 
qui  est 

se  réduit  à 

On  reconnaît  donc  que  les  deux  courbes  (£2)  et  (A) 
sont  tangentes  au  point  considéré,  et  que  les  vitesses  sont 
^ales,  ce  qui  montre  bien  que  le  roulement  s'effectue 
sans  glissement. 

18.  Diaprés  la  relation  (4^)?  la  vitesse  d'un  point  X 
quelconque  est 

Or,  en  retranchant  la  relation  (4o)  de  (4^)9 

fi  A 

Donc 

19.  Si»  pour  obtenir  l'accélération  du  point  x,  nous 
dilîérentions  la  relation  (44)9  nous  trouvons  sans  peine 

i  ,fP\         fil  (iCï 

[  ^  '  dl'  dt  dt 
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Ce  résnltai  connu  se  prête  k  un  énoncé  facile  en  langap 
ordinaire,  et  il  s'obtient,  comme  l'on  voit,  sans  intro- 
duction de  considérations  géométriques. 

En  difTérentiant  simplement  TéquipoIIence  {4^)9  on 
peut  aussi  mettre  l'accélération  sous  la  forme 

qui  est  également  d'une  interprétation  facile. 

Remplaçons  la  vitesse  angulaire  instantanée  —  paru, 

pour  plus  de  simplicité,  dans  les  formules  précédentes, 
et,  parlant  de  la  formule  (4S)  par  exemple,  cherchons 

la  condition  pour  que  l'accélération -^s'annule.  En  ap- 
pelant U  le  point  pour  lequel  il  en  est  ainsi,  nous  aurons 

d^ 


(47)  c=a. 


«-7- 

dt 


do^        .   , 
dt 

c'est-à-dire  que,  pour  chaque  position  de  la  figure,  il  y  a 
un  point  U  (centre  des  accélérations)  et  un  seul,  dont 
l'accélération  est  nulle. 
On  peut  écrire  encore 

do. 


au 


nu 


dût    I  dvt 

'de  J  'dt 

"57  I  .de 


Cela  nous  montre  que  la  perpendiculaire  élevée  en  l 
à  la  droite  QU  coupe  la  direction  de  la  tangente  corn- 
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mune 

aux  courbes  roulantes  en  un 

eiCl 
ara 

point 

A,  tel 

que 

(48) 

It 

el  la  normale  commune  en  un  point 

Blel 

que 

dû, 

0) 

(49) 

Si  ot>  est  constant,  le  centre  des  accélérations  se  réduit  au 
point  6,  lequel  est  d'ailleurs  indépendant  du  temps, 
puisqu'on  peut  écrire 

dû. 


^«  =  -'\/x 


Pour  cette  raison,  on  donne  souvent  au  point  B  la  déno- 
mination de  centre  géométrique  des  accélérations. 
En  faisant  les  mêmes  calculs  sur  la  formule  (46)9  on  a 


MU: 


«*—  1-7- 
dt 


et,  en  procédant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  ver- 
rait que  la  perpendiculaire  à  MU  en  U  coupe  respecti- 
vement l'accélération  du  point  M  et  une  perpendiculaire 
à  cette  accélération  en  deux  points  A'  et  B',  tels  que 

(5o)  MA'==:    -^, 

a<a 

~dr 
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DoQC^  si  l'on  joint  le  centre  des  accélérmtîonft  à  tm  point 
quelconque  M,  et  si  Ton  élève  par  ce  centre  une  perpen- 
diculaire à  la  droite  ainsi  menée,  cette  perpendicolaîrc 
coupera  l'accélération  du  point  M,  et  une  perpendico- 
laire,  en  deux  points  déterminés  respectivement  par  les 
relations  (5o)  et(5i)  ci-dessus* 

De  plus,  Tangle  du  rayon  vecteur  UM  avec  racoéién- 

tion  de  M  a  évidemment  pour  tangente— ou ^— 


•*' 


d( 


Il  serait  facile  de  déduire  de  là  de  nombreuses  pro- 
priétés des  accélérations,  et  particulièrement  celles  qu  a 
données  M.  Transon,  et  dont  on  trouve  Texposé  dans 
Texcellent  Traité  de  Cinématique  pure  de  M.  Resal. 
Mais  nous  nous  bornerons  ici  à  ces  considérations. 

20.  En  prenant  les  dérivées  successives  de  Téquipol- 
lence(46),  il  est  aisé  de  voir,  sans  même  effectuer  le 
calcul,  qu'on  pourra  toujours  égaler  à  zéro  chacune  de 
ces  dérivées,  et  que  cela  donnera  chaque  fois  une  va- 
leur, et  une  seule,  pour  x©.  Donc  il  y  a  un  centre 

des  accélérations  U„  pour  les  accélérations  -^^  d'un 

ordre  n  quelconque. 

Si  nous  reprenons  la  relation  (4a) 

X  =  M  4-  x.t\ 

et  si  nous  la  différentions  successivement,  nous  aurons 

djL      du       d.     ., 


;ix.c^},. 
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Cela  nous  montre,  par  conséquent,  que  l'accélératioti 
d'ordre  quelconque  d*un  point  %  de  la  figure  se  com- 
pose de  V accélération  de  même  ordre  d^un  point  M 
quelconque  et  de  l'accélération  que  prendrait  le 
point  X  51  la  figure  tournait  effectii^ement  autour  du 
point  M  avec  les  vitesses  et  accélérations  angulaires 
successi\'es  du  mouvement  véritable. 

Si  maintenant  nous  choisissons,  pour  le  point  M,  le 
centre  instantané  SL  dans  la  première  équation,  le  centre 
des  accéléralions  U  dans  la  seconde,  le  centre  des  surac- 
célérations Us  dans  la  troisième,  .  • . ,  le  centre  U„  des 
accélérations  d'ordre  n  dans  la  /ï-|-i**™*,  ce  qui  natu- 
rellement déplace  chaque  fois  Torigine ,  les  premiers 
termes  des  seconds  membres  disparaîtront,  en  vertu  de 
la  définition  même  des  centres  U„. 

U  ne  nous  restera  plus  que  des  formules  de  la  forme 

Donc  r accélération  d'ordre  quelconque  n^en  chaque 
point  de  la  figure,  est  la  même  que  si,  la  vitesse  et  les 
accélérations  angulaires  successives  restant  identi- 
ques, le  mouvement  se  produisait  effectivement  autour 
du  centre  des  accélérations  du  n**"^  ordre. 

Ce  théorème  est  obtenu  par  M.  Resal  dans  son  Traité 
de  Cinématique  (p.  3x4)9  par  une  méthode  peut-être  un 
peu  moins  simple  que  celle-ci. 

Problème. 


21.  On  a,  sur  un  plan,  n  points  mobiles  Xi,Xs,  ..., 
X„,  respectivement  animés  des  vitesses ILtY^,  X^V,, ..., 
X„V„.  Pour  chacun  d'yeux,  on  construit  le  triangle  OA Y 
directement  semblable  à  OXV,  OA  étant  une  droite 
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fixe,  rie  longueur  donnée.  Pour  un  point  Z,  ayant  la 
vitesse  ZU,  on  construit  aussi  le  triangle  OAT^  direc- 
tement semblable  à  OZU.  Comment  le  point  Z  doit-U 
être  déduit  des  points  Xi,  X^,  . . . ,  X„,  pour  que  T  soii 
à  chaque  instant  le  centre  de  grauitê  des  points  Y|, 

I  J5    •  •  •  9    An» 

Ce  problème  fait  Tobjet  de  l*éaoncé  n^72  de  la  Nou' 
scelle  correspondance  mathématique  (t*  II,  p.  63). 
On  le  résout  très-simplement  en  remarquant  qu'un  a 


Delà 

rfx. 

.ay,=.-oa2^- 

De  même,  nous  avons 

dz 

dt 

AT=:OA 

z 

La  condition  que  T  soit  le  centre  de  gravité  des  points  Y 
nous  donne  donc 


ou 


dz         dx  1          ax  j 

dx. 

di          dt          lit 

dt 

z              X,               X, 

dz       </x,        ilut 

z             X,            X, 

X» 

intégrant 


n  log  -  =  logXi-f-  Iogx,-f-  ...  -h  logx», 


Z:=:C\  X,X,.  .  .  X„ 
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Ainsi  le  point  Z  doit  se  déduire  de  Xt,  X^ri  •  »  m  ^m^ 
dételle  sorte  que  OZ  soit  la  moyenae  géométrique  de 
0X4,0X29  •••   (eu  grandeur  et  en  direction),  multi- 
pliée par  une  constante  géométrique. 


SUR  L  ANALYSE  INDÉTERMIKÉE  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 
ET  SUR  LA  QUESTION  802  {*)  (SYLyESTER)v 

Par   m.   Édouaed   LUCAS. 


I.  Considérons  Téquation  du  troisième  degré 

d^une  courbe  en  coordonnées  rectilignes  et  homogènes  ; 
soit  nti  un  point  dont  les  coordonnées  {x^fi^  Zi)  sont 
rationnelles,  et  qu'il  est  facile  de  rendre  entières;  on  a 
ainsi  une  première  solution  en  nombres  entiers  de  Téqua- 
tion  proposée.  On  peut  obtenir  de  nouvelles  solutions, 
en  nombres  entiers,  de  Téquation,  par  l'un  des  trois 
procédés  suivants  : 

i^  Si  Ton  mène  la  tangente  à  la  courbe  en  iHi,  cette 
droite  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point  m  dont  les 
coordonnées  sont  encore  rationnelles;  par  conséquent, 
d'une  première  solution  de  l'équation  (i)  on  déduit,  en 
général,  une  nouvelle  solution  {Xyy,  z)  de  cette  équa- 
tion, par  les  formules 

ri  ^  df  df  df 

Cependant,  lorsque  la  tangente  est  parallèle  à  Tune  des 
asymptotes,  ou  lorsque  la  tangente  est  menée  par  un 

(*)  Nouvelles  jéuttalrs,  »•  »«ri€,  l.  VI,  p.  96. 
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point  d'inflexion,  on  n'obtient  pas  de  solutions  nou- 
velles. 

2°  Si  mi  et  m,  désignent  deux  points  dont  les  coor- 
données {j?i,  T*!,  ^i)et(Xt,j^„  «,)  sont  rationnelles,  et 
par  conséquent  entières,  on  obtient,  en  général,  une 
nouvelle  solution,  en  prenant  Tintersection  de  la  sécante 
mimt  avec  la  courbe,  c'est-â-dire  par  les  équations 


/(jr,j,2)  =  0, 


*i  y\  «I    =o, 

en  tenant  compte  des  relations 

/(j?i,/i,»i)  =  o,    /(a?„j„*,)=:o. 

3°  Si  Ton  connaît  cinq  solutions  de  Péquation  pro- 
posée, on  obtient,  en  général,  une  sixième  solution,  en 
prenant  le  point  d'intersection  avec  la  courbe,  de  la  co- 
nique passant  par  les  cinq  points  qui  correspondent  aux 
solutions  données  ;  on  peut  d'ailleurs  supposer  plusieurs 
de  ces  points  réunis  en  un  seul,  et  en  particulier  tous  les 
cinq  réunis  en  un  seul. 

La  méthode  donnée  par  Fermât  pour  l'équation 

(i)  x^^y*=kz\ 

et  par  Lagrange,  pour  l'équation  générale,  revient  aa 
premier  procédé.  La  méthode  donnée  par  Caucby  pour 
l'équation 

A  ar* -f- B>»  4- C«»  =:  3  D17S 

revient  au  second  (*). 

II.  Nous  considérerons  plus  particulièrement,  dans  ce 
qui  suit,  l'équation  (i).  On  doit  supposer  différents  cas; 

(*)  Voir  Recherches  sur  les  ouvrages  de  Léonard  de  Pise,  p.  49- 
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en  effet,  poui;  certaiues  valeurs  de  A,  Tëquation  (i)  est 
impossible,  et  ainsi,  par  exemple,  pour 

A  =ri,  2,  3,  4>  5, 
ainsi  que  pour  d^autres  valeurs  générales,  indiquées^ 
pour  la  première  fois,  par  M.  Sylvester,  dans  la  ques- 
tion 802. 

Quant  aux  équations  possibles,  elles  sont  dites  mono* 
basiques,  bibasiques,  etc.,  suivant  que  Ton  peut  ré- 
soudre complètement  Téquation  proposée,  par  les  for- 
mules qui  résultent  du  premier  procédé,  en  partant 
d^une,  de  deux,  etc.,  solutions  fondamentales.  Il  existe 
d'ailleurs  des  équations  monobasiques  et  bibasiques, 
ainsi  que  nous  le  montrerons  plus  tard;  cependant  nous 
ajouterons  que  cette  idée  de  classification  et  de  résolution 
est  due,  je  pense,  à  M.  Sylvester,  qui  possède,  depuis 
longtemps,  un  Mémoire  inédit  sur  ce  sujet  intéressant. 

lU.  Voici  maintenant  Fénoncé  de  la  question  802  : 

p  et  q  désignant  des  nombres  premiers  respective- 
ment des  formes  i8/ïH-5  et  iSn-f-n,  il  est  impos- 
sible  de  décomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers,  soit 
fractionnaires,  aucun  des  nombres  suivants  : 

Soit  d'abord  à  résoudre  l'équation  indéterminée 
(l)  x^-\-y*=2pz\ 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  premier  de  la  forme 
i8/»  +  5,  en  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux.  Le 
cube  d'un  nombre  entier  divisé  par  9  donne  pour  reste 
o,  -H  i  ou  — 15  donc,  pour  que  l'équation  (1)  soit  pos- 
sible, il  faut  que  z'  soit  divisible  par  9,  et,  par  suite, 
z=^izx.  Cela  posé,  nous  considérerons  deux  hypotbèses, 
suivant  que  z  est  impair  ou  pair. 
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i'**  2  impair.  Alors  x  —  y  et  x  -h  y  sont  impairs  5  oii  a 

.r»  -h  r '  =  (  ^  -»-  V  )  (  .r^  —  jT j  -f.  /«  )  =  (  j:  -f-  .r )  M 
et 

4M==:3(jr~-j)'-t-(x+r;M 

par  conséquent  M  est  divisible  par  3,  et  non  par  une 
puissance  supérieure  ]  de  plus,  les  diviseurs  premiers  de 
M  appartiennent  à  la  forme  6A  + 1;  on  doit  donc  poser, 
avec  JB|  =  ai, 

et,  par  suite, 

d'ailleurs  b  doit  ôlre  de  la  forme/*-}-  3 g'*, /et  g  étant 
premiers  entre  eux;  on  a  ainsi 

j     *=/»H-3ér% 
(3)  I     b*^  F'-t-3G% 

(   4fc3rr:(F  —  3  G)' -f- 3  (F  +  G)', 

et,  en  identifiant  d'après  (2)  et  (3), 

Mais  le  développement  du  cube  def-hg^ — 3  donne 

F=/(/«-9^'),     G  =  3y{/'-^); 
par  suite, 

f{/'-9S')  -^  3  ^(/»-  g')  =  3pa*  : 

donc /serait  divisible  par  3,  par  suite  6,  et  aos^i  x  eij^ 
que  nous  avons  supposés  prepûers  entre  eux.  Par  con- 
séquent, z  ne  peut  être  impair. 
2^  En  supposant  z  pair,  on  aurait 


"=(^7-'('-i-1" 
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et ^  puisque  a:  et  ^  sont  impairs,  il  eu  est  de  même  de  M  ; 
on  doit  donc  poser,  avec  z  ==  6ab^ 

X  -f- j=  3^2*.pûS     M  =  3^», 

et,  par  suite, 

Soient  encore 

h  Tzzf^^3g\     ù^—  F--f.  3G% 
on  en  déduira 

G  =  I^,     ou     ?(/'-g']^/ipa^; 

d'ailleurs /'-f- 3^»  et /« -H  3^'  — 4g*=^  — g*  sont 
impairs  :  donc  g  est  pair,  et  Ton  doit  poser,  avec  a  =  «jSy, 

/-f-^  =  P»,  ou       }/-hg=zpP\ 

On  déduit  de  ces  deux  décompositions 

ces  deux  équations  sont  semblables  à  Téquation  (i);  on 
ramène  donc  Téquation  proposée,  dans  laquelle  Tune 
des  inconnues  contient  le  facteur  3^,  à  une  autre  sem- 
blable, dans  laquelle  Tune  des  inconnues  ne  contient 
plus  que  le  facteur  3^~*;  en  continuant  de  même,  on 
ramènera  l'équation  proposée  à  une  autre  de  même 
forme,  dans  laquelle  aucune  des  inconnues  ne  sera  divi- 
sible par  3.  Donc  l'équation  proposée  est  impossible. 

La  démonstration  précédente  s'applique  encore,  en 
remplaçant  le  nombre  premier  p  =  1 8  n -{- 5  parle 
carré  du  nombre  premier  9  =  i  S/H-  1 1 . 
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IV.  Considérons  maintenant  Téqualion 

(4)  x»-f-j4  =  a"AzS 

dans  laquelle,  A  étant  impair,  le  coefficient  a" A  repré- 
sente Tun  des  quatre  nombres  ap,  a^',  4p*tÂç-  Nous 
supposerons  deux  cas,  suivant  que  z  ne  sera  pas  ou  sera 
divisible  par  3  ;  d'ailleurs,  a:  et  ^  sont  impairs, 

1^  Lorsque  z  n^est  pas  divisible  par  3,  on  arrive  fad- 
lement  à  Téquation 

/(/^-9^')  =  a-'Aa'; 

/*  —  9^"  est  impair,  en  même  temps  que  i  =  /*  -+-  3g*, 
et  Ton  a  Tune  ou  Fautre  des  deux  décompositions 

/  /=2«-'Aa»,  /  /=:a— «a», 

j/-4-3^=pS  OU       /+3^  =  Ap», 

Ces  deux  décompositions  conduisent  aux  deux  équa- 
tions 

P»-H7»  =  2'»Aa%     ou     Ap*  4-v»  =  ai«a% 

impossibles  suivant  le  module  9,  puisque,  pour  la  pre* 
mière,  les  indéterminées  a,  |3  et  7  ne  sont  pas  divisibles 
par  3. 

a°  Lorsque  z  est  divisible  par  3,  on  arrive,  en  posant 
z  =  3a&,  à  l'équation 

et,  puisque/*  — g*  est  impair,  A  l'une  des  décomposi- 
tions 

{  ^  =  2«-»Aa»,  /  g  =  ^*-»a\ 

/-+-^  =  P'.  ou       /-f-g  =  ApS 

la  seconde  décomposition  conduit  à  une  équation  déjà 
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reconuue  impossible;  la  première  conduit  k  l'équation 

Celle-ci  est  de  même  forme  que  1  équation  (4)  ;  mais 
r indéterminée  du  second  membre  contiendra  un  fac- 
teur 3  en  moins.  On  conclura,  comme  pour  Téqua- 
tion  (i),  que  Péquation  (4)  est  impossible  à  résoudre 
en  nombre  entiers. 

Remarque  I.  —  En  rapprochant  les  résultats  de  M.  Syl- 
vester  avec  ceux  d'une  Note  précédente  (*),  on  en  déduit 
le  tbëorème  suivant  : 

L^équation 

est  impossible,  en  nombres  rationnels,  en  exceptant  les 
"valeurs  égales  ou  nulles  des  indéterminées,  dans  les  cas 
saillants  : 

A=i,  a,  3,  4i  «8,  36,/?,  2/>,  ^p\  ^\  2^^  4^, 

p  désignant  un  nombre  premier  de  la  forme  i8/i  +  5, 
et  g  un  nombre  premier  de  la  forme  1 8  /i  -h  1 1 . 

En  faisantj^=  i,  on  obtient  plusieurs  théorèmes  con- 
cernant les  nombres  triangulaires,  et  le  produit  de  deux 
nombres  consécutifs  ;  en  faisant/  =  a:  +  1 9  on  en  déduira 
ceux  qui  concernent  les  nombres 

x(jr -4- i)  (2.r-f- 1),     et     2^(2j: -t- i)  (ax-h  2). 

Remarque  II.  —  De  même,  en  rapprochant  les  résul- 
tats obtenus  par  Fermât  et  par  M.  Genocchi,  sur  les 


{*)  HoiwelUs  AwuiUs,  3^ série,  t.XVH^p.  4)5. 

Ann,  de  Mathimat.,  a*"  8éri<^,  t.  XVII.  (NoTembre  1 878.)         33 
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nombr&s  coiigruents  (*),  avec  ceux  d^une  Note  précé- 
dente (**),  on  en  déduit  le  théorème  suivant  : 

Véquation 

^(.r-t.^)(x-j^)=A«^ 

est  impossible,  en  nombres  rationnels^  dans  les  cas  sui- 
vants  : 

p  désignant  un  nombre  premier  de  la  forme  8/s  H-  3, 
et  q  un  nombre  premier  de  la  forme  8n  -»-  5. 

On  observera  que  les  résultats  généraux,  obtenns  par 
MM.  Genocchi  et  Sylvester,  constituent  des  progrès  im- 
portants, pour  arriver  à  la  solution  de  deux  problèmes 
posés  depuis  près  de  vingt  siècles. 


AD  SUJET  DES  CAS  D'IMPOSSIBILITÉ  D  UKB  S*LUTI«R  ER 
NOMBIIBS  ENTIERS  DE  L'ÊQUATieN  x'±a  =  y; 

Par  m.  £.  de  JONQUIÈRES. 


Parmi  les  nombres  contenus  dans  le  tableau  par  lequel 
se  termine  la  page  iyg  du  tome  XVII,  a*  série,  des  IVou- 
{telles  AnnaleSy  il  s'en  est  glissé  un  inexact  :  c'est  —  35g. 
Les  lecteurs  que  cette  question  intéresse  ont  d'ailleurs 
pu  s* en  apercevoir  eux-mêmes  aisément;  car,  d*après  la 
règle  que  j'ai  posée  (p.  876,  ligne  i4)  pour  les  nombres 
de  cette  catégorie,  on  doit,  pour  obtenir  les  valeurs  de  a 


(*)  Annali  di   Scienze  maienuUiche,  etc.,   d«  B.  Tortolini,  L  VI, 
p.  299.  —  //  CimeniOy  Rivista  di  Scierue,  etc.,  t.  VI,  p.  677.  Turin,  i855. 
(*■)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XVII,  p.  433. 
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en  tète  desquelles  a  été  écrit  le  nombre  fautif  —  SSp, 
commencer  par  écrire  la  suite  des  nombres,  positifs  et 
négatifs,  qui  appartiennent  aux  formes 


8i-f-3,     86  4- 5,     Sb-hj, 


savoir  : 


.1    -i3|    -ii|      -9|      ~5|      -3|      ~.|        3|       5|        7l     "I     i3  |. 

en  former  les  cubes  respectifs,  et  retrancher  de  ceux-ci 
les  puissances  consécutives  de  4  o  partir  de  la  deuxième, 
ce  qui  donne,  respectivement,  les  séries,  indéânies  tant 
dans  le  sens  horizontal  que  dans  le  sens  vertical  : 


— Ml3 

— 2a6i 


-•347 


-745 

-  793 
-985 
.1753 


-  i4i 

-  189 

-  38i 
—1149 


-  43 

-  9» 

-  283 
-io5i 


-  17 

-  66 
-257 

-1025 


-f-  Il 

.^37 

—329 
—997 


109 

61 

-i3i 


327 

^79 

87 

—681 


i3i5 

1^67 

1075 

307 


2181 
2i33 

1941 
1173 


Ce  tableau,  plus  complet  que  celui  de  la  page  879  pré- 
citée, contient  d'ailleurs  tous  les  nombres  inscrits  à  cette 
page,  sauf  le  nombre  —  SSp,  qui  est  égal  au  cube,  dimi- 
nué de  16,  du  nombre  —  7,  dont  la  forme  86  -*-  i  est 
précisément  la  seule  à  exclure  de  la  catégorie  dans  la- 
quelle il  figure. 

Quant  aux  nombres  ou  valeurs  de  a,  cités  au  même 
endroit  (ligne  4)  en  remontant)^  ils  ont  été  obtenus,  con- 
formément à  la  règle  posée  p.  876,  §  II,  i^,  en  formant 
les  cubes  des  nombres  négatifs  et  positifs  des  formes 
8 i  +  I )  86  -h  3,  86  +  7,  et  en  retranchant  4  de  chacun 
de  ces  cubes. 

Ceux  de  la  troisième  catégorie  (ligne  dernière)  ne 
peuvent  donner  lieu  à  aucune  difficulté  ni  méprise  pro- 
venant d'une  interprétation  incorrecte  du  texte  de  la 
règle  qui  s'y  rapporte  à  l'endroit  cité. 

33. 
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CORRESPONDANCE. 

1.  M.  C  Landré^  ancien  répétiteur  de  Ma thëmaliques 
à  l'Université  d'Ulrecht,  actuellement  professeur  à  Dor- 
drecht  (PaysrBas),  nous  communique  une  Note  assez 
étendue  sur  l'application  dès  coordonnées  trilinéaires  a 
diverses  questions  relatives  à  la  distance  d'un  point  â 
une  droite,  et  à  la  distance  de  deux  droites  parallèles, 
définies  par  des  équations  données. 

Les  observations  et  solutions  de  M.  Landré  sont  sans 
aucun  doute  bien  exactes^  mais  les  formules  en  coordon- 
nées trilinéaires,  auxquelles  ces  questions  conduisent, 
sont  loin  d'être  aussi  simples  que  celles  qu'on  obtient, 
en  résolvant  les  mêmes  questions,  au  moyen  des  coor- 
données cartésiennes. 

%  M,  A.  Goldenberg,  professeur  de  Mathématiques 
a  Moscou,  donne  de  la  question  4255  [voir  p.  43^)  une 
solution  entièrement  fondée  sur  la  proportionnalité  des 
côtés  homologues  des  triangles  semblables,  et  il  eu  con- 
clut ce  théorème  : 

Soient  M  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  trianglt: 
ÂBC,  à  une  distance  R|  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle,  et  Pi,  Pj,  Ps  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  M,  sur  les  côtés  BC,  CÂ,  AB^  le  rap- 
port de  Vaire  du  triangle  P,  P,  P,  à  celle  du  triangle 

ABC  est  exprimé  par  la  formule  —         '  >  dans  laquelle 

R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Quand  Rj  ==  R,  Taire  du  triangle  P|P,P,  s'annule, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  Pi,P«,  Ps  sont 
en  ligne  droite^  c'est  la  droite  dite  de  Simpson. 
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3.  Une  lettre  anonyme,  qui  nous  est  adressée  d'une 
ville  du  Danemark,  contient  la  solution  suivante  de  la 
question  du  Concours  d'agrégation,  déjà  résolue  (nu- 
méro de  juillet,  p.  5i6)  : 

et  On  donne  la  longueur  de  la  bissectrice  de  l'an- 
gle A  d'un  triangle  ABC,  et  la  somme  des  deux  côtés 
AB,  AC  qui  comprennent  cet  angle  :  on  demande 
d'étudier  la  variation  de  la  surface  du  triangle ,  ainsi 
que  les  variations  de  V angle  A  et  des  côtés  AB,  AC. 

»  Soient  y^  z  les  deux  côtés  de  Tangle  A  ;  a  la  bissec- 
trice \  D  le  point  où  elle  rencontre  BC  \  s  la  somme j" -4- z, 
et  d  la  différence^ —  -z,  en  supposant  y^z. 

»  Les  surfaces  des  triangles  ADB,  ADC,  et  de  leur 
somme  S  =  ABC,  donnent  l'équation 

»,  X    .     A         I         .    ^  .A         A 

-  (x.\jr  -h  z)  sm  —  =  -  j2  smA  =  jssin  —  cos  —  > 

2  2  2  2  2 

et  la  solution  immédiate 

A         ols  las 

cos  ~  =: 


2  2  J«  3^  —  r/*  ' 


2  2  2  y  (*'  — r/')*'      Z    )  2  ^  ' 

)»  La  discussion  est  très-facile.  L'angle  A  et  la  surface  S 
obtiennent  leur  maximum  pour 


A  '}.a        ^  I  r- 7—.  X 

d^^o;     cos  -  = — j    S^rt: -a  ^*'— 4"  »     r  =  2=-5 


et  leur  minimum  pour 


cos  — =  1;     A=::0;      ^  =  5'  — 2a*; 
2 
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»  Pour  a  =  ->  il  n'y  a  qu'une  seule  solution  du  pro- 
blème; et,  pour  a>-»  aucune.  » 

4.  Extraits  d'une  lettre  de  M.  Catalan. 

)>  1^  La  conique  des  neuf  points  [voir  p.  a8i)  est 
mentionnée  (sauf  la  dénomination)  dans  \e  Manuel  des 
Candidats  à  l'École  Polytechnique  (t.  I,  p.  479  )î  ^^ 
centre  de  cette  conique  est  le  milieu  commun  des  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés,  ou  les  mi- 
lieux des  diagonales,  du  quadrilatère  formé  par  les  points 
donnés  [loc.  cit.)  ». 

»  2®  Memarque  sur  le  nombre  lo  {voir -p.  4^g)  : 
i>  Le  nombre  lo  est  la  somme  des  carrés  des  deu!c 
nombres  impairs  consécutifs  ;  le  carré  de  lo  est  la  somme 
des  carrés  de  deux  nombres  pairs  consécutifs;  d'autres 
nombres  jouissent-ils  des  mêmes  propriétés  (*)?  » 

5.  M.  Albert  Lacazette,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux, 
démontre,  par  un  calcul  assez  simple,  la  proposition 
1276  ("voirp.  477)î  ^^  i'  observe  qu'on  démontrerait  de 
même  que  la  puissance  d'un  point  quelconque  O  de 
l'espace,  par  rapport  a  la  sphère  circonscrite  à  un  té- 
traèdre ABCD,  a  pour  expression 

g}  OBCD  -^  b^  OACD  H-  g'  OABD  -4-  rf»  OABC 
ABCD  ' 

a  y  b^Cy  d  étant  les  longueurs  des  droites  OA,  OB, 
OC,  OD;  et  les  volumes  OBCD,  .  • .  recevant  des  signes 
convenables. 

6*  La  quesdon  1265  a  été  résolue  par  M.  Eugène 

(*)  yoîr,  p.  021,  une  réponse  à  cette  question. 
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Delmasy  élève  du  lycée  de  Lyon  ;  la  question  1271,  par 
M.  Coltereau^  élève  du  lycée  Charlemagne  ^  et  les  ques- 
tions 1271,  1274,  par  M.  Pisani. 
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Researches  in  the  lunar  theory,  II.,  [continued).  By  G.  9F, 
Bill,  Kyach  Tumpile,  N.  Y. 

Bibliography  of  Hyper^pace  and  non-Ëudidean  Geometry . 
By  George  Bruce  Halsted^  tntor  in  Princeton  Collée,  N.  J. 

Some  remarks  on  a  passage  in  professor  Sylvester's  paperas 
to  the  Atomic  theory.  A  letter  from  professor  /.  fF.  Maliet, 
of  the  Uniyersity  of  Virginia. 

Notes  : 

I.  Historical  data  conceming  the  discovery  of  the  Law  of 
Valence. 

II.  On  the  mechanical  description  of  the  Cartesian.  Bj 
/.  Hammond,  Bath,  England. 

III.  A  new  solution  of  Biquadratic  équations.  BjT.S.E. 
Dixon^  Chicago,  IIls. 

IV.  On  a  short  Process  for  solving  the  irreducible  case  of 
Cardan's  method,  By  Otis  H.  Kendally  assistant  professor  in  the 
Uniyersity  of  Pennsylvania. 

V.  An  extension  of  Taylor's  theorem.  By  /.  C.  Glaskan, 
Ottawa,  Canada. 

4.  Éléments  de  Géométrie,  comprenant  des  notions 
sur  les  courbes  usuelles  et  de  nombreux  exercices;  par 
F.  I.  C.  (*).  3*  édition,  1878,  suivie  d'un  appendice,  à 
part;  il  en  sera  rendu  compte. 


(*)  Chez  les  éditeurs:  Tours,  Alfred  Marne  et  fils,  imprîmear»- 
libraires.  Paris,  Poussielgue,  frères,  rue  Cassette,  17.  —  Propriété  de 
rinstitut  des  Frères  des  écoles  chrétiennes. 
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NOTE  SUR  L4  RÉSOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS  ET  POSITIFS 
DU  SYSTÈME  DES  DEUX  ÊOUATIONS  INDÉTERMINÉES 


i.  La  question  posée  par  M.  Catalan  (p.  5i8, 2^)  con- 
duit à  ces  équations^  car,  en  nommant  ^x  un  nombre 
remplissant  les  conditions  énoncées,  et  ^^  z  d^autres 
nombres  entiers,  on  aura 

^  2a:  =  («z^-  —  i)»  -h  (2j  H-  1)»=:  8/'-f-  1; 

(1)  *rzr4j'-hl. 

^ar  —  (2«)*-f-  (23  4-  2)»=:  8z' 4-  8a  -h  4; 

(2)  x«:=Z»-h(«-|-l)^ 

2.  L'équation 

(2)  a:»:izz»-4-(z4-  i)' 
donne,  en  supposante  impair, 

où  a  et  (3  désignent  des  nombres  entiers,  premiers  entre 
eux,  et  liés  par  la  relation 

(3)  p»-h2ap  — a'=I, 

qui  exige  que  a  soit  pair  et  |3  impair. 

D'autre  pari,  chacune  des  deux  expressions  a*  4-/5' 
et  4 j'  -T- 1  représentant  la  valeur  de  x,  ou  a 

(4)  a'4-p»:=  47^  +  1, 

et  en  retranchant,  membre  à  membre,  Téquation  (3)  de 
Téquation  (4),  il  vient 

2a*  —  aap=4r*f     «(«  —  P)  =2j». 
Mais  a  et  «  —  /3  sont  premiers  entre  eux:  de  plus,  a  est 
pair    et    a  —  (3    impair;    donc    «  =  2;?*,    a  —  (5  =  r/*. 
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p  r:=  a;i'  —  g^t   OÙ  p  et  q  sont  des  nombres  entiers. 
Aix  moyen  de  la  substitution  de  ap'  et  ap'  —  ç*  à  a 
et  (3,  ré(|uation  (3)  devient 

(a/7'  -  y»)^  -h  4/1^2/^'  -  ^')  -  4/^*  =-  ». 
ou 

Pour  que  (/*  soit  rationnel,  il  faut  que  8/^^+ 1  soit  le 
carré  d*un  nombre  impair  ar-+- 1,  cVst-à-dire  qu*on  ait 

8/ï*-+-i=4/«-+.4r-|-i;     8/>*^4r»^4r;    ;,*=CLL±LL. 

Or,  aucun  nombre  triangulaire^  excepté  l'unité^  n'est 
égal  à  un  bicarré  (*)  :  donc  r=  i,  p*  =  15  il  s  ensuit 

^«=1,  a=:a,  p~i,  z=i3,  j^  =  i,  x  =  5; 
d'où 

ax  =  lo. 

3.  Si  2  était  pair,  on  aurait 

x  =  a»-f-pS  •z-f-i=a'-p%     z=:aap,     a'—p»  — aap=  ï, 

a,  p  premiers  entre  eux,  P  pair  et  a  impair. 
Et,  à  cause  dea--]- ^*  =z  ^j^-h  ij 

ap'-  -i-  aap  —  4jr%     P( p  4-  a)  =  2^». 
Par  suite, 

OU 


7*  —  8p'ç'  -+.  8/>*  =  I ,    y»  =^  4/7*  ii=  v^8//'-f-i, 
cl,  comme  précédemment, 

Delà, 

a=:  — I,     p  =  a,    zni  — 4,    7»  =  i,    «  =  5. 

(*)  Legenure,  Théorie  des  nombres,  éd.  de  i83o,  t.  Il,  p.  7. 
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Ainsi,  ou  a  encore  ax  :^  lo^  il  en  faut  conclure  qur 
lo  est  le  seul  nombre  qui  jouisse  de  la  double  propriété 
d^être  la  somme  des  carrés  de  deux  nombre»  impair» 
consécutifs,  et  d'avoir  pour  carré  la  somme  des  carrés  de 
deux  nombres  pairs  consécutifs.  G. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Question  1286 

(roir  a*  séria,  t.  XVll,  p.  43s }  ; 

pab  m.  p.  terrier. 

Deux  droites  de  même  longueur,  OA,  OB,  et  un 
point  P  sont  donnés,  une  droite  mobile,  passant  par  le 
point  P,  coupe  OA  en  Ai  et  OB  en  Bi.  On  décrit  deux 
cercles  ajant  pour  centres  Ai  et  Bi,  et  passant  respec- 
Hibernent  par  A  e£  B.  Trou\^er  le  lieu  géométrique  des 
points  communs  à  ces  deux  cercles.       *      (Droz.) 

Les  droites  a  et  b  tangentes  au  cercle  OA  en  A  et  B, 
et  la  corde  MN  (réelle  ou  idéale)  commune  aux  cercles 
Al  et  Bi,  sont  les  axes  radicaux  des  cercles  O,  A]  et  B}, 
considérés  deux  à  deux.  La  corde  MN  passe  donc  par  le 
point  d'intersection  Q  des  tangentes  a  et  &,  et  la  puis- 
sance de  ce  point,  par  rapport  aux  poinu  M,  N,  est  égale 
au  carré  de  QA.  Le  lieu  des  points  M,  N  est  donc  un 
cercle  qui  a  son  centre  au  point  P,  av<*c  lequel  les  cen- 
tres A]  et  Bi  sont  alignés. 

Note.  Autres  solutions  do  MM.  Moret-Blanc  ;  Fillon,  répétiteur  au 
lycée  du  Havre;  Jean  Gricss;  G.  Yagane;  Kauquembcrgue. 
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Question  1290 

(  voir  a*  lérle,  t.  XTII,  p.  479); 

Par  m.  J.  dr  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon. 

Soient  r,  ri,rj,r8  les  rayons  des  cercles  tangents  au 
côtés  d'un  triangle^  démontrer  que 

/7-f-A-+-c=r3(r-*7',r,r3)*  — (rr,-'r,r,)*  — (rrir,-«  r^Y —[rr^r^r;  ■ 
(T.  MiTCDEsoN,  B.  A.;  L.  C.  P.) 

Les  formules  connues 

s=.rp,     s  =  r^[p  —  a), 
8  =  r^(p  —  b),     s  =  r3(p-^c),     sz=  {rr.r^r,/ 
donnent 

L  J. 

P=[^'r^r^r,y,    p  —  a  z=  [rrr' r^r^Y  , 

P'-bz=:[rr,r{-'r^y,     p  —  c  =  [rr.r^rf^Y . 

Si  de  trois  fois  la  première  de  ces  quatre  équations  on 
retranche  la  somme  des  trois  dernières,  on  a 

1  1  JL  ' 

fl-i-^H-c  =  3(r-'r,r,r5)'  — (rrr'r^r,)"  — (rr.rr^r,)'  — /r.rjr- 

Nou.  Solutions  analogues  de  MM.  Ch.CocA<?z;Moret-BIajic;C.Bofi 
élève  du  lycée  du  Havre;  E.  Fauquembergne,  maître  répétiteur  au lyt^ 
de  Saint-Quentin  ;  Robaglia,  maître  répétiteur  au  lyoée  d'Alger. 


Question  1292 

(Toir  a' série,  t.  XVII,  p.  480}; 

Par  m.  C.  H.,  ABOiriitf. 

Démontrer  qud  est  impossible  de  résoudre  en  nom- 
bres entiers  aucune  des  trois  équations 

(i)    jcj -hx; -hx; -hx;  +x; -h*; -hx?  =  9.x,+8, 

(2)  a;^4-j«  =  9.z4- 7, 

(3)  x5H-^>«r=7.2  4-5.  (LilWî" 
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1^  II  est  évident,  d'après  Téquatioa  (i),  que  les  sept 
nombres  OTi,  oTt,  ...yX^  ne  sont  pas  tous  multiples 
de  3  ;  car,  dans  ce  cas,  leur  somme  serait  multiple  de  g. 

Or,  la  sixième  puissance  d'un  nombre  non  divisible 
par  3,  étant  égale  à  un  multiple  de  9,  augmenté  de 
l'unité,  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  néces- 
sairement de  la  forme  g.n  -t-  r,  où  r  représente  un  en- 
tier moindre  que  8.  Donc  l'équation  (i)  est  impossible 
en  nombres  entiers . 

2°  Remarquons  de  même  que,  dans  Téquation  (2),  les 
nombres  x,  y  ne  peuvent  être  tous  deux  multiples  de  3. 

Si  aucun  de  ces  nombres  n'admet  3  comme  facteur,  on 
aura 

j:^ -i-7-«  =  9«4- 2,     ou     x^-hy  =  c^z. 

En  supposant  x  divisible  par  3,  on  a 
a^  -hy»  =  gz  -f-i. 
Enfin,  si  j^  est  multiple  de  3,  il  en  résulte 

.r*-\-y*  =  gz±:i. 

Donc,  en  représentant  par  r  un  nombre  moindre  que  9, 
Téquation  jr'  ~hj^  =zgz-+-r  n'admet  de  solutions  en- 
tières que  pour  r  =  o,  ==  i,  =  2,  =  8. 

3°  Le  cube  d'un  nombre  premier  avec  7,  étant  égal  à 
un  multiple  de  7,  augmenté  ou  diminué  de  l'unité,  le 
premier  membre,  jc'-H/S  de  l'équation  (3)  ne  peut 
avoir  que  l'une  de  ces  formes  : 

73,     7«-hi,     7«-f-2,     7s-f-6. 

Et,  par  conséquent,  aucune  des  équations 

ar*-h7*  =  72-i-  3,       zzr72-i-4>       =']Z-\-5 

n'admet  de  solution  entière. 

JVote.  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 
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«niSTIONS. 


1295.  Démontrer  : 

i"  Qae,  si  une  solution  de  Téquation  indéterminée 

est  donnée  par  l'égalité 

on  obtient  luie  nouvelle  solution  en  faisant 

I»  =  P  (a  -f-  7  -I-  (î)  —  «^  -h  7'  -h  0', 
>•  =r  ^(a  4- p +7) -♦- a'-*- P'— 7'- 

2®  Que,  si  Ton  part  de  cette  seconde  solution  pour  en 
obtenir  une  troisième  par  le  même  procédé,  on  retom- 
bera,  à  un  facteur  commun  près,  sur  les  valeurs  ^,^,7,0. 

(S.  Rbilis.) 

1296.  Si  les  égalités 

Aa''  -h  Bp=»  H-  C7»=:  G,      Aa'»  -f-  Bp''  -r  C7''  =0 

représentent  deux  solutions  connues,  distinctes,  de  lé- 
quation 

Aj:»4-By»-hCz»  =  o, 

une  troisième  solution  sera  donnée  par  les  fommies 

X  =  Bpp'  («p'  -  a'p )  -f-  C7/(«7'  -  a'7), 
r  =C77'(p7'-p'7)  -t-Aa«'(p«'  — p'«), 
sr=Aaa'(7a'~7'a)H;-Bpp'(7P'~7'p,. 

(S.   Realis.) 
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1297.  Décomposer   lo    quadruple    et    le    carré    de 

4p^  H-  ^7g*  en  une  somme  de  deux  cubes. 

(Edouard  Lucas.) 

1298.  Décomposer  le  nombre  j:"  —  9«J^"i  e^  son 
double,  en  une  somme  de  deux  cubes. 

(Edouabd  Lucas.) 

1299.  La  somme  des  carrés  des  x  premiers  nombres 
entiers  n'est  jamais  égale  au  double,  au  triple,  au  sex- 
tuple d'un  carré.  (Edouard  Lucas.) 

1300.  La  somme  des  x  premiers  nombres  triangu- 
laires n'est  jamais  égale  au  double,  au  triple,  au  sex* 
tuple  d'un  carré.  (Edouard  Lucas.) 

1301.  Dans  un  segment  d*une  conique  quelconque, 
inscrire  le  trapèze  maximum;  la  corde  qui  limite  le  seg- 
ment devant  être  une  des  bases  du  trapèze. 

(F.  GabrieL'Marie.  ) 

1303.  Dans  une  conique  à  centre,  inscrire  le  quadri- 
latère maximum  ayant  pour  un  de  ses  côtés  un  diamètre 
donné,  et  pour  côté  opposé  une  corde  parallèle  à  une 
droite  donnée.  (F.  Gabriel-Marie.) 

1303.  Trouver  toutes  les  solutions  entières  de  l'équa- 
tion a:*  4-7X=  2y{y-h3)  {y^  -♦-  3j^-+-  5). 

(LiOKMBT.) 

1304.  La  somme  des  distances  du  cercle  circonscrit, 
aux  deux  côtés  AB,  AC  du  triangle  inscrit  ABC,  est 
égale  à  la  corde  menée  par  le  point  C,  perpendiculai- 
rement à  AC  dans  le  cercle  décrit  sur  DC,  comme  dia- 
mètre*, D  étant  le  milieu  de  l'arc  BC.         (A.  Cambier. ) 

1 30a.  On  donne  un  faisceau  F,,  de  courbes  de  l'ordre  n 
et  une  droite  d]  chaque  point  D  de  d  détermine  une 
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courbe  de  F„.  Démontrer  que  Tcnvcloppe  de  la  langenie 
enD,  à  la  courbe  déterminée  parce  point,  est  de  U 
classe  2/1 —  I,  de  Tordre  4(w  —  i);  que  la  droite  r/esi 
une  tangente  multiple  de  Tordre  2(n  —  i);  que  la 
courbea4('i  —  ^)  ("  —  3)  points  doubles,  3 ( 2 /i  —  3) 
points  de  rebroussement,  qu'elle  n'a  aucun,  point  d'iu- 
flexîon  ;  que  les  tangentes  en  (n  —  i  )  points  de  rebrous- 
sement passent  parles  [n  —  i  )  points  qui  correspondent 
ft  l'infini  dans  Pinvolution  que  les  courbes  du  faisceau  F. 
marquent  sur  la  droite  d. 

Examiner  le  cas  où  k  points  de  la  base  de  F^.  se  trou- 
vent sur  la  droite  d. 

Construire  lai  courbe  dans  le  cas  où  fi  =r  2,  en  suppo- 
sant :  i^  que  les  quatre  points  de  la  base  du  faisceau  des 
coniques  se  trouvent  d*un  même  côté  de  la  droite^; 
2**  que  trois  de  ces  points  se  trouvent  d'un  côté  de  rf,  ei 
le  quatrième  de  Tautre  côté.  (E.  Dewulf.  ) 

1306.  On  donne  une  conique  C|,  et  trois  points 
A,  B,  C.  Par  chaque  point  P  de  C,  passe  une  conique 
circonscrite  au  triangle  ABC,  et  tangente  à  Ct  en  P, 
et  chacune  de  ces  coniques  coupe  la  conique  fixe  en  deux 
autres  points  M,  N. 

L'enveloppe  de  la  droite  MN  est  de  la  quatrième  classe, 
du  sixième  ordres  elle  n'a  pas  de  point  d'inflexion;  elle 
est  doublement  tangente  aux  côtés  du  triangle  ABC;  elle 
a  quatre  points  doubles,  six  points  de  rebroussement. 
Les  tangentes  de  rebroussement  sont  les  tangentes  à  C|, 
aux  six  points  où  les  côtés  du  triangle  ABC  coupent  cette 
conique.  (E.  Dewulf.) 
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COURS 

DE   MÉCANIQUE 

APPLIQUÉE  AUX  MACHINES, 


Par  J.-V.  PONCELET, 


PCBLrà  PAR  M.  X.  KRETZ, 
InfèDliiir  en  ohef  dm  ManoitehirM  do  l'Étal. 


i"*  Partir  :  Machines  en  monpemeni.  Régulateurs  et  transe- 
missions.  Résistances  passives,  avec  117  fig.  et  a  pK  ;  1874. .     11  fr, 

a*  Partir  :  Moupement  des  fluides,  Moteurs,  Ponts-iepts,  avec 

III  figures;  1876 la  fr. 


TUichines  \ 
Après  c 
graphiéeSi 

«  On  oomprendra  tonte  l'importance  de  rOnmffe  par  le  simple  énoncé  des 
Chapitrée  qui  le  composent  :  1^  Considérations  générales  sur  les  machines  en 
mouvement;  2^  principaux  moyens  de  régulariser  l'action  des  forces  sur  les  ma^ 
chines  et  de  transmettre  les  vitesses  dans  des  rapports  donnés;  3^  caletd  des  r^- 
nsttmees  passives  dans  les  pièces  à  mouvement  uniforme;  4®  influence  de  la  ««• 
riaiiom  de  Us  vitesse  sur  les  rétistassees.  Le  Cooia  i«  MtCAXiQui  APruQUii  aux 
■iCBniBi  est,  à  quelques  détails  près,  trèe-cpmplet.  Les  lacunes  inhérentes  aux 
progrès  des  sdencee  et  des  mécanismes  ont  été  eombléee  par  des  Notes  placées 
au  bas  des  pages,  qui  témoignent  des  soins  consciencieux  apportés  par  M.  Krets 
à  cette  publication.  Parmi  ces  Notes,  les  unes  ont  surtout  pour  but  de  mettre 
en  lumière  les  Idées,  parfois  mal  interprétées,  de  l'auteur;  les  autres  résument 
oertafais  truTtox  récents  encore  peu  connus  {H/gulatesws  isochrones  à  poids  «vo- 
riahles,  à  ressorts,  à  boules  eoniuguâes,  à  hras  croisés,  à  ailettes;  —  cibles  en  M 
de  fer,  etc.);  d'autres  enfin  se  font  remarquer  i»ar  leur  originalité.  Je  crois  cte- 
▼oir  signaler  parmi  celles-ci  t  Période  de  mise  en  marche  des  machines,  — 
Des  conditi&HS  de  bon  fonctionnement,  —  De  l'écart  proportionnel  des  viteues  au 
point  de  vue  de  la  régularisation;  effet  du  eouplement  sur  la  régularité,  —  Dé- 
termination  de  la  vitesse  de  règle  et  conditions  de  régularité  des  machines  im-, 
dustrieUes,  —  Corrélation  entre  le  régulateur  et  te  volant,  —  Équations  du 
notufcment  d'une  transmission  en  tenant  compte  de  l'élasticité  des  liens,  —  Bap» 
fort  des  accélérations  maxima  et  minima  des  manipeUes  simples  et  à  double  effet, 
^  y^olant  des  machims  couplées,  —  Balentisscment  dans  les  transmissions  par 
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courroies;  loi  des  tensions  d'une,  courroie  sur  une  pouUe  en  mouvement.  —  la* 
fiuenee  de  l'éeartement  des  arbres  sur  ie  fonctionnement  iles  outils*  En  résaBc, 
le  Coims  DE  Mëcanique  AppLiQute,  de  Poncelet,  traite  arec  une  haute  autorité  toat» 
les  questions  qui  forment  aujourd'hui  le  fonds  de  renseignement  en  ce  qui  coa- 
cerne  la  science  de  l'Ingénieur  et  du  Mécanicien,  et  les  Notes  qui  y  ont  été  ajoaté«a 
renferment  des  considérations  utiles  qui  établissent  de  nouTcanx  liens  entre  U 
théorie  et  la  pratique  industrielle.  » 


EXTRAIT  DE  LA  TABLE  DES  MATIÈRES  DE  LA  1>^  PARTIE. 

P*  SECTION»  —  Considérations  générales  snr  les  machines  an  movremest. 
I.  Notions  et  pimapES  sua  LBSOtBLS  se  ponde  Là  science  des  Moncas  bt  des  Hacmass: 
Travail  des  moteur$  et  des  machines.  Théorèmes  relatifs  à  la  quantité  de  utemre- 
ment  et  à  la  force  vive,  —  H.  AppLiciTioa  du  pauiciFB  des  FOacBS  Tim  au  ■omaaaii 
DBS  machines  :  Conditions  spéciales  que  présentent  les  machines.  Équations  générées 
du  mouvement  des  machines.  Discussion  des  équations  générales, — m.  CobCoacTâKB 
principales  du  mouyehent  des  machines  :  Lois  générales  du  mouvement.  Mojrens  géné- 
raux de  régulariser  le  mouvement  des  machines,  •—  IV.  Db  l'âtablissemesit  des  ma- 
chines iNDUSTBiBLLES  :  Conditions  du  meilleur  établissement  des  machines.  ladieatiests 
générales  sur  rétablissement  des  machines.  Conditions  pratiques  de  VétabUsseameM 
des  machines, 

II*  SECTION.— Des  principaux  moyens  de  régnlariser  l'action  des  forces  sur 
les  machines  et  de  transmettre  les  vitesses  dans  des  rapports  déterminés. 

I.  Des  modûiatbubs  :  Des  divers  genres  de  modérateurs.  Des  freins.  Des  volants  à 
ailettes,  —  11.  Des  régulatburs  :  Des  divers  genres  de  régulateurs.  Des  régulatemrsà 
pompe  et  à  flotteur.  Du  régulateur  à  force  centrifuge,^  Nou»e€Ui  régulatestr  à  res- 
sort et  instantané,  —  III.  Des  manitelles  :  Notions^  préliminaires  sur  les  nuusiveBes, 
Considérations  dynamiques  sur  les  effets  des  manivelles.  Des  manivelles  condtdsaat 
des  pièces  à  mouvement  reetiligne  alternatif.  Des  manivelles  conduisant  un  halaanâer 
à  mouvement  alternatif.  Du  joint  brisé  on  universel.  —  IV.  Appucatio!is  paktioe« 
UÈBES  DE  LA  théorie  DES  T0LANT8  :  Considérations  générales  sur  l'emploi  et  sur  U 
construction  des  volants.  Calcul  du  volant  des  manivelles  à  simple  ou  à  douNe 
effet  dans  les  hypothèses  les  plus  simples.  Calcul  du  volant,  en  tenant  compte  du 
poids  et  de  l'inertie  des  pièces  oscilUmtes.  —  V.  Moyens  eSoMÉniouBs  DBtMA2isaBmc 
LES  vitesses  des  PifiCBS  DANS  UN  RAPPORT  DONNÉ  :  CommtuUcation  du  mouvement  far 
simple  contact  des  roues.  Communication  du  mouvement  par  courroies  ou  par  rknuÊet. 
Commimication  du  mouvement  par  engrenages.  Des  cames.  —  Additions  rblatitbs 

AUX  VALEURS  DE  DIVERS  MOHENTS  1  * 

lignes  ou  verges  à  section  i 

minces.  Observations  générales.  Moments  d'inertie  des  corps  i 

sions  quelconques,  Applications, 

III*  SECTION. — Calcul  des  résistances  passives  dans  les  pièces  à  monvement 
uniforme  et  soumises  à  de^  actions  sensiblement  invariables. 

L  GONSU>ÉRATIONS  PRÉLIMINAIRES.   —  II.  DeS  DIVBBSBS  SORTES  DB  RÉSISTANGBS  :  De  ta 

résistance  tlirecte  du  frottement  et  de  l'adhérence  des  corps  en  contact,  Bisistanee 
due  au  roulement  des  corps.  De  la  roideur  des  cordes  et  des  courroies.  Frottesnent 
des  cordes  et  courroies  autour  des  cjrlindres  immobiles.  — ^  III.  Appucations  aux  ma- 
chines  simples  :^  Frottement  d'un  corps  sur  un  plan  incliné.  Frottement  du  coin. 
Frottement  des  pièces  maintenues  dans  une  Mreetion  invariable,  par  des  guides,  des 
coulisses,  etc.  Frottement  des  tourillons  des  pièces  de  rotation.  Frottement  des 
pivots,  des  épaulements  des  axes.  Résistance  des  roues  et  roulettes,  Éauilibre  du 
treuil,  en  ajrant  égard  au  frottement  et  à  la  roideur  des  cordes.  Calent  des  résis' 
tances  dans  les  poulies,  le  treuil  des  Chinois  et  le  cabestan.  Des  treuils  en  arbres 
tournants  conduits  par  des  cordes  et  courroies  sans  fin.  Des  palans  ou  poulies  mou' 
fiées.  De  la  résistance  des  chaînes.  Manière  de  tenir  compte  du  poids  aes  cordes  et 
courroies  dans  les  équations  d'équilibre.  Frottement  de  ta  vis  àjUets  carrés.  Fret» 
tement  de  la  vis  à  filets  triangulaires.  Du  frottement  dans  les  engrenages,  — 
Kotes  :  I.  Sur  la  valeur  approchée  linéaire  et  rationnelle  des  radicaux  de  la  forme 
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V<»* -t-  **f  v^a"  —  b* II."  Sur  le  moment  total  et  le  bras  de  levier  moyen  des 

résistances  dans  la^vis  à  filets  carrés  ou  triangulaires  et  les  cônes  de  friction. 

IV*  SECTION.  —  Influence  des  Tariations  de  la  Titesse  sur  les  résistances 

L  Des  bésistaiicbs  dans  les  pièces  a  MOCVEiiEirr  variablb  périodique  ou  permanent 

II.  Influence  des  changemsnts  brusques   sur  la  vitesse  :   Principes  généraux,  — 

III.  Appucations  :  Du  choc  des  cames  et  des  pilons.  Du  choc  des  cames  et  des  mar- 
teaux.  Des  machines  à  percer,  à  découper,  a  étamper  et  à  frapper  les  monnaies. 


M.  Bertrand,  en  présentant,  de  la  part  de  M"^  Poncelet,  à  TÂcadémie  des 
Sciences,  dans  la.  séance  du  19  juin  1876,  la  II'  Partie  du  Cours  de 
Mécanique  appliquée,  donne  lecture  à  rAcadémie  de  TÂvis  placé  en  tôte  de 
ce  volume  pac  le  savant  éminent  qui  a  dirigé  avec  autant  de  zèle  que  d'ha- 
bileté cette  importante  publication  : 

«  Ce  volume ,  dît  M.  Kretz ,  complète  le  Cours  de  Mécanique  appliquée,  pro- 
fessé par  PoDcelet  à  TEcole  d'application  de  Metz  :  les  deux  premières  Sec- 
tiens  comprennent  les  Leçons  préparatoires  au  lever  d* usines  (mouvement  des 
fluides,  moteurs)  ;  la  Section  III  renferme  quelques  Leçons  sur  les  ponts-levis.  » 

»  Dans  des  Additions  placées  à  la  suite  du  texte  se  trouvent  quelques  extraits  des 
tnyaux  ultérieuA  de  Poncelet,  qui  complètent  certaines  questions  traitées  dans 
le  cours  :  telles  sont  la  théorie  des  effets  mécaniques  de  la  turbine  Fourneyron 
et  diverses  Notes  relatives  à  l'écoulement  de  Tair,  au  calcul  des  pressions  dans 
ie  cylindre  des  machines  à  vapeur,  à  un  mécanisme  propre  à  régulariser  spon- 
tanément l'action  du  frein  dynamométrique. 

»  Les  Additions  comprennent,  en  outre,  une  Note  de  M.  E.  Rolland  sur  un  frein 
qu'il  a  fait  construire  d'après  les  indications  de  Poncelet;  une  NoUce  historique 
sur  les  roues  à  aubes  courbes,  que  M.  le  général  Didion  a  bien  voulu  rédiger  spé- 
cialement pour  cette  publication  et  qui  uit  connattre  les  derniers  perfectionne- 
ments apportés  par  Poncelet  à  son  tracé;  enfin  plusieurs  Notes  écrites  en  i84^ 
par  M.  Yvon  Villarceau  sur  diverses  parties  du  Cours.  » 

EXTRAIT  DE  LA  TABLE  DES  MATIÈRES  DE  LA  II*  PARTIE. 

£re  SECTION.  --  Du  mouvement  permanent  et  de  récoulement  des  fluides. 

I.  Des  petits  oRincBS  et  tuyaux  db  conduits  servakt  a  écouler  l'eau  et  l'air 
DU  RtisERVoiAS  OU  DES  GAZOMÈTRES  :  Notice  historique.  Notions  fondamentales.  In- 
fluencedes  ajutages.  Mouvements  des  fluides  dans  les  tuyaux  de  conduite. — 11.  Des 
PKRTUis,  COURSIERS  ET  CARAUX  d'usikes  :  Des  pertuis  des  usines  et  des  écluses.  Des  dé- 
versoirs.  Des  coursiers.  Des  canaux.  Jaugeage  des  cours  d*eau.  —  III.  Additions  re* 
latives  au  régime  variarle  des  baux  da!(s  les  canaux  ou  conduites  découvertes.  — 
NoTB  :  Sur  les  expériences  de  M.  Pecqueur,  relatives  à  l'écoulement  de  l'air  dans 
les  tubes,  et  sur  d'autres  expériences  avec  orifices  en  minces  parois. 

II«  SECTION.  —  Des  principaux  moteurs  et  récepteurs. 

ï.  Dbs  récepteurs  hydrauliques  :  Théorie  générale  des  récepteurs  hydrauliques  par 
le  principe  des  forces  vives.  Roues  verticales  à  palettes  planes.  Roues  verticales  à 
aùoes  courbes.  Roues  de  côté  à  palettes  embottées  dans  un  coursier  circulaire.  Roues 
à  augets.  Des  roues  hydrauliques  à  axe  vertical.  Roues  à  aubes  mues  par  un 
courant  indéfini.  —  II.  Des  moulins  a  vent.  —  III.  De  l'emploi  delà  vapeur  d'eau  comme 
moteur  :  Notions  générales.  Travail  développé  dans  les  divers  systèmes  de  machines 
à  vapeur.  Quantité  d'eau  nécessaire  au  service  des  machines  à  vapeur.  Moyens 
^'observation  et  appareils  de  sûreté.  Des  chaudières,  —  IV.  Des  moteurs  animés  : 
Notions  générales.  Transport  horizontal  des  fardeaux.  —  Y.  Des  appareils  servant 

K  APPRÉaSR  DIRECTBMEirr  LE  TRAVAIL  DES  MOTEURS  ET  DES  MACUINES»  AINSI   QUE  LES  LOIS  DE 

leur  mouvement. 
Additions.  —  1.  Extraits  dms^  publications  ultérieures  de  Poncelet  :  Théorie  de» 
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effets  mécaniques  de  la  torbine  Foumeyron. — Note  relative  an  ealcnl  des  pffiiiiim 
dans  le  cyKnore  des  machines  à  vapeut*  —  Note  wt^nMne  k  wa  méeamsme  profM 
à  régulariser  spontanément  Taction  du  frein  dynamométriqoe.  —  II.  Nbtet  £- 
Verset  :  Notice  historique  sur  les  roues  bydrauliaues  k  aubes  oonrbes.  Note  saria 
frein  à  deux  leviers  parallèles,  construit  d'après  les  indications  de  Poneelet.  Hota 
relatiTes  aux  Leçons  préparatoires  au  lever  d'usines.  Note  relatiTe  aux  pertei  4i 
force  vive  dans  les  conduites.  Note  relative  à  la  perte  de  force  vive  an  moment  ot 
le  iluide  atteint  le  récepteur.  Note  sur  la  détermination  du  mazimiim  d'db 
utile  dans  les  moulins  à  vent. 

III*  SECTION.—  Desponts-lo^is. 

Réflexions  préliminaires  sur  les  qualités  que  doivent  posséder  les  ponts-Ievis  ea 
généraL  Ponts^leyis  à  flèche  et  à  htucuU,  Pont-lens  à  bascule  en  degtout.  Pont  à 
sinussoide  de  Bellidor,  Pont-ievis  de  Dobenheim.  Pont'^levis  à  courbes  de  M,  Deiik. 
Pont-4evis  à  contre-poids  sans  courbes  de  M.  le  UeutencMt'CoîonelduG^nieP,  Ber^trt, 
Pont-levit  à  spirales  de  M,  le  capitaine  du  Génie  Derché,  Prof  a  de  wmt-Um  i 
chaînes  et  à  contre^poids  constants  an^ec  courbes  d*équilibre  sur  le  ti^lier*  PoetS' 
levisèk  contre-poids  'variables.  Calcul  des  résistances  pasiives  dans  les  poMts4ens  à 
chaînes. 


OUVRAGES  DU  MÊME  AUTEUR. 

PONGELET,  Membre  de  l'Institut.  —  Applications  d'Analyse  et  de  Géo- 
métrie qui  ont  servi  de  principal  fondement  au  Traité  aes  Propriétéi 
projectives  des  figures,  aveo  additions  par  MM.  Mannheim  et  Moutard^ 
anciens  Élèves  de  l'École  Polytechnique.  2  vol.  in-8  avecfigur 


^Diresdans 

le  texte,  imprimés  sur  carré  fin  satin'é;  1864 7.    ao  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément 10  £r. 

PONGELET,  Membre  de  l'Institut.  —  Traité  des  Propriétés  proiectifet 
des  fionres.  Ouvrage  utile  à  ceux  qui  s'occupent  des  applicatioLS  de  la 
Géométrie  descriptive  et  d'opérations  géométriques  sur  le  terrain,  a*  édi- 
tion, i865;  a  beaux  volumes  in-4,  d'environ  400  pages  chacun,  im- 
primés sur  carré  fin  satiné,  avec  de  nombreuses  planches  gravée  ks 
cuivre;  i8e5-i866 40  fr. 

lie  Z*'  volame  contient  non-senlement  tonte  la  matière  da  roliune  unique  de 
la  i"** édition,  mais  encore  des  Annotations  nouvelles  dont  l'étendne  etlenoiabn 
sont  justifiés  par  leur  importance  au  point  de  vue  historique  et  à  celui  àm  dse- 
trines. 

&e  XX*  volmBa  contient  :  Théorie  générale  des  centres  de  moyennes  harao- 
niques.  —  Théorie  générale  des  polaires  réciproques.  Principe  de  réciprocité 
polaire  et  Applications  diverses  des  relations  métriques  ou  descriptives.^ An** 
iyse  des  transversales  et  Applications. 

Le  If  volume  pourra  être  vendu  séparément  aux  personnes  qui  ont  déjà  le  voleme 
unique  de  la  i'*  édition* 


Paris.  -  Imprimerie  de  GAUTHIER- VILLARS,  qàal  de»  Auguslim,  &6. 
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LIBRAIRIE   DE   GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DBS   GHAMBS-AUGUSTINS,    55,    A    PARIS. 


LAGRÂN6E.  ~  Œuvres  complètes  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins 
de  M.  J.-A,  Serrct,  Membre  de  l'Institut,  sous  les  au-^pices  du  Ministre 
de  l'Instruction  publique.  Tohes  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII.  In-4,  avec  un 
beau  portrait  de  Lagrange,  gravé  sur  cuivre,  par  x\i.  Ach.  Martinet; 
j 867-1 877. 

Les  Tomes  I  à  VII  forment  la  i**  Série  des  OEuvres  de  Lagrange,  et 
comprennent  tous  les  Mémoires  publiés  séparément. 

La  !!•  Série,  qui  est  sous  presse,  se  composera  de  7  volumes,  qui  ren- 
fermeront les  Ouvrages  didactiques,  les  Mémoires  inédits  et  la  Correspon- 
dance. 

LÂFLAGE.  —  Œnvres  complètes  de  Laplace,  publiées  sous  les  auspices  de 
l'Académie  des  Sciences  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuelsy  avec  le  con- 
coQCOurs  de  M.  PuheiiXy  Membre  de  l'Institut,  et  de  M.  /.  Hoùel,  Pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  fiordeaux.  Nouvelle  édition  avec  un 
beau  portrait  de  Laplace,  gravé  sur  cuivre  par  Tony  Gmitière,  In- i  ; 
1878-188  . 

Extrait  de  FAyertissement. 

«  L'Académie,  sur  le  Rapport  de  la  Section  d'Astronomie  et  de  la  Com- 
mission administrative,  après  avoir  pris  connaissance  des  conditions  dans 
lesquelles  devait  s'accomplir  le  travail  et  des  soins  dont  il  était  entouré, 
a  décidé,  dans  sa  séance  du  16  juillet  1877,  que  la  nouvelle  édition  serait 
publiée  sous  ses  auspices  et  sous  sa  responsabilité.» 

Les  éditions  précédentes,  qui  sont  devenues  très-rares,  ne  contenaient  qui; 
7  Tolumes,  savoir  :  Trcùté de  Mécanique  céleste  (5  volumes).  Exposition  du  srstème 
du  Monde  et  Théorie  Mialy  tique  des  probabilités,  La  nouvelle  édition  comprendra 
de  plus  6  volumes  renfermant  tous  les  autres  Mémoires  de  Laplace,  dont  lu 
dissémination  dans  de  nombreux  Recueils  académiques  et  périodiques  rendait 
jusqu'à  ce  jour  l'étude  si  difficile. 

Souscription  a.i:x  5  volumes  de  là  Mécanique  céleste. 

(Envol  franco  dans  toute  l'Union  postale.) 

Le  tîra£re  est  fait  sur  3  papiers  différents  :  i^  sur  papier  ver^ré  semblable  à  celui 
des  OËuvres  de  Fresnel,  do  Lavoisier  et  de  Lagrange;  2<*  sur  papier  vergé 
fort,  au  chiffre  de  Laplace  ;  3"  sur  papier  de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace 
;à  petit  nombre}. 

Le  prix  pour  les  3oo  premiers  souscripteurs  aux  5  "volumes  du  Traité  dbMkcamquk 
CÉLESTE  est  fixé  ainsi  qu^il  suit  (prix  à  solder  en  souscrivant). 

!•  Tirage  sur  papier  vergé;  5  vol.  in-/| 80  fi-, 

■i"  Tirage  sur  papier  vergé  fort,  au  chiffre  de  Laplace;  5  vol.  in-4.  •  •  •       90  f»*- 
3*  Tiraj^e  sur  papier   de  Hollande,  au  chiffre  de  Laplace  (à  petit 

nombre ) ;  5  vol.  in-4 i'*o  fi*. 

f^  prix  de  chaque  Tfolumedu  Traité  ds  Mécanique  céleste,  acheté  séparément ^ 
<^^tjixé  ainsi  qu*il  suit  : 

i*  Tirage  sur  papier  vergé;  chaque  volume  in-4 30  l'r.     »  c. 

3«  Tirage  sur  papier  verge  fort,  aux  armes  de  Laplace  ;  chaque 

volume  in-4 22  fr.  5o  r, 

Les  ifolumes  tirés  sur  papier  de  Hollande  ne  se  "vendent  pas  séparément . 

Les  Tomes  I  et  II  (  1878)  et  le  Tome  III  (1879)  sont  en  distribution  ;  le  Tonio  1 V 
Mra envoyé  aux  souscripteurs  dans  le  cours  de  Tannée  1879;  le  Tome  V^  .suivra 
de  près. 
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TABLE    DES    MATIÈRES. 


I 


IVoTembre  1878. 

Réflexions  sur  la  cinématique  du  plan;  par  M.  A.  Laisant 4^1 

Sur  l^analyse  indéterminée  du  troisième  degré  et  sur  la  question 

802  ;  par  M.  Edouard  Lucas 5o; 

Au  sujet  des  cas  d'impossibilité  d*une  solution  en  nombres  entiers 

de  réquation  j:*  it  a  1=  j';  par  M.  £,  delonquières 314 

Correspondance 5in 

Publications  récentes 519 

Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  et  positifis  du  système 

des  deux  équations  indéterminées 

X  ^  4.^'  -^  I  »     x'  =:  «'  -h  (z  -h  I  )» 5o » 

Solution  de  la  question  1286  ;  par  M.  P,  Terrier 5^3 

Solution  de  la  question  i^go;  par  M.  /.  de  Firieu 5?4 

Solution  de  la  question  1 292  ;  par  M.  C.  ff ^74 

Questions 5î6 


Librairie  de  GAUTHIER-VILLARS9  quai  bis  âugustins,  55. 


SCHRÔN  (L.)-  —  Tables  de  logarithmes  à  7  décimales,  pour  ^^ 
nombres  de  i  jusqu'à  108000  et  pour  les  lignes  trigonométriques  àt 
10  secondes  en  10  secondes;  et  Table  d'Interpolation  povr  le  cal- 
cul des  parties  proportionnelles;  précédées  d'une  I/itroduei/on [sr 
M.  J.  Houel,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  %  beaux 
volumes  grand  in-8*' jésus,  tirés  sur  vélin  collé.  Paris,  1878. 

t>RlX: 

CariOBBé. 


Brooh«. 

Tables  de  Logarithmes. 8  fr. 

Table  d* Interpolation s 

Tables  de  Logarithmes  et  Table  d'Interpolation 
réunies  en  un  seul  volume 10 


9  fr.  75  c. 
3         iS 

Il         75 


Parla.  -  Imprimerie  de  GAUTHIER-VILLARS,  quai  des  AntniUi»,  ss. 


Le  Gérant  :  Gauthibr-Viixars. 


(deuxième  Série.)   -Décembre    1878. 

NOUVELLES  ANNALES 

)  A»;  271879        '" 

MATHEMATIQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 
rédig£ 
Par  mm.  GERONO,  ^  ^ 


PMOPRIBRCII     Dl    HATBBIIATIQUK», 


ET  ^;^'o 


Cil.  BRISSE, 


•  i»iTiTBOft  A   l'École   polytbchniqvk. 

AGRÉOB     DB    L'ORlVBBSITi, 


DEUXIEME  SERIE 

TOME  DIX-SEPTIÈME. 


PUBLICATION   FONDÉE  EN  1842  PAU  HM.  GBBONO  ET  TBBQUEM, 
ET  CONTINUES  PAR   MM.   GEROXO,   PROVBET  ET  lOtRGET. 


DÉCEMBRE  1878. 


S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  M.  GERONO,  rue  Halle,  40  et  4*2, 

ou  à  M.  BRISSE,  rue  Denfert-Rochereau,  22. 

(apfraucdir.) 


(J     PARIS, 

GAUTIIIER-VILL ARS ,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BUREAU    DES    LONGITUDES,  DE   l'ÉGOLB   POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR  DR  MALLET  BACHFXIER, 

Quai  des  Augustin»,  55. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS. 

QUAI    DES    AUGDSTINS,    55,    A    PARIS. 


NOCVELLES  ANNALES  DE  HATUEIATIQIES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 
AUX      ÉCOX.ES     POX.TTECHNX9UE     ET       VORMALE. 

RÉDIQÉ   PAK 

M.  GERONO, 

Prcfessenr  da  HalhèmaUqaes, 
ET 

M.  Cu.  BRISSE, 

ild[»ùilleur  à  l'Ecule  Folyteclinique,  Abrégé  de  rUoiversiié. 


Publioation    fondée    en    184  2    par    MM.    Gerono    et    Terquem, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet  et  Bouri^et. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  nioià  »  t 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  lo\t\ 
L'année  1878  est  en  cours  de  publication. 

On  ne  peut  s'abonner  que  pour  Tannée  entière. 

L'abonnement  est  augmenté  de  3  francs  à  partir  de  l'année  1869,  <  l  -  > 
Prix  pour  les  divers  pays  se  trouvent  dorénavant  fixés  ainsi  qu'il  suil  • 

Paris ; 15  fr. 

Pays  faisant  partie  de  l'Union  des  postes  (moins  les  États-Unis  | 

de  l'Amérique  du  Nord),  c'est-à-dire  Europe,  Egypte,  Maroe,  | 

Russie  d'Asie,  Tunisie,  Turquie  d'Asie 17 

États-Unis  de  l'Amérique  du  Nord 19 

Autres  pays 20 


F&EMXiatE  SÉRIE  :  20  Tolumes  in-8  (1842 à  1861),  300  francs,  paya L 
de  la  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  200  francsrestantsen  d.  l 
bons  à  trois  mois  ii  Tordre  de  M.  Gauthier-Villars,  à  partir  deTepoqueùe 
livraison  des  20  volumes. 

Les  tomes  là  Vil,  X  et  XVI  à  XX  (1842-1848,  i85i  et  1857-1861} 
ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément 11  >*< 

La  BBUXXiSMB  SÉRIE,  commencée  en  1862,  contiDOe  de  paraître  cha-i'l 
mois  par  cahier  de  48  pages. 

Les  tomes  1  à  VIII  (  1862  à  1869)  ne  se  vendent  pas  séparément. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément. . .     1: 
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CONSTRUIRE  LES  AXES  D  UNE  ELLIPSE,  ÉTANT  DONNÉS 
DEUX  DIAMETRES  GONJUGUÉS; 

Par  m.  a.  MANNHEIM  (*). 


1.  Faisons  rouler  {Jig*  i)  une  circonférence  I  de 
centre  i,  dans  l'intérieur  d'une  circonférence  O  de 
centre  o  dont  le  rayon  est  double  du  rayon  de  la  pre- 

Flp.  I. 


mière.  Un  point  quelconque  de  la  circonférence  I  décrit 
alors  un  diamètre  de  la  circonférence  O.  Je  dis  qu'iiTz 
point  quelconque  du  plan  de  la  circonférence  I  décrit 
une  ellipse. 

Soit  m  le  point  décrivant,  menons  le  diamètre  mi: 
pendant  le  roulement,  les  extrémités  c,  g  de  ce  dia- 
mètre décrivent  les  droites  oc,  og.  On  a  alors  un  seg- 

(*)  J'ai  retrouvé  cette  courte  Note  en  réunissant  les  matériaux  d'un 
Ouvrage  que  je  me  propose  de  publier  sous  le  titre  de  Géométrie  ciné- 
meuique, 
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ment  cg  de  grandeur  constante,  dont  les  extrémité* 
glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  -,  le  point  m  de  ce 
segment  décrit  une  ellipse  (/n),  dont  les  axes  sont  en 
direction  oc  et  og  et  dont  les  demi-axes  ont  pour  lon- 
gueurs me,  m  g. 

La  normale  en  m  à  Tellipse  (m)  passe  par  le  point  de 
contact  e  des  circonférences  I  et  O.  Cette  normale  em 
rencontre  la  circonférence  l  en  c/,  et  la  droite  ody  qui  est 
perpendiculaire  à  em,  est  parallèle  à  la  tangente  en  m  à 
Tellipse.  Le  diamètre  od  est  donc  y  en  direction ,  conju- 
gué du  diamètre  om. 

Cherchons  la  longueur  du  diamètre  conjugué  de  om. 
Pour  cela,  considérons  le  point  m  comme  un  point  do 
segment  éd.  Pendant  le  roulement  de  I,  ce  segment  reste 
de  grandeur  constante  et  se  déplace  dans  Tangle  eod-^  le 
point  e  décrit  la  droite  eo  et  le  point  c/,  la  droite  od. 
Lorsque  le  point  e  est  venu  en  o,  la  droite  em  coïncide 
avec  la  droite  od  et  le  point  m  est  venu  en  /i,  de  façon 
que  on  soit  égal  à  em.  Mais  nous  avons  vu  que  od  est 
la  direction  conjuguée  de  om\  donc  le  denU^diamètre 
conjugué  de  om  est  égal  à  em. 

D'après  cela,  si  Ton  donne  les  deux  demi-diamèlres 
conjugués  om^  on^  on  opérera  ainsi,  pour  avoir  les  axes 
de  l'ellipse  [m]  -, 

Du  point  m,  on  abaisse  sur  le  diamètre  no  laperpen^ 
diculaire  md.  On  porte  sur  cette  droite  le  segment  em 
égal  au  demi'diamètre  no.  Sur  oe,  comme  diantètrcy 
on  décrit  une  circonférence  et  l'on  trace  le  diamètre 
im  de  cette  circonférence  :  les  droites  oc  et  og  sont  les 
directions  des  axes  de  {m)  et  les  segments  mc^  mg  sont 
les  longueurs  des  demi-axes . 

2.  Si,  au  lieu  de  porter  no  en  me,  on  porte  le  même 
segment  en   sens  inverse  en  me',  on  achèvera  la  con- 
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struction,  comme  précédemment,  en  décrivant  une  cir- 
conférence sur  oé  comme  diamètre.  L'ellipse  (m)  peut, 
en  effet,  être  engendrée  par  le  point  m  considéré  comme 
marqué  sur  la  droite  ^ c\  qui  est  égale  à  la  demi-diffé- 
rence  de  ses  axes.  On  a,  en  même  temps, 

me'  =  me     et     mg'  =  mg. 

Puisque  m(/  est  parallèle  à  oe,  les  droites  oe,  oe'  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  Tellipse  (m). 

Nous  venons  de  voir  que  les  segments  oe,  oe'  sont 
respectivement  égaux  à  la  somme  et  à  la  difTérence  des 
demi-axes  de  cette  courbe  ;  nous  retrouvons  alors  cette 
construction^  donnée  par  M.  Chasles  dans  son  aperçu 
historique,  p.  362,  pour  résoudre  le  problème  dont  nous 
nous  occupons  : 

«  Par  r extrémité  A  d'un  des  deux  demi-diamètres 
donnés,  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  au  second 
demi-diamètre;  on  portera  sur  cette  droite,  à  partir 
du  point  A,  deux  segments  égaux  à  ce  second  demi- 
diamètre; 

))  On  joindra,  par  deux  droites,  les  extrémités  de 
ces  segments  au  centre  de  la  courbe; 

»  On  divisera  en  deux  également,  par  deux  nou- 
velles droites,  V angle  que  ces  deux  premières  feront 
entre  elles  et  son  supplément  y 

»  Ces  deux  nouvelles  droites  seront,  en  direction,  les 
deux  axes  principaux  de  l'ellipse; 

))  La  somme  des  deux  premières  droites  sera  égale 
au  grand  axe,  et  leur  différence  sera  égale  au  petit 
axe,  )) 

3.  Pour  arriver  à  la  construction  1,  nous  n'avons  pas 
eu  besoin  de  recourir  aux  propriétés  des  diamètres  con- 

34. 
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jugués  d'une  ellipse.  Ces  propriétés  peuvent,  au  con- 
iraîre,  s'en  déduire. 

Dans  la  circonférence  I,  on  a 

Ainsi  :  le  produit  de  deux  diamètres  conjugués  par 
le  sinus  de  l'angle  quils  comprennent  est  égal  au  pro- 
duit des  axes  de  V ellipse. 

Dans  la  circonférence  I,  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances du  point  m  aux  extrémités  d'un  diamètre  quel- 
conque est  constante.  Ou  a  alors 

mo  -J-  me  =  me  -+-  mg  , 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  de  V ellipse  (  m)  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  axes  de  cette  courbe, 

4i.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  arriver  k  la 
construction  précédente  par  une  tout  autre  voie,  et  sans 
avoir  besoin  de  connaître  la  construction  de  la  nonmaie 
en  un  point  de  la  ligne  décrite  pendant  le  roulemeDt 
d'une  courbe  sur  une  autre. 

Appelons  toujours  oin,  on  [fig*  a)  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  donnés.  Sur  on^  comme  diamètre, 
décrivons  une  circonférence  de  cercle  et  menons  ol  per- 
pendiculairement à  on. 

Si  nous  construisons  des  triangles  tels  que /ph  homo- 
thétiques  au  triangle  /om,  le  lieu  des  points  h  est  une 
ellipse  (m)  qui  a  pour  diamètres  conjugués  om  et  on, 

(On  peut  remarquer  qu'on  aura  la  même  ellipse,  en 
construisant  des  triangles  tels  qvtef'phf  homothétiques 
au  triangle /'o m.) 

Au  point /du  cercle  correspond  le  point  A  de  l'el- 
lipse m,  et,  comme  Jh  rencontre  la  circonférence  en  un 
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autre  point  que/,  on  aura  sur  cette  droite  un  autre 
point  de  Fellipse  (m).  Si  alors  nous  menons  à  la  cir- 
conférence de  centre  o  une  tangente  parallèle  à  Im^  cette 

Fig.  a. 


droite  rencontrera  la  circonférence  en  deux  points  infi- 
niment voisins  auxquels  correspondront,  sur  l'ellipse, 
deux  points  infiniment  voisins  :  en  d'autres  termes,  la 
tangente  au  cercle  o,  menée  parallèlement  à  Im,  est 
aussi  tangente  à  Tellipse  (m). 

De  la  même  manière,  nous  pouvons  dire  qu^une  tan- 
gente à  la  circonférence  o,  menée  parallèlement  à  l'm^ 
est  tangente  à  {m). 

Les  droites  m/,  ml',  étant  parallèles  à  des  tangentes 
communes  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  concentriques, 
sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse  (m). 

Comme  les  droites  /m,  l'm  sont  égales  et  parallèles 
à  oe^  oef  obtenus  comme  précédemment,  nous  retrouvons 
ainsi  la  premièrepartiede  la  construction  de  M.  Chasles. 

Cherchons  les  axes  de  Tellipse  (m). 

Faisons  tourner  le  quadrilatère  ophf  autour  de  o,  de 
façon  que  q/* vienne  coïncider  avec  ol.  Le  point  p  vient 
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sur  la  circonférence  décrite  sur  ol  comme  diamètre;  le 
côté  ph  passe  par  le  point  q,  où  cette  circonférence  est 
rencontrée  par  om,  parce  que  Tangle  hpf  est  égal  à 
l'angle  mol^  et  que  l'un  des  côtés  de  cet  angle  passe 
par  Z;  enfin  le  point  h  sera  un  point  du  segment  capable 
de  l'angle  yA^  décrit  sur  Lj. 

Quel  que  soit  le  point  jf  pris  sur  la  circonférence  o, 
on  aura  un  point  correspondant  sur  l'ellipse  (/n),  et,  en 
répétant  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  ramènerons 
ce  point  de  l'ellipse  sur  le  segment  capable  dont  nous 
venons  de  parler.  Ce  segment  contient  alors  le  point  m, 
et,  comme  Tangle  Iqm  est  droit,  on  l'obtient  simplement 
en  décrivant  une  circonférence  sur  Im  comme  diamètre. 

Les  distances  du  point  o  aux  points  de  cette  dernière 
circonférence  sont  respectivement  égales  aux  longueurs 
des  demi-diamètres  de  l'ellipse  (m).  Menons  alors  du 
point  o  la  xiroite  oj  passant  par  le  centre  j  de  la  circon- 
férence décrite  sur  Im]  cette  droite  rencontre  celle  cir- 
conférence en  ^z  et  6  :  les  segments  oa  et  ob  sont  alors 
l'un  maximum,  l'autre  minimum;  par  suite,  le  seg- 
ment oa  est  le  demi-grand  axe  de  (m)  et  oi  le  demi -petit 
axe  de  cette  courbe.  On  voit  aussi  que  /n/,  ou  son  égal  0€\ 
est  égal  à  la  différence  des  demi-axes  de  l'ellipse  (m). 

Si  nous  avions  considéré  le  quadrilatère  of'ph  nous 
aurions  trouvé  de  la  même  manière  que  m/',  ou  son 
égal  0€y  est  égal  à  la  somme  des  demi-axes  de  (m).  Nous 
retrouvons  ainsi  la  deuxième  partie  de  la  construction 
de  M.  Ghasles. 

Joignons  le  point  b  aux  points  /  et  m.  Les  droites  hl, 
bm  sont  également  inclinées  sur  Im  et  oj.  Comme  cette 
dernière  droite  est  parallèle  à  m/',  on  voit  que  bl  et  bm 
sont  également  inclinés  sur  m/,  mP  et  donnent  alors  la 
direction  des  axes  de  (m).  Nous  avons,  par  suite,  h 
construction  suivante  : 
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On  mène  y  à  partir  du  point  o,  une  droite  ol  égale  et 
perpendiculaire  à  on.  Sur  ml,  comme  diamètre,  on 
décrit  une  circonférence.  On  joint  le  point  o  au  centre  j 
de  cette  circonférence.  Cette  droite  coupe  la  circonfé* 
rence  j  aux  points  a  et  b  :  les  segments  oa,  ob  sont  les 
longueurs  des  demi-axes  de  V ellipse  [m) ,  et  les  droites  Ib^ 
mb  sont  parallèles  aux  axes  de  cette  courbe. 

Cette  construction  revient  à  la  construction  que  nous 
avons  donnée  précédemment,  et  qu'on  obtient  en  décri- 
vant une  circonférence  sur  oef  comme  diamètre. 

5.  En  faisant  usage  de  la  circonférence  y,  on  arrive  à 
un  certain  nombre  de  théorèmes.  Nous  n'énoncerons 
que  les  deux  suivants,  pour  ne  pas  nous  écarter  de 
notre  sujet,  en  appelant  correspondantes  des  droites 
telles  que  o/et  oh. 

Les  axes  de  P ellipse  (m)  font  respecti\fement  des 
angles  égaux  av^ec  les  diamètres  correspondants  de  la 
circonférence  o. 

Le  diamètre  de  F  ellipse  [m),  qui  fait  un  angle  maxi- 
mum ai^ec  le  diamètre  correspondant  de  la  circonfé- 
rence  o,  est  moyen  proportionnel  entre  les  axes  de 
V ellipse  (m) y  etc.,  etc.,  elc. 

6.  Les  axes  de  l'ellipse  (m)  étant  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  oe  et  oef  rencontrent  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  oee'  aux  points  où  cette  courbe 
est  coupée  par  la  tangente  en  m  à  (m),  puisque  cette 
droite  est  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  ee. 
Cette  remarque  donne  une  construction  de  la  direction 
des  axes  de  (m)  et  conduit  à  ce  théorème  connu  : 

Le  produit  des  segments  comptés  sur  la  tangente  en  m 
à  {m)^  entre  ce  point  et  les  axes  de  la  courbe,  est  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 
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SUR  ON  THfiORBNB  DE  H.  LIOIIVILLK, 
CONCERNANT  LA  DÉGOilPOSmON  DBS  NOWWES  EN  BKAUlS; 

Pae  m.  ÉDOUAmo  LUCAS. 


M.  Liouville  a  démontré,  dans  son  cours  au  Collège  de 
France,  qu'un  nombre  quelconque  est  une  somme  de 
53  bicarrés,  au  plus.  On  peut  abaisser  celte  limite  k  4i* 
En  effet,  il  résulte  de  Tidentité  des  deux  expressions 

et 

-^••(r+«)*^-(r-■^)*^-tr  H- ««)*+U'--«)*+{2+«)'-+- (»--«-* 

que  le  sextuple  du  carré  d'un  nombre  quelconque  est  une 
somme  de  la  bicarrés,  puisque  Ton  sait  qu'un  nombre 
quelconque  est  une  somme  de  4  carrés.  Par  suite,  le  sex- 
tuple d'une  somme  de  3  carrés  est  décomposable  en 
36  bicarrés.  Mais  Legendre  a  démontré  que  tout  nombre 
de  la  forme 

8p  -h  I,  2,  3,  5,  6 

est  une  somme  de  3  carrés;  donc  tout  nombre  de  U 
forme 

48/?  H- 6,  12,  18,  3o,  36 

est  une  somme  de  36  bicarrés,  au  plus.  Soit  R  le  reste 
de  la  division  d'un  nombre  N  par  48  ;  en  retranchant 
de  N  une  ou  plusieurs  fois  les  bicarrés  i^,  2^,  3*,  on 
ramène  le  reste  R  à  l'un  des  nombres  6,  12,  18,  3o,  36\ 
et  Ton  arrive  à  former  le  tableau  suivant,  qui  contieot 
dans  la  colonne  R  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  N 
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par  48,  et  dans  la  colonne  n  le  nombre  maximum  de 
bicarrés  dont  se  compose  N. 


6, 

>2, 

18, 

3o, 

36; 

3, 

4, 

7. 

i3. 

i5, 

•9. 

21, 

22, 

28, 

3i, 

34. 

37. 

39,  46; 

o, 

2, 

5, 

8, 

•4. 

16, 

20, 

s»3. 

24. 

29. 

3^, 

35, 

38,  40, 

44. 

47; 

I. 

9. 

"7. 

»5, 

33, 

4', 

45; 

lO, 

26, 

4*; 

I», 

27. 

43. 

Donc  un  nombre  entier  quelconque  est  la  somme  de 
quarante  et  un  bicarrés,  au  plus. 

On  observera  que  la  démonstration  précédente  suppose 
le  théorème  vérifié  jusqu'à  N  =  a. 3* 5  il  est  facile  de  le 
constater  sur  les  Tables  arithmétiques  de  Reuschle. 


THÉORIE  fiLBIRNTAlRE  DRS  PONGTIMS  ELLIPTIQUES; 

Pae  m.  h.  LAURENT. 

[wiTBn-] 


TRANSFORMATION    OU    OEUXIÈME   DEGRÉ. 

Nous  n'avons  pas  à  parler  de  la  transformation  du 
premier  degré-,  on  a  vu  que  non-seulement  elle  réussis- 
sait toujours,  mais  encore  qu'elle  servait  à  la  réduction 
à  la  forme  canonique. 

Si  Ton  veut  opérer  la  transformation  du  second  degré, 
deux  des  facteurs  V  —  aU,  V  —  |3U,  ...  devront  être 

(*)  Nouvelles  Annales,  a«  série,  t.  XVII,  p.  38S. 
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des 

carrés  parfaits; 

on  devra  donc  poser 

U-aV=:(/7lj 

-h  m'y,  u-pv  = 

(«J- 

On 

en  conclut 

U- 

-  aV       (my  4-  m'Y 

u- 

-py~  {ny+n'Y' 

ou 

aien,  en  observant  que  -  =  j;, 

X  " 

-a.       [mx-hm'Y 

J?- 

-P         {ny  +  fi'Y 

On  pourra  ensuite  déterminer  m,  m',  n,  n'  de  manière 
a  donner  à  la  nouvelle  intégrale  la  forme  canonique, 
mais  nous  n'effectuerons  pas  le  calcul  en  disant  toute- 
fois qu  il  existe  deux  solutions  à  la  question. 

MÉTHODE    d'aBEL. 

Supposons  que  Ton  désire  calculer  toutes  les  valeurs 
de  j  rationnelles  par  rapport  à  Xj  et  telles  que 


Si  Ton  pose 

P 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  degré  fi,  à 
chaque  valeur  de  j*  correspondront  (jt  valeurs  de  x,  et  si 
Ton  désigne  par  Xi  et  x^  deux  d^entre  elles,  on  aura 


_  v/(.-xj)(.-Axî)     N/(i-x.)'(.-X'i;) 

Si  Ion  ésrale  à  du  les  deux  membres  de  la  formule 
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précédente,  on  aura,  si  l'on  veut, 

Xi  =  sna, 

ararr:  sn(aiii  tt), 

oc  désignant  une  constante;  on  peut  se  borner  à  con- 
sidérer le  signe  -i-,  car  sn(a  —  u)  =r  sn(2K  4-  m  —  «) 
et  2K  —  a  est  une  constante.  Ainsi,  Tune  des  racines 

P 
de  l'équation  j  =  -  étant  représentée  par  sn  m,  les  autres 

p 

seront  de  la  forme  sn(u  -f-  «).  Si  donc  on  pose  --  =  ^'l^)» 

on  aura 

identiquement,  et,  comme  on  a  aussij^  =  ij>(sna -ha), 
il  faut  en  conclure 

i|;{sna)  =^[snu  -ha)  =  ^|/(snw -h  2a). .  .  ; 

par  suite,  les  racines  dej  =  ^{x)  sont 


SDUy      SHtt -h  a,      snM  +  2a,      SfiM  +  Sa,       ...; 

mais  les  racines  de  l'équation  en  question  sont  en 
nombre  limité  au  plus  égal  à  |x  :  il  est  facile  d'en  con- 
clure que  les  /x  valeurs  de  x  se  décomposent  en  cycles 

sna,     sn(a  4-a),      ...,      sn(a  -f-/i— la), 
sna',     sn(a'-ha),      ...,     sn(tt' -h  « — la), 


n  désignant  un  sous-multiple  de  /x.  Si  (i  est  un  nombre 
premier,  les  cycles  se  réduiront  à  un  seul.  Nous  exa- 
minerons en  particulier  le  cas  où  (x  est  un  nombre  pre- 
mier impair.  Les  solutions  dej  =  ^{x)  sont  alors 

snw,     sn(ttH-a),      ...,     sn(a -h  p—  la); 
mais,  sn(i^  -hy^oc)  étant  égal  à  sni/,  il  faut  que  pa  soit 
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uae  période;  donc 

a  =  i  (4K11Î  -h  2K'/i  /^). 

Mais  réqoalîon  j^  =  <fr(x)  est  de  la  forme 

( A^  —  Bpj^jxi*  ^  . .  .  -H  A.  —  B,r  =  o; 
on  en  déduit,  pour  le  produit  des  racines, 

.A.  —  B,^v 

et  pour  y  une  eicpression  de  la  forme 

a*  -+-  ax^x-x .  .    4?» 

y  — ^» 

On  peut  simplifier  cette  expression;  on  a  en  effet 

,Ti     =sn(a  -h  î  —  la), 

Xj,«i  =  sd(«  -f-  puz  —  I—  la)  =  sn(a  —  i  —  i  a), 

car  fxa  est  une  période,  et,  en  faisant  usage  d^unc  for- 
mule connue, 

sn"«  —  sn*(i —  i)  a 

'*'^»'-'^  I  — ifr«sn'«sn»(i—  i)a' 
on  a  donc 


sn 


/  tt-I 

«[sn'tt  —  sn»a)  (sn'a  —  sn* 2«) . . .  I  sn*i»  —  sn»  — ^^ 

(i  —  i^'snusnx)..  •  (i  —  ^'snnsn^- «j 

Le  produit  jCi  x». .  .x^  est  ainsi  exprimé  à  l'aide  de  la 
seule  racine  Xk  =  sn  «.  Alors  y  prend  la  forme 

al  -f-/gy(x,) 
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THiMSFORKATIOM    DE    LiNDEK. 

Considérons  un  demi->cercle  tracé  sur  AB=  2R 
comme  diamètre  :  soient  O  son  centre,  P  un  point  fixe 
pris  sur  AB,  M  un  point  variable  de  la  circonférence, 
soient  OP  =  a,  MPO  =  tf ,  MAO  ==  «y.  Supposons  que  le 


point  M  se  déplace  infiniment  peu  et  posons  MM'  =  ^.v, 
nous  aurons 

ds        sinM'PM 


(0 


MP       sinPM'M 


Or 


ds  =  ^Kdif,     MP  =  v^R»  -ha^-h  2flR  cos2y,     M'PM  =  d^^ 

et  MM'P  est  égal  à  -  plus  Tangle  que  OM  fait  avec  MP 
ou  PMO5  (i)  devient  alors 

2R^<p 


(a) 


_      ^^ 


^R'H-6i'  +  2aRcosa<p        cosPMO 
Si  l'on  observe  alors  que 

R  a 


ou 


sin>{»       sinPMO 

RsinPMO  =  Asin>p, 
R»  cos'PMO  =  R»  —  «'sin»t|i , 
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la  formule  (a)  deviendra 

V R*  -h  «'  -t-  aa R  cos 2 y        \/R' —  n'sin'o 
ou  bien 

ou  enfin 

2  R  r/f  £/^ 

R-f-  fl  "~ 


1 


Posons 


.  /  4ffR        .   ,  /  ff»    .   .. 


et  nous  aurons 

^^  ^y  _  rf^ 


(4) 


B^  +  «  ^i  —  A»sin>       v^i  —  ^;sin«4» 

Le  triangle  PMO  donne  d'ailleurs 

a sin(2f  —  -«l*) 

R         '  sin>p 

d'où 

f  —  A-, sin  ^I^  —  sin  (  2  9  —  \|>  ) 

I  -f-  A-,       sin  >p  +  sin  (  2  f  —  4*  ) 
ou  bien 

(5)  ,  — /-.  _tapg(>p-(|))^ 
14-^1  tang«        ' 

d'ailleurs  les  équations  (3)  donnent 

(6)  *=^, 
et  la  formule  (4)  devient 

,  )     r^ jf ^  r^     d^ 

Jo     '-+-^"«  Vi  — X»sin»"9       Jo    v/T^^nTHn^^ 
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Voici  comment  on  fera  usage  de  ces  formules  :  sup- 
posons que  Ton  veuille  calculer 


X 


d^ 


on  calculera  à  l'aide  de  (6)  un  nouveau  module  k^  et  à 
l'aide  de  la  substitution  (5)  (que  Ton  n'aura  pas  besoin 
d'elTectuer  réellement  si  Ton  n'a  pas  besoin  de  faire  un 
calcul  numérique),  on  convertira  l'intégrale  proposée 
en  une  autre  de  module  k^  donné  par  la  formule  (6).  Il 
est  facile  de  prouver  que  k<Cki'^  en  répétant  alors  la 
substitution,  on  peut  ainsi  obtenir  ce  que  Ton  appelle 
une  échelle  de  modules  de  plus  en  plus  voisins  de  un  5 
on  pourra  donc  développer  l'intégrale  suivant  les  puis- 
sances de  ï  —  Al,  et  l'on  aura  une  série  très-convergente. 
Je  dis,  en  effet,  que  k<^ki  :  c'est  ce  que  prouve  la 

formule  (6),  car  la  moyenne  arithmétique ^  de  i 

et  kl  est  moindre  que  leur  moyenne  géométrique  0t^  : 
ainsi  k  <^  i)  donc  on  finira  par  rendre  A:  <[  i  •  Suppo- 
sons déjà  ki  <Cl  I,  on  a 

donc  T  ^  ^^i^  ^ih  ainsi  Al>A"i,  mais  k  <^  t  : 

donc,  etc. 

On  peut  donc  aussi  se  donner  k  et  calculer  A*!  ;  si  alors 
Al  est  moindre  que  l'unité,  on  aura  ki<ik,  et  l'on  ob- 
tiendra des  modules  tendant  vers  zéro^  quand  k  sera 
très-pelit^  l'intégrale  elliptique  développée  suivant  les 
puissances  de  A:  sera  rapidement  convergente. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  pose 

/  — r  sin9, 
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on  aura 

Ar,  =  tang'  -» 
tang(4»  —  f  )  =  cosô  ungç. 
ce  qui  simplifie  le  calcul  logariikinique. 

sua   LES    ÂPPLICÂTIOIIS    DES   THÉORIES    PaÉCÉDEJSTES. 

Nous  avons  vu  que  toute  intégrale  d*une  fonedon  ra- 
tionnelle de  X  et  d'un  radical  tel  que 


^ax*  -f-  bx^  -4-  cx^  -^dx  -he 


se  ramenait  à  trois  types  simples  ne  renfermant  plus 
que  le  radical 

^A(H-wx»)(i  -*-mV). 

Ce  radical,  dans  lequel  A,  m,  m'  peuvent  être  supposés 
réels,  comme  on  Ta  vu,  si  a,  6,  c,  d,  e  le  sont  eux- 
mêmes,  peut  se  ramener  au  suivant  : 

x/(T-x»)(i-A'x»), 

en  faisant  sortir  Â  de  dessous  le  radical  et  en  posant 

mx*  =  —  z'  et =  A'  :  mais  alors  k  n'est  pas  néces- 

sairemenl  réel.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer 
que  Ton  peut  toujours  supposer  k  réel  et  compris  entre 
zéro  et  i,  ce  qui  simplifiera  évidemment  la  construction 
(les  Tables  des  fonctions  elliptiques. 

D'abord,  on  peut  toujours  supposer  A  =  ±  i  en  fai- 
sant sortir  sa  valeur  absolue  de  dessous  le  radical  ;  enfin, 
on  peut  supposer  m  =  dz  i,  en  posant  x^m  =  z,  si  m 
est  positif,  et  x^ — m=  z,  si  z  est  négatif.  Ainsi  nous 
pourrons  toujours  supposer  m  =  dz  i  et  m'  =  dr  A*.  Cela 
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posé,  on  a  vu  et  Ton  vérifie  irès-facilemeut  que,  en  po- 
sant//•=!— A% 


i)     Si     »=rsn^,       on  a     ^=         y/(, —  «»)(,— /.»z'), 


:3) 

^4)       '=â;b'  S—    v/-i.-»')t.-x"--"i. 


(5)  2  =  tnx,  -iziz:  ^(i-+.3»;(H-A-"2«), 


I 
tnx 


16) 

(7)  «  =  cn«. 


Dans  ces  formules,  on  peut  constater  que  le  radical  est 
partout  de  la  forme 

et  que  l'on  y  rencontre  toutes  les  combinaisons  possibles 
des  signes  avec  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de 
k]y  en  supposant  A'<Ci,  trois  combinaisons  exceptées,  à 
savoir 

mais  la  première  est  impossible  si  le  radical  doit  être 
réel,  et  les  deux  autres  rentrent  dans  les  formes  (7)  et 

jénn.  deMathémat.,i*MrlQy  t.XVlI.  (Décembre  1878.)         35 
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k  A' 

(8)  par  le  cbangenient  àe  -pz  en  z  oude-^  z  en  z,  Noos 

n'en  parlerons  donc  pas. 

II  résulte  de  là  que  toutes  les  équations  de  la  forme 


a  J? 

s'intégreront  par  les  fondions  elliptiques,  et  que  tonte 
intégrale  de  la  forme 

/F[z,  ^±l  (i  -f-  mz^)[\  -i-  /iiV)]£/z 
se  ramènera  à  la  forme 

//[«,  v'(l-.«)(.-^ÎZ»)]rf3, 

OÙ  Ton  aura 

Montrons  sur  un  exemple  la  marche  à  suivre  pour 
opérer  cette  réduction.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  l'in- 
tégrale 

/dz 

en  posant  A\  z  =:  {[,  on  aura 
On  posera  [i;o/r  formule  (7)] 


d'où 
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ei  Ton  aura 


(«) 


On  en  conclut  que  1^  est  égal  à  en  ( 7  "  -^  const,  j ,  et 

par  suite  que 

^i  —  ^*z=  sn  ( TT  "  "*"  conat.  j . 

Si  donc  on  pose 

z  sera  le  sinus  amplitude  d'uu  multiple  de  m,  et  Tintë- 
grale  u  sera  ramenée  à  la  forme  voulue 


La  méthode  de  réduction  que  nous  venons  d'indiquer 
a,  sur  celles  que  Ton  enseigne,  l'avantage  d'être  purement 
analytique;  elle  se  retrouve  facilement;  si  Ton  n'indique 
pas  la  marche  qui  conduit  aux  substitutions  à  effectuer, 
on  peut  hésiter  longtemps  avant  de  les  retrouver.  D'ail- 
leurs, notre  méthode  a  Tavantage  de  donner  immédiate- 
ment z  exprimé  en  fonction  de  u  au  moyen  des  fonctions 
sn,  en,  dn. 

Voici  d'ailleurs  les  substitutions  à  effectuer  dans  les 
différents  cas  pour  réduire  l'intégrale 

/F [a:,  v^A^i-h//ix»J(H-//i'x'j]  dx 
à  la  forme 

//[«.Vli -*')(»- *'»')lrf«     ou     *<., 

d'après  MM.  Briot  et  Bouquet,  i"  édition,  p.  194- 

35. 
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1°  A  positif,  m  =  r—  /i%  m'  =  —  /i'*,  //  >>  A',  on  pose 


z 


2^  A  positif,  m  =  —  /*•,  ml  ==  A'*, 

Ax=  y/i  —  »\ 
3^  A  positif,  m  =  /i%  m'=  h'\  h  >  A', 


s 


V'I  —  3* 

4*^  A  négatif,  m  =  —  h\n^=  A'% 

hxzzz . 

5"  A  négatif,  m  =  —  A%  m'  =  —  A'%  A  >  A', 

Quand  on  a  ramené  le  radical  à  la  forme  voulue,  il 

reste  encore  à  calculer  les  quantités  que  l'on  a  désignées 

par  K  et  K'  et  dont  dépendent  les  périodes.  A  cet  eflet, 

-«- 
on  calcule  d'abord  la  quantité  q  =  e     *^  ;  on  part  pour 

cela  de  la  formule 

e(x) 
Si  Ton  fait  x  =  o,  on  a 

On  pourra  résoudre  cette  équation  par  la  méthode  du 
retour  des  suites.  Quand  on  connaît  9,  K  se  calcule  fa- 
cilement, et,  en  effet,  on  a 

sn  X I     H  (.r) 
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et,  pour  X  =  0y 


_j    U'io) 


En  faisant,  dans  l'expression  de  snx,  x  =  K,  sno:  de- 
vient égal  à  1,  et  Ton  a 

donc 

"-"H(K)e(o)' 

Remplaçons  H'(o)  =  lim  5^  pour  x  ==  o,  ©(K),  H(K) 

et  @(o)  par  leurs  développements  en  produits,  nous 
aurons 

OU 

^  (i~y)(i-y')...(i  +  y)(i-hy^..(i-l^7)(ï-f-y^)... 

C'est  précisément  la  valeur  de  0i(o)* 
On  a  donc  fiDalemeut 

/2K 
4/  —  =8,(0)  =14-  2y  H-  2^*  4-2y»  —. .., 

d'où  Ton  conclut  K. 

Mais  il  est  clair  que  l'on  pourra  aussi  calculer  K  et  K^ 
par  les  formules 
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en  les  développant  en  série.  Si  h  est  voisin  de  runité,  K 
sera  donné  par  une  série  peu  convergente;  mais  K'  sera 
alors  donné  par  une  série  très- convergente.  Pour  aug- 
menter la  convergence  des  séries,  on  pourra  employer 
la  transformation  de  Landen. 

Le  développement  en  série  de  K,  par  exemple,  se  fera 
comme  il  suit  : 


yj\  —  x'     2    ^x  —  x^     2.4  y^Tir;? 
r'  dx 

==ha)'-(H)'-(^)''— ]■ 

BEMÀRQUE. 

Les  formules  (i),  (2),  . . .,  (8)  du  paragraphe  précé- 
dent conduisent  à  des  formules  curieuses  que  Ton  peut 
rapprocher  des  formules  élémentaires 

COS,r  = 9      sin.ir  =r  —  ;= 

^  2V— I 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  (5)  ]  on  en  lire 


Or  z,  étant  la  tangente  amplitude  dex.  s'annule  avec  x: 
on  doit  donc  prendre  pour  limite  inférieure  de  Tinté- 
grale  zéro;  mais  alors  on  a 

y  — ia  =  sn(^',  OTy^  — i), 


ou  bien 


tn  (/•,  ;r  •  = sn  (/',  X  V —  1  ) , 
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OU  encore 


sd(^, 


X) 


=  sn [k'j  xy'  — i). 


Vi  — sn^(A-,  x)        ^— I 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait  obtenir  ainsi  une  infinité 
de  formules  du  même  genre,  mais  qui  seront  plus  cu- 
rieuses qu'utiles. 

RÉSVMÉ    nES    PRINCIPALES    FORMULES    ELLIPTIQUES. 

K' 
"""  K 

,    .  itx  ^        nvx  ^        3vx 

e     (J?)  =  1 —  ag'COS-r--  -+-  25'*COS— 27*COS  — _- h..., 

K.  fL  K. 

,    .  fçx  ,         Hitx  „         3irjr 

Si  W  =i-h  aycos  "r  -f-  2^*008-— h  aç'cos-^^ ..., 

IL  IL  IL 

-,  T    .      ^f*  T    .     ^Tfjr  ~    .     5lZX  ' 

H  (ar)  =  2^*810—  —  2y*sin-^j^  -t-aç     "°7k  ~'    '» 

^         nx  -J        Sttj?  ~        5irx 

H,  (x)  =  2^*  ces  —  -f- 2^*00$-^^-  -h  2^*  COS-^-t-..., 

c  =  (i-9»)(i-ç*)(i-.^»)..., 

I  —  2^  ces—  H-  çM    (  I  —  2^*008—  +  ^M  .  .  .  , 
»(ar)  r=c(l-4-2^COS^  -+-^M  f  H-2Ç»COS^  -i-^M..  ., 

H  (x)  =  2c^*  din  ^  h  —  ay'cos—  -+-  q*j  (  I  —  2y«C0S—  4-  y'j  .  .  .  , 

.   .  T         w<3?  /  .        Tra:  A    /  ^        nx  \ 

H,(x)  =  2C^*C08—  I  I-+-2^'C0S—  -f-çM    (1  +  29*  ces—  "+- ^' j  .  .  .  , 

H(~  x)  .r-  -.  H(x),  H.(-  x)  ^.  H. (x), 

e  (a:  H-  K)  -  -      0,  (x),  0  (ar  —  K)  =       0,  [x), 

0.  (x  -f-  K)  ^       0  W,  0;  (JT  -  K)  =      0  [x), 

B  (^  -^  K)  :==      H,(«),  H  (:r  —  K)  =  -  fl,(ar), 

H.U  -+-  K)  ^  -  H  (.r),  H,(*  -  K)  rr:       H  {x). 
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e  (x  -h  2K)  —      e  (a:), 

e,{x-h2K)=     e,(x), 

H(x-f-2K)==— H(4:), 
Si  Ton  fait 

r'-^^"*'"^>=A  et  r'-^^"-'-^'=B. 

on  a 

e  (ar  -f-  2K' v^"^)  =  —  Ae  (x),    e  (x  -h  K'  v'^^)  ==  ^^bh (x' , 

ei  [x  H-  2KV^)  =       Ae,(jr:),     6.  {x  -}-  K'>/^^)  =  BH,(x), 
H  (x  -+-  2K'V^^)~  —  AH  (x),     H  (x  -f-  K'v^^)  =  v^^Be(x;, 
H.(x -f- 2KV~)  =      AH.(x),     H.(x-f-K'^^)  =  Be,(x). 
e  (x)  s'annule  pour    x  =  2<K  -i-  ( 2/  -4- 1)  K'  ^ — i  y 
e,(x)  »  xr=(2i-fi)K4-(2y-f-i)K'^^, 

H  (x)  *  X  =  2iK  -h  ijYJ  >f^y 

H,(x)  V  x=:(2«-f-i)K-f-2yK'v^^^. 

•/o    v^i-x»)(i  — A»x^)'  Jo    v^(i— x»)(i  — if'x')' 


I     H(x)  ^  /^H.(x)  -7e.(x^. 

snx  s'annule  pour    x==o     et     2K9 
cnx  ■  xEEsK,     —  Kf 

dnx  »  x~H=h:KH-K'v/^> 

Périodes  de  snx  =  4K»     2K'^— i, 

cnx=4K,     2K'\/^+aK, 
»  dnxr=:2K,     2K'^— !• 

Infinis  des  trois  fonctions  s=  K'  \l —  i ,     2  K  -f-  K'  y  —  i . 


Digitized  by  VjOOQIC 


553  ) 


■ni  H 

c    c 

rs  I  «o 


w      O 


Il     l»4 


!!  ^^-^ 


g 


C 


es 
fi      s 


s 


+ 

a 


+  + 


H-  -^ 


fi 


a 


HIH 
e  a 
«  l-o 


il       +  Il 


H 
+ 

a 


II? 

ÙJ     II 
vil    H 

S  s 


-ixe 


o    »4 


l7  IT  li  2 


a 

«n 
1+ 


C 


d 


c    a 
«  l-o 


I-    ^  Il 


T    a 

M        "O 

a 


5       c    "a 
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.    ,,       SDacn^dn^diSD^ciiadna 

SD  1/7  ±  o)  =r  - — 9 

CDU  cnb  zpsnci  sn6  àna  ànb 


en  (a  ±  6)  = 


X-'sn'asn^6 


,    ,      ,    ,,       dna  dn6  iiz  X''snasn6cnarn6 
dn  [a±b]z=. -^-—^1 — : -n > 


X' 


k^%D?xdjr  =:  ex  — 


I  —  ^*sn'flsn*6 

e'(x) 


ex 


=  Z(x), 


r 


__  Q  I  —  2y  -4-  2y*—  2y» — . 

X*'Ana  cna  dna  sn^x 
I  —  X'sn'asn^x 


'  dx=zU  (x,  a) 


e  (fl)       2  ^  e(x  -h  a) 


THÉORàHE  DE  FONCELET. 


Voici  encore  une  interprétation  très-curieuse  du  théo- 
rème qui  vient  de  nous  occuper  :  considérons  deux 
cercles  intérieurs  l'un  à  l'autre;  soient  R  et  r  leurs 


rayons  et  PQ,  PQ'  deux  tangentes  infiniment  voisines 
menées  au  cercle  de  rayon  r\  soit  00' la  ligne  des  centres 

arc  AP  ■=  2yR,     arc  AQ  —  2>!»R. 
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On  aura 

mais  les  triangles  semblables  PPM,  QQ'M  donnent 
PF  _  MP  _  M 

ainsi 

^y  _  MP 

or,  à  la  limite,  le  point  M  vient  sur  le  cercle  r  au  point 
de  contact  de  PQ,  et  Ton  a 

MP'rr:  Ô^'  —  r»  =  R»  -f-  fl'  —  r»  -4-  aRa  cos?.y, 

MQ'izzÔ^"  — /^  =  R»-h«^  — H-l-ïRacos24*- 

on  a  donc 

d^  /  K^ -\- at  —  r"* -f  2«Rcos2<p 

d^       V  R^  4-  «^  —  '•^  -H  2ûRco52^ 
'(R +  «)='—  r'  — 2«Ksin'y^ 
(R-+-a)'~  r»-— 2fl[Rsin='\p 
Si  l'on  fait 

__2«R__ 

(R -+-«)»  — r'' 
on  a  Péquation  connue 

dff  d"^ 


Vî 


d'où  Ton  peut  conclure  une  construction  géométrique 
de  son  intégrale.  Mais  on  peut  en  déduire  un  résultat 
nouveau. 

L^équation  précédente  devient,  en  intégrant, 

Jrf  df n^  d^ 


«.'o 


V/ 1  —  ^'sm^fx 
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et  IX  est  la  valeur  de  ^  pour  ^=.0.  On  voit  que  {i  ne  dé- 
pend ni  de  q?  ni  de  (p  *,  si  donc,  à  partir  du  point  o,  od 
mène  une  seconde  tangente  QK  au  cercle  intérieur,  et 


si  Ton  pose  AR  =  2)^,  on  aura  encore^  en  posant 

I— X^sîii*ç=:*,     I  — X*sin»4»  =  V,     ...,     I  — X-»sin»pir=M, 
'^  d-^        nxdx  __   r^  dfi 


m' 


en  menant  par  R  une  nouvelle  tangente  RS,  on  aurait 
entre  l'arc  a9  =  AS  et  Tare  a;j  une  relation  analogue: 

les  intégrales   /    -I:»    /    -—,...  forment  donc  une  pro- 

Jo    V^*    Jo    V^ 

gression  arithmétique  dont  la   raison  est  I      --A. 

Supposons  que  le  polygone  PQRST  soit  fermé  etqae 
le  point  T  coïncide  avec  A,  le  dernier  des  arcs  cf,  ^,X'-- 
sera  de  la  forme  9  -h  a  n  tt.  Eu  ajoutant  alors  les  formules, 
telles  que  (2)  et  (3),  on  a 


Jf*9  d^        r?  -^nn  dff ri»-  dit 


'*?  df        n?  H-  «w  rff 

~i  ■ 

ou  bien 


Jf^p  -+-  /irr  df^  /»/*  </f* 

p  v/T--7^sin>         J^    V '  —  ^'sin>p 
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donc  le  premier  membre  de  celle  formule  ne  dépend  pas 
de  f  ;  donc  : 

57/  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre,  il  existera  une  infinité 
de  polygones  de  m  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Ce  théorème  est  évidemment  projectif  et  s'applique 
aux  coniques  :  il  a  été  découvert  par  Poncelet  ;  la  dé- 
monstration précédenle  est  de  Jacobi. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1262 

(TOir  a*  série,  t.  XVII,  p.  239); 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Un  point  F  est  donné  par  ses  coordonnées  a,  j3  re- 
latis^ement  à  deux  axes  OX,  OY,  comprenant  entre 
eux  un  angle  9  :  on  demande  de  trouver  l'équation  de 
l'hyperbole  qui  passe  par  l'origine  O,  qui  a  le  point  F 
pour  un  de  ses  foyers  ^  et  dont  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles aux  axes  OX  et  OY. 

Quatre  hyperboles  répondent  à  la  question.  L'équa- 
tion de  chacune  d'elles  étant  de  la  forme 

xy  —pX'-qy—Oy 

il  s'agit  de  trou\fer  les  quatre  couples  de  valeurs  de 
p  et  q^  exprimées  en  fonction  des  données  a,  (3  et  Ô. 

(BOILLEAU.) 

L'équalion  générale  des  hyperboles  passant  par  Tori- 
gine  et  ayant  leurs  asymptotes  parallèles  aux  axes  OX, 
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OYest 

(i)  xy  —-px  ^ gy  z=zo. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  x  =:q^j  =  p. 

Le  foyer  donné  devant  se  trouver  sur  la  bissectrice  de 
Tun  des  angles  des  asymptotes,  ses  coordonnées  doivent 
vérifier  Tune  des  équations 

jr-.p  =  x  —  ç     ou    jr—^~  — (x— y), 
c'est-à-dire  satisfaire  à  Tune  des  relations 

(2)  ^_-^  — p_a 

(3)  p-^q=p-ha. 

En  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  centre  de  la  courbe,  son  équation  devient 

(4)  «'r'  =P9- 

Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  la 
courbe,  les  formules  de  transformation  sont 

9  0  0  0 

jTsin rcos-  xsin  - -h  rcos  — 

-  22,  22 

X'  = ;— ,       y  = r-T * 

siQ  0  sm  0 

et  Téquation  devient 

0  0 

(5)  x'sin* /'cos*-=/-^y  sin'O. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

I®  Soit;?<7>  o. 

On  a,  en  appelant  a*  et  b*  les  carrés  des  demi-axes, 

fi  fi 

u»  =r  ^pq  cos'  -  î      ^'  =  ^pq  sin'  -  » 

rt' -H  6' =  c*  =  4a?^i      cr=  ±2^)05. 
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Les  coordonnées  du  foyer  sont,  dans  le  système  (4)9 


sin- 
2 

_        c       _±^ 

sinô 

9-        0  ' 

2COS-           C08- 
2                   2 

et  Ton  a, 

dans  le  système  primitif, 

(6) 

P-p: 

cos- 

2 

2®  Soiipq<^o, 

On  a  alors,  a  étant  l^axe  transverse, 

a'=  —  4;'7siD>  -,    6»  =  —  4/'9<^&' -'    ^  =  —  4m> 

c  =  ifc  2  ^ —  p^. 
Les  coordonnées  du  foyer  sont,  dans  le  système  (4)9 

e 

£•  COS  -  / 

2         C         _,s—pq 

— ___^  __. __  -^^  .y 

smO  .    (»  .0 

2  sm  -  sm  - 

2  2 

et  Ton  a,  dans  le  système  primitif, 


(7)  p_;,=  _(._,)  =  ±V^. 


8in- 
2 


Les  valeurs  de  p  et  ^  sont  déterminées  par  les  sys- 
tèmes (6)  et  (7). 
Le  système  (6)  donne 


—  (a  -f-  BcosO)  riz  v^a'  -h  3'  -*-  iaflcosO 

^  =  -^ — ^ . 

2sin*- 

2 


—  (  P  -+-  acosô  )  dr  v/a^  -4-  6="  -4-  2a|ico!»9 

^  = —, 

2sin'~ 
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Les  valeurs  tirées  du  système  (  7  )  se  déduisent  des  pré- 
cédentes en  changeant  les  signes  de  y  et  a.  On  a  donc 


(a  — pcosGjlhv^a^-l-p* — 2apcosG 
;,= —, ♦ 

2sm'- 
2 

(  P  —  a cos 0 )  qp  \/a*-f-p2—  aa^cosO 

*= r~9 

2Sin'- 

Les  valeurs  de  p  et  q  sont  faciles  i  construire  gra- 
phiquement: y/a*  4-  ^*  -H  2a|5cos0  =  OF  ;  a  -h  (3cos0  et 
(3  -H  acosd  sont  les  projections  orthogonales  de  OF  sur 
les  axes  de  coordonnées.  Les  valeurs  des  numérateurs 
du  second  système  se  construisent  aussi  facilement,  et 
Ton  sait  construire  les  quotients   des  demi-longueurs 

trouvées  par  sin*  -• 

Ifote,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Fauquember|^e, 
maitre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin  ;  G.  Lambiotte,  élère  de 
rÉcole  polytechnique  de  Bruxelles  ;  Eugène  Delmas,  élève  du  lycée  d^ 
Lyon  et  J.  Chambon. 


Question  4269 

(Toira*  lérle,  t.  XVII,  p.  %»^}i 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 
Mattre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Une  droite  AB,  de  longueur  constante,  s^ appuie  sur 
deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  :  lieu  du  point  M  de 
cette  droite,  tel  que  l'on  ait 

MA  AO  =  MB .  BO.  ( Gambbt.  ) 

Appelons  X  et  jr  les  coordonnées  du  point  M\  cp  Tangle 
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BAO,  et  a  la  longueur  de  AB.  On  doit  avoir 

MA        BO 
MB=XÔ  =  *^°S^^ 

ce  que  l'on  peut  écrire 

MA  _^  _  a 

sin^       costf       sin  ^  -h  cosf  ^ 

mais  MA  =  -^>  MB= ;  on  aura  donc 

smo  cosf 


sin^ç       cos*©        sin^  +  cos^ 

Ces  relations  suffiraient  pour  construire  le  lieu  cherché, 
puisqq^  les  coordonnées  a:  et  /  sont  exprimées  en  fonc- 
tions de  la  même  variable  (f\  mais  cherchons  Téquation 
de  la  courbe.  Les  deux  premiers  rapports  donnent 


d'où 


— — --.  —  =  Jr-Hj, 


«"?=v/]r^'  «>»T  =  v/- 


Féquation  de  la  courbe  est  donc 

et,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

(l)  (.r*  — 7»)»— .2^'(ji:  4-J^)*-4-a*  =  0. 

Cette  équation  se  simplifie,  en  prenant  pour  axes  de 
coordonnées  les  bissectrices  de  Tangle  XOY.  Les  for- 

Ann,  de  Mathim.,  2«  •érie,  t.  XVII.  (Décembre  1878.)         36 
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mules  de  transformation  sont,  en  effet,  dans  ce  cas, 

x=(y-r')  — ,     jr  =  (a:'4-r')-' 


et  Tëquation  devient 
d'où 


(2)  *'y>-a'x"-H^ 

4 


^■=±5\/'--f 


La  courbe  est  symétrique,  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  OX',  OY'.  On  ne  peut  faire  varier  a/  que  de  —  00 

a et  de  H —  a  -+-  00  . 

Pour  jt/  =  zh  Qo  ,  on  a  y*  =  ±  a  -,  la  courbe  est  donc 
asymptote  à  ces  deux  droites  parallèles  à  0X^  La  courbe 
se  compose  de  deux  branches  infinies,  concaves  vers 
Taxe  OX';  de  plus,  elle  est  tangente  aux  anciens  axes  â 
une  distance  de  Torigine  égale  à  a  ^  ce  qu'il  est  facile  de 
vérifier  en  faisant  successivement  x  ei  j  égaux  à  zéro 
dans  l'équation  (i). 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Moret-Blanc; 
Ferdinando  Pisani;  Sondât;  J.  Chambon;  Albert  Laeaaette,  élère  dn 
lycée  de  Bordeaux  et  Vladimir  Habbé. 


RECTIFICATION. 


Nous  avons  reçu  trop  tard  pour  les  mentionner  â  leur 
place  :  une  solution  de  la  question  1265  par  M.  Vladimir 
Habbé;  quatre  solutions  de  la  question  1286  par  MM.  G. 
Kœnigs,  Lez,  Lacazette  et  Salomon  Strimban,  élève  de 
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l'Ecole  polytechnique  de  Riga-,  une  solution  analytique 
et  géométrique  de  la  même  question  par  M.  Droz  ^  trois 
solutions  de  la  question  1290  par  MIVI.  Gambey,  Lez  et 
Strimban;  enfin  une  solution  de  la  question  1292  par 
M.  Meyl. 


QUESTIONS. 


1307.  On  donne  la  distance  des  centres  et  les  rayons 
de  deux  circonférences  G  et  G'  intérieures  l'une  à  l'autre. 
Une  droite  AB,  de  longueur  constante,  se  déplace  de 
manière  que  ses  extrémités  A  et  B  restent  respective- 
ment sur  G  et  sur  G^  :  on  demande  l'expression  de  la 
surface  comprise  entre  une  position  initiale  et  une  po- 
sition finale  de  la  droite  AB  et  les  deux  circonférences. 
En  déduire  la  position  initiale  de  la  droite  AB  pour  que 
Faire  correspondant  à  un  déplacement  de  120  degrés 
sur  la  circonférence  intérieure  soit  maximum. 

(L.    VANnENPEEBEBOOM.) 

1308.  Soient  O  nn  point  fixe  dans  un  plan,  M  un  point 
qui  se  meut  dans  ce  plan,  MV  la  vitesse  à  un  instant 
quelconque,  MU  l'accélération.  Démontrer  que  Taire  du 
triangle  OMU  mesure  la  dérivée  de  Taire  variable  du 
triangle  OMV  par  rapport  au  temps.  (Làisant.) 


3G. 
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LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  AUGUSTINS,    55,  A  PARIS. 
BI^VOl  FRAMCO  DANS  TOOTE  LA  FRANCK,   CONTRE  MANDAT  DE   POSTE. 


OUVRAGES 


SUR 


L'HISTOIRE  ET  LA  GÉOGRAPHIE 


DE 


F.    OGER 

l'rofesMur  an  Collése  Safnt«-Darb« 


HISTOIRE. 


Gonri  d'Histoire  générale,  à  Vusage  des  Lycées,  des  éUblissements  d'Instruc- 
tion publique,  des  Candidats  aux  Ecoles  do  Gouvernement  et  aux  BaccalaurcaU, 
rédigé  canlormément  aux  Programmes  ofDciels: 

I.  —  Histoire  de  l'Europe  depuis  l'invasion  des  Barbares  fusqu'ait  xiv*  sirclt. 
2«  édition,  ln-8;  1876 3  Ir.  5o  r 

II.  —  Histoire  de  l'Europe  depuis   le  xiv*  jusqu'au  milieu  du  xvii*  siècle. 
a«  édition.  In-8;  1875 3  fr.  5o  <. 

m.  —  Histoire  de  VEurope  de  1610  à  1848.  3«  édition;  1876 6  fr.  5o  < . 

IV.  —  HiSTOiBE  DB  l'Eveope  DE  t6io  A  i8i5.  3*  édition,  ln-8;  1876  (Cours  d.> 
Rhétorique) 7  fr.  5o  c. 

Le  Coitrs  d'Histoire  générale  que  nous  publions  a  été  enseigné  avant  d'être 
écrit.  Ses  Chapitres  ont  commencé  par  être  des  leçons.  Or  une  leçon  com- 
mande impérieusement  le  discernement  dans  le  choix  des  faits,  la  netteic 
dans  les  divisions,  la  mesure  dans  les  développements;  elle  fournit  des 
cadfes  sufTisants  aux  sérieuses  études  historiques,  et  elle  donne  toutes  les 
notions  nécessaires  aux  élèves  qui  ont  en  vue  un  examen  prochain  et  qui 
n'ont  pas  le  temps  de  les  chercher  ailleurs.  C'est  là  le  double  but  qu'on  s'est 
proposé  dans  C6^  Ouvrage.  Rédigé  conformément  aux  programmes  officiels , 
il  s'adapte  également  à  1  enseignement  lii>torique  général  des  Lycées  et  à  la 
préparation  spéciale  aux  examens  des  Candidats  aux  Ecoles  du  Gouverno- 
ment  et  des  Aspirants  aux  Baccalauréats  es  lettres  et  es  Sciences. 

Le  Cniirs  peut  être  considéré  comme  complet  avec  les  tomes  I,  II  et  III, 
le  quatrième  Volume  étant  spécialement  consacré  au  développement  de 
la  partie  de  l'Histoire  enseignée  en  Rhétorique. 
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Le  I*'  Volame  s'ouvre  par  un  résumé  d'Histoire  ancienne  (Orient,  Grèce, 
Rome),  et  comprend  l'Histoire  générale  du  moyen  âge,  depuis  rinvaskm 
des  Barbares  jusqu'à  l'avènement  des  Valois,  de  376  a  1328  [Cours  de  U 
classe  de  Troisième  et  des  candidats  à  l'École  navale). 

Le  II'  Volume  comprend  l'Histoire  générale  du  moyen  fige  et  des  tam 
modernes,  depuis  l'avènement  des  Valois  jusqu'à  l'avènement  de  Louis  XlV, 
1 3a8  à  1643  ( Cours  de  la  classe  de  Seconde), 

Le  in*  Volume  contient  TUistoire  de  l'Europe  de  1610  à  1848  {Cours  de 
Rhétorique  y  1610  à  1789;  —  de  Philosophie  y  1789  à  1848;  —  et  Cours  des 
candi flnts  aux  Écoles  du  Gouvernement) ,  Ce  tome  comprend  ainsi  toutes  les 
matières  que  doivent  connaître  les  Candidats  aux  différents  Baccalauréats  eC 
aux  Écoles. 

Le  IV*  Volume,  spécialement  consacré  au  Cours  de  Rhétorique,  d<Huie, 
ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  tous  les  développements  que  comporte  cet 
important  enseignement. 


GÉOGRAPHIE. 

Géographie  de  la  France  et  Géographie  générale,  physique,  mUitaire,  his- 
toriée, administrative  et  statistique,  rédigées  conformément  au  Programme 
officiel t  à  l'usage  des  Candidats  aux  Ecoles  du  GouTernement  et  des  AspinnU 
aux  Baccalauréats  es  Lettres  et  es  Sciences.  G*  édition,  entièrement  refondw 
pour  la  Géographie  générale  et  mise  au  courant  des  derniers  changements  poli- 
tiques et  des  plus  récentes  découvertes  géographiques,  ln-8;  1876 o  £r. 

Cet  Ouvrage  correspond  à  /'Atlas  db  GÉOCKJLPHn  céhéeali  €Ut  même  aatmtr, 

ATLAS. 

Atlas  de  Géographie  générale,  à  Tusage  des  Lycées,  des  Collèges,  des  Instftn- 
tions  préparatoires  aux  Écoles  du  Gouvernement  et  de  tous  les  Établissements 
d'Instruction  publique.  10*  édition.  In-plano,  cartonné,  contenant  33  eorcer  eo- 
loriées;  1879 i4  fr. 

Atlas  Géographique  et  Historique  à  l'usage  de  la  Classe  de  Qnatrièflw. 
a*  édition.  In-plano  cartonné,  contenant  16  cartes  coloriées;  1878.     8  fr.  5o  c 

Atlas  Géographique  et  Historique  à  Tusage  de  la  Classe  de  CinqoièiM.  In- 
piano  cartonné,  contenant  18  cartes  coloriées;  1875 8  fr.  5o  r, 

Atlas  Géographique  et  Historique  à  l'usage  de  la  Classe  de  Siziâme.  In- 
piano  cartonné,  contenant  10  cartes  coloriées  ;  1875 6  fr. 

Atlas  Géographique  et  Historique  à  l'usage  des  Classes  élémentaires  (7*,  8* 
et  9'),  contenant  13  cartes  coloriées;  1876 6  fr. 

La  nouvelle  Édition  de  TAtlas  de  M.  F.  OGER  n'est  pas  simplement  une 
reproduction  des  premières  Éditions,  avec  plus  ou  moins  d'adaitions  et  de 
changements  de  détails,  destinés  à  la  mettre  au  courant  des  plus  récentes^dè- 
couvertes  et  des  derniers  événements  :  c'est  véritablement  un  Atlas  nouveau, 
augmenté  de  treize  Cartes  et  correspondant  à  toutes  les  parties  de  rensei- 
gnement géographique,  tel  qu'il  est  réglé  par  les  programme^  officiels. 

La  France  et  ses  Colonies  occupent  naturellement  la  plus  grande  place;  dix 
Cartes  leur  sont  consacrées  :  Trois  Cartes  générales  (n*  I,  VU,  VUI)  pour 
l'étude  de  la  Géographie  physique,  historique,  administrative  et  indnstridie; 
une  Carte  spéciale  pour  chacun  des  cintf  grands  bassins  fn"  Il  à  VI)  dont  se 
compose  la  région  rrançaise  ;  une  Carte  de  l^ Algérie  (n*  IX),  enfin  une  Carie 
lies  Colonies  françaises  (n®  X  ). 
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La  Carie  physique  ou  oro^hyelrographique  (n^  I)  présente  le  relief  général 
du  sol,  avec  la  division  en  versants  et  en  bassins.  —  Les  Cartes  saisies 
(n""!!  àVI)  reproduisent  ces  versants  et  ces  bassins,  avec  la  Géographie  po- 
litique, sur  une  échelle  plus  grande,  qui  est  la  même  pour  toutes,  de  telle 
)  sorte  qfu'en  réunissant  ces  Cartes  partielles  on  retrouverait  la  France  entière, 
exactement  recomposée.  Grâce  à  cette  unité  d'échelle,  les  Élèves  pourront 
facilement,  tout  en  la  variant,  réunir  ensemble  deux  ou  plusieurs  bassins, 
sans  être  exposés  à  se  tromper  sur  les  proportions  respectives  à  observer.  — 
La  Carte  historiaue  (n*  VII)  renferme  la  division  comparée  de  la  France  en 
provinces  et  en  départements,  avec  Tindication  des  anciens y^jj,  tels  que  la 
beauce,  la  Brie,  le  Perche,  etc.—  La  Carie  politique  (n**  VIII)  contient,  outre 
les  circonscriptions  administratives,  tous  les  centres  industriels  et  com- 
merciaux, ainsi  que  leurs  communications  à  l'aide  des  canaux  et  des  che- 
mins de  fer,  dont  le  réseau  est  représenté  dans  ses  rapports  avec  les  grandes 
lignes  de  la  Géographie  physique. 

C'est  d'après  le  même  plan  qu'ont  été  dressées  les  Cartes  des  autres  con- 
trées de  l'Europe.  Cbaaue  État  a  la  sienne,  avec  ses  divisions  naturelles  et 
politiques,  ses  centres  de  production  agricole  et  manufacturière,  et  ses  voies 
de  communication.  Une  Carte  spéciale  (n^  XVII)  est  consacrée  à  la  descn'p^ 
tion physique  de  l* Europe  centrale^  afin  d'éviter,  autant  que  possible,  la  con- 
fusion QUI  résulte  du  mélange  de  la  Géographie  physique  et  de  la  Géogra- 
{)hie  politique  dans  la  multiplicité  des  petits^tats  de  l'Allemagne,  auxquels 
es  événements  n'ont  pas  enlevé  leur  existence  géographique.  Enfin  les  bas- 
sins du  Pô  et  du  Damibe,  d'une  si  grande  importance  historiaue  et  militaire, 
sont  l'objet  d'une  autre  Carte  spéciale  (n^  XIX),  la  Carte  de  la  région  des 
Jlpes,  nœud  du  svstème  orographique  de  l'Europe,  où  prennent  naissance 
tant  de  grandes  vallées  suivies  par  les  armées  modernes. 

Des  considérations  d'un  autre  ordre  ne  donnent  pas  moins  d'intérêt  aux 
vallées  du  Nil,  de  l'Euphrate,  de  l'Indus,  du  Gange  et  du  Mississipi.  Aussi, 
à  côté  des  Cartes  générales  de  l'Asie,  de  l'Afrique  et  de  l'Amérique,  VÊ^pte 
et  VJsie  occidentale  (n^  XXV),  VHindoustan  et  Vlndo-Chine  (n*  XXVI), 
enfin  \eè Étais-Unis ^i\6  Mexique  (n^  XXXI  ont  leurs  Cartes  particulières. 

Par  cet  ensemble  de  Cartes,  la  présente  Édition  répond  exactement  aux 
nouveaux  programmes  de  Géographie,  arrêtés  pour  les  différentes  classes  des 
Lycées  et  des  Établissements  d'Instruction  publique. 

Les  dix  Cartes  consacrées  à  la  France  et  à  ses  Colonies  correspondent  aux 
cours  des  classes  de  Quatrième  et  de  Rhétorique. 

Les  douze  Cartes  consacrées  à  l'Europe  correspondent  aux  cours  des  classes 
de  Cinquième  et  de  Troisième. 

Les  neuf  Cartes  cx)nsacrées  aux  autres  parties  du  monde  correspondent 
aux  cours  de  Sixième  et  de  Seconde. 

Enfin  la  netteté  avec  laauelle  est  traitée  la  Gréographie  physique,  la  sobriété 
et  le  choix  des  détails  de  la  Géographie  politique  rendîent  l'usage  de  l'Atlas 
facile  même  aux  Classes  ÉLÈMENTAinES. 

A  cet  Atlas  correspond  un  texte  comprenant  la  Géographie  particulière  de  la 
France  et  laGéograpnie  générale  de  l'Europe  et  des  autres  parties  du  Monde. 

Pour  faciliter  l'adoption  des  Cartes  dressées  par  M.  Oger,  nous  publions 
des  Atlas  partiels,  destinés  spécialement  aux  classes  de  Quatrième,  Cin- 
quième, Sixième  et  aux  classes  élémentaires  (Septième,  Huitième  et  Neu- 
vième). Ces  Atlas  sont  complétés  par  des  Cartes  historiques  correspondant 
à  l'enseignement  de  Thistoire  dans  ces  différentes  classes. 

Les  Cartes  contenues  dans  cet  Atlas,  ainsi  que  dans  l'Atlas  général,  sont 
indiquées  ei-aprés. 
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cienne. 

XVI.  Empire  des  Perses  et  d'Alexandre 
(Asie  ancienne). 

XVII.  Italie  ancienne. 

XVIII.  Espagne;  ancienne  Mauritanie, 
Numidie  et  Afrique. 


ATLAS  A  L  USAGE  DE  LA  CLASSE  DE 


I.  Mappemonde. 

IL  Carte  physique  et  politique  de  l'Eu* 

rope. 
in.  Carte  physique  et  politique  de  l'Asie. 

IV.  Carte  physique  et  politique  de  l'A- 
frique. 

V.  Carte  physique  et  politique  de  PA- 
mérique  du  Nord. 


VI.  Carte  physique  et  politique  de  1*A- 
mérique  du  Sud. 

VII.  Carte   physique   et    politique   de 
rOcéanie. 

VIII.  Monde  connu  des  anciens. 

IX.  Palestine  ancienne,  Egypte  ancienne. 

X.  Empire   des  Perses  et  d'Alexandre 
(Asie  ancienne). 


ATLAS  A  l'usage  DES  CLASSES  AlÉXINTAIEES  (7*,  8*  ET  9*). 


I.  Mappemonde. 

II.  Carte  physique  et  politique  de  l'Eu- 
rope. 

III.  Carte  physique  et  politique  de  TA* 
sie. 

IV.  Carte  physique  et  politique  de  l'A- 
frique. 


V.  Carte  physique  et  politique  de  l'A- 
mérique  du  N( 


[^ord. 


VI.  Carte  physique  et  politique  de  l'A- 
mérique du  Sud. 

VII.  Carte   physique    et    politique    de 
l'Océanie. 


VIII.  Carte  oro-hydrographique  de  la 
Réffion  française. 

IX.  Carte  Iiistorique  de  la  France,  ayeo 
la  dlTision  comparée  en  provineea  et 
en  départements. 

X.  Carte  politique  et  administrative 
de  la  France,  avec  les  divisions  mi- 
litaires, maritimes,  judiciaires,  etc., 
les  canaux  et  les  chemins  de  fer. 

XI.  Monde  connu  des  anciens. 

XII.  Palestine  ancienne;  Egypte  an- 
cienne. 

XIII.  Empire  des  Perses  et  d'Alexandn 
(Asie  ancienne). 
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BDfd  llraiieo  àuif  tonte  l'Union  postale  contio  mindat  do  poite  on  nleir  nr  Paris. 


CHIRDON  (Alfred),  Offider  d'Académie,  Lauréat  du  Ministère  de  llnstmc- 
Uon  publique  et  delà  Société  française  de  Photographie.  —  PhotognplDe 
par  emnlsion  sèche  an  bromnie  d'argent  pur.  Grand  in-8  avec  figuns  ; 

1877 4  fr.  Soc. 

En  i853,  M.  M.-A.  Graudin,  calculateur  au  Bureau  des  Longitudes,  indiqaail 

la  préparation  d'un  coUodion  tout  sensibilisé,  qu'il  suffisait  d'étendre  sur  ia 

Place,  d'exposer  à  la  chambre  noire  et  de  développer  pour  avoir  une  iman. 
eu  de  personnes,  croyons-nous,  essayèrent  le  procédé  de  M.  GaudinTOB 
obtenait  de  si  merveilleux  résultats  avec  le  coUodion  ordinaire,  d'inventicB 
encore  toute  récente  (i85i},  que  l'on  était  peu  tent^  de  se  lancer  dans  la 
voie  des  tâtonnements  et  des  expériences.  Dix  ans  plus  tard,  cette  idée  fot 
reprise,  en  Angleterre,  par  MM.  Sayce  et  Bolton,  encore  sans  grand  soooës. 
Cependant,  depuis  trois  ou  <{uatre  ans,  les  recherches  se  sont  dirigées  dans 
ce  sens  et  nous  avons  vu  les  journaux  anglais  et  américains  remplis  d'artides 
sur  les  émulsions.  C'est  le  nom  qu'on  donne  aujourd'hui  au  coUodion  font 
sensibilisé,  parce  qu'il  tient  en  suspension  des  particules  extrêmement  divi- 
sées d'un  sel  haloïde  d'argent.  La  multiplicité  des  formules,  les  discosaionB 
théoriques  qui  faisaient  la  base  de  tous  ces  articles  indiquaient  surabondam- 
ment que  ces  procédés  étaient  encore  à  l'état  d'étude  et  que  le  mode  de 
préparation  était  loin  d'être  certain.  Les  essais  feits  en  France  le  proovaiesi 
encore  plus  ;  car,  entre  les  mains  les  pins  soigneuses,  les  insuocèe  étaient  an 
moins  aussi  fréquents  que  les  réussites. 

Frappés  de  la  facilité  qu'un  semblable  procédé  devait  offrir  aux  miasioiii 
sdentinques  lointaines  aussi  bien  qu'aux  touristes  photographes,  qui  se  trou- 
veraient délivrés  ainsi  de  la  nécessité  de  se  faire  suivre  d'un  matériel  fragile 
et  encombrant  et  souvent  de  l'eau  nécessaire  aux  opérations,  M.  le  Ministre  de 
l'Instruction  publique  et  la  Société  française  de  Photographie  fondèrent  un 
prix  pour  celui  qui  publierait  un  mode  opératoire  complet  et  d'une  réussite 
assuree.  Le  concours  était  international.  Le  prix  a  été  décerné  à  M.  Alfred 
Chardon  par  la  Commission  chargée  de  juger  les  concurrents.  C'est  la  des- 
cription minutieuse*des  manipulations  nécessaires  pour  arriver  à  la  réussite 
que  nous  publions  aujourd'hui.  La  clarté  du  style,  la  précision  des  indi- 
cations, le  soin  apporté  à  indiouer  les  conditions  de  réussite  et  d'insocoës 
font  de  l'Ouvrage  de  M.  Alfred  Chardon  le  guide  nécessaire  de  tous  ceux  qui 
voudront  essayer  ces  nouveaux  procédés,  et  nous  sommes  convaincusqu'après 
les  avoir  essayés  le  plus  grand  nombre  les  adoptera. 

En  effet,  avoir  un  produit  pulvérulent,  d'une  conservation  on  peut  dire 
indéfinie,  qu'il  suffit  de  mettre  quelques  heures  avant  de  s'en  servir  dan»  on 
mélange  d'alcool  et  d'éther  pour  pouvoir  opérer  soit  sur  la  ^ce  encore  hn- 
mide,  soit  sur  la  glace  sèche;  et  cela,  sans  lavage,  sans  cuvettes,  sans  antre 
peine  que  d'étendre  l'émuision  sur  une  glace  propre,  est  certainement  le 
procédé  le  plus  simple  et  le  plus  commode  qu'on  puisse  trouver. 

Le  Rapport  de  la  Commission  chargée  de  juger  le  Concours,  qui  termine 
le  volume,  montre  avec  quel  soin  minutieux  les  essais  ont  été  faits  et  avec 
quel  8uc(^  le  procédé  de  M.  Alfred  Chardon  est  sorti  victorieux  de  tontes 
les  épreuves.  Cest  donc  un  vrai  service  qu'il  a  rendu  à  la  sdence  photogra- 
phique en  publiant  non-seulement  des  formules,  mais  encore  tout  un  Manud 
opératoire  sans  lequel  les  émulsions  seraient  encore  restées  pendant  longtemps 
à  un  état  à  peu  près  théorique. 
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ATLAS  CÉLESTE 

GOHnEnm  toutes  us  gabtes  de  I'ucieii  mis 

De  CH.  DIEN, 

UCTIFIÉ,  ÂUOMERTÉ  ET  HCBICHI 

DE  5   CARTES  NOUVELLES 

RELATIVES     AUX     PRINCIPAUX     OBJETS     d'^TUDES    ASTRONOMIQUES, 

Par  C.  FLAMMARION, 

AVEC  on  MSTHOCnON  DÉTAILLÉS  POOB  LES  DIVERSES  CARTES  DE  L'ATLAS. 

In-folio,  cartonné  avee  luxe,  de  3i  planches  graTéet  snr  cuivre,  dont  5  doubles. 
3»  ÉDmoN;  1877. 


p        (  En  feuilles,  dans  une  couverture  imprimée. .    4o  fr. 

(  Cartonna  avec  luxe,  toile  pleine 45  fr. 

Pour  Kceroir  franco,  par  poita,  dans  tooi  les  pays  de  l'UnioB  poilale,  I'Atlas  en  feuilles, 

loigneosemeot  earonlé  et  eoTeloppé,  «Joater a  fr. 

Les  dimeiuioiis  (o^ySO  rar  o™,  35)  de  I'Atlas  atrtonné  ne  permeitant  pu  de  l'expédier  par 
la  poste,  cet  Atlaa  cartonné^  dont  le  poida  est  de  3^,  g,  sera  eoToyé,  aix  frais  do  desUoaiain. 
soit  par  Bessaferles  giande  vitesse,  soit  par  toot  antre  mode  indiqué. 

On  vend  séparément  : 
Fascicule  contenant  les  5  Cartes  nouvelles  de  TAtlas  céleste..    15  fr. 

Ces  Cartes  sont  renfermées  dans  une  couverture  imprimée,  avec  V Instruction 
composée  pour  la  nouvelle  édition  de  l'Atlas  :  I.  Mouvements  propres  séculaires 
des  Etoiles  (Carte  double);  —  II.  Carte  générale  des  Étoiles  multiples,  mon- 
trant leur  distribution  dans  le  Ciel  (Carte  double);  —  III.  Etoiles  multiples  en 
mouvement  relatif  certain  ;  —  IV.  Orbites  d'Étoiles  doubles  et  groupes  d'Etoiles 
les  plus  curieux  du  Ciel }  —  V.  Les  plus  belles  nébuleuses  du  Ciel. 


Extrait  de  rAvertissement  de  la  3*  édition. 

Cet  Atlas,  le  seul  qui  soit  publié  en  France,  contient  plus  de  loo  ooo  étoiles  et 
nébuleuses,  dont  5o  ooo  ont  été  observées  k  Paris  par  le  célèbre  Jérôme  de  La- 
lande,  Les  Cartes  ont  pour  projection  le  développement  d'une  sphère  de  65  cen- 
timètres de  diamètre  et  renferment  toutes  les  étoiles  Jusau'k  la  g*  grandeur  inclu- 
sivement, ainsi  que  les  étoiles  doubles,  les  étoiles  multiples  et  les  nébuleuses. 
Des  signes  conventionnels  indiquent  l'éclat  des  étoiles,  et  permettent  de  distinguer 
les  nébuleuses,  les  étoiles  doubles  et  multiples,  les  étoiles  variables,  les  étoiles 
périodiques,  etc. 

Malgré  le  grand  soin  apporté  dans  l'origine  à  l'établissement  de  cet  Atlas,  auquel 
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Cb.  Dier  aTait  consacré  une  Tie  entière  de  labeurs,  Tnsage  fréqaent  qui  en  a 
été  fait  par  les  astronomes  a  relevé  de  nombreuses  lacunes,  impt^rTections  ou 
erreurs  qui  s'étaient  gViBaéeB  dans  ce  faste  UaTail,  et  qui  sont  d'ailleurs  insépa- 
rables d'un  premier  labeur.  D'un  autre  côté,  depuis  seize  ans  que  ces  Cartes  ont 
été  dressées,  l'Astronomie  a  fait  de  ^ands  progrès,  principalement  en  ce  qni 
concerne  la  connaissance  des  étoiles  doubles  et  multiples,  des  étoiles  variables  et 
des  mouvements  propres.  Il  était  important,  autant  à  cause  de  l'estime  méritée 
que  le  public  a  accordée  à  cette  publication  que  pour  répondre  aux  besoins  ac- 
tuels de  la  Science,  de  ne  point  réimprimer  cet  Ouvrage  sans  lui  apporter  les 
corrections  et  les  augmentations  dont  nous  venons  de  signaler  la  nécessité.  Cette 
nouvelle  édition  a  donc  été  l'objet  d'une  vérification  attentive  et  minutiease.  Le 
nombre  des  corrections,  additions  ou  rectiâcations  notables  faites  sur  les  vtngt-s/x 
Cartes  s'élève  à  plus  d'un  millier,  de  sorte  au'oh  peut  dire  que  cet  Atlas  a  été 
entièrement  refondu.  Qu'il  nous  soit  permis  ae  remercier  ici,  pour  l'aide  qu'iU 
nous  ont  apportée  dans  ce  travail,  en  particulier  M.  H.  Barnout,  astronome  ama- 
teur, qui  avait  constaté  une  partie  de  ces  erreurs  dans  une  révision  du  Ciel  i  l'aide 
d'un  télescope  Foucault  de  i6  centimètres,  et  MM.  Paul  et  Prosper  flenry,  astro- 
nomes de  rObseryatoire  de  Paris,  qui  en  avaient  remarqué  d'autres  en  construisant 
leurs  Cartes  écliptlques.  Sans  doute,  bien  des  lacunes,  bien  des  erreurs  peuV-ètre 
restent  encore  dans  les  cent  mille  étoiles  de  cet  Atlas  :  nous  prions  avec  instance 
les  personnes  qui  en  remarqueraient  de  nous  les  signaler  pour  les  éditions  futures. 
Outre  la  révision  générale  des  Cartes  anciennes  de  cet  Atlas,  nous  avons  enridii 
cette  nouvelle  édition  de  cinq  Cartes  inédites  représentant  les  fiûts  les  plus  im- 
portants, qu'une  longue  étude  des  progrès  accomplis  et  à  accomplir  dans  l'Astro- 
nomie sidérale  nous  a  permis  de  mettre  en  évidence.  Parmi  ces  Cartes,  dont  ]e« 
titres  sont  indiqués  plus  haut,  signalons,  en  terminant,  celle  qui  donne  l'aspect 
des  mouvements  propres  des  étoiles,  et  que  nous  avons  obtenue  en  construisant  une 
Carte  générale  au  Ciel  représentant  ces  mouvements,  séparément  calculés  pour 
chaque  étoile.  On  voit  s'y  révéler,  par  les  perspectives  changeantes  des  cieux,  Is 
translation  séculaire  du  Soleil  dans  l'espace,  et  l'on  y  découvre  les  premières  lois 
manifestées  dans  les  mouvements  stellaires,  dans  les  groupes  d'étoiles  associée». 
C'est  le  commencement  de  L'étude  du  sj-sthme  sidéral.  Nulle  contemplation  n'esi 
plus  imposante  peut-être  que  celle  de  ces  translations  séculaires. 

CARTES   COMPOSANT   GBT   ATLAS. 


A.  Constellations  de  l'hémisphère  cé- 

leste boréal  (Carte  double). 

B.  Constellations  de  l'hémisphère  cé- 

leste austral  {Çéwte  double.) 

1.  Petite  Ourse,  Dragon,  Céphée,  Cas- 

siopée,  Persée. 

2.  Andromède,  Cassiopée,  Persée,  Tri- 

angle. 

3.  GÎTOle,  Cocher,  Lynx,  Télescope. 

4.  Grande  Ourse,  Petit  Lion. 

5.  Chevelure    de    Bérénice,   Lévriers, 

Bouvier,  Conronne  boréale. 

6.  Dragon,  Carré  d'Hercule,  Lyre,  Cer- 

cle mural. 

7.  Hercule,  Ophiuchns,  Serpent, Taureau 

de  Ponialowski,  Écu  de  Sobieski. 

8.  Cvgne,  Lézard,  Cépbée. 

9.  Aigle  et  Antinous,  Dauphin,  Petit 

Cheval,    Renard,    Oie,   Flèche, 


10.  Bélieri  l'aureau  (Pléiades,  Hyades, 

Mouche). 

11.  Gémeaux,  Cancer,  Petit  Chien. 

12.  Lion,  Sextant,  Tète  de  l'Hydre. 

13.  Vierge, 


14.  Balance,  Serpent,  Hydre. 

15.  Scorpion,  Ophiuchus,  Serpent,  Loup. 

16.  Sagittaire,  Couronne  australe. 

17.  Capricorne,yerseau,  Poisson  austral. 

18.  Poissons,  Carré  de  Pégase. 

19.  Baleine,  Atelier  du  Sculpteur. 

20.  Éridan,   Lièvre,    Colombe,    Uwpe, 

Sceptre,  Laboratoire. 
2t.  Orion,  Licorne. 

22.  Grand  Chien,  Navire,  Boussole. 

23.  Hydre,   Coupe,  Corbeau,   SexUnl« 

Chat. 

24.  Constellations  voisines  du  p6le  aus- 

tral {Carte  double). 

25.  Mouvements  propres  séculaires  des 

étoiles  (Carte  double). 

26.  Carte  générale  des  étoiles  multiples, 

montrant  leur  distribution  dao> 
le  Ciel  (Carte  double). 

27.  Étoiles    multiples    en   mouvement 

relatif  ceruin. 

28.  Orbites  d'étoiles  doubles  et  groupes 

d'étoiles  les  plus  curieux  du  Gel. 

29.  Les  plus  belles  nébuleuses  du  Gel. 
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DUHAMEL,  Membre  de  l'Institut.  —  Éléments  de  Galcnl  infinitésimal. 
3*"  édition,  revue  et  annotée  par  M.  J.  Bertr\nd,  Membre  de  l'Institut; 
1  vol.  in-8  avec  planches;  1874-1875 i!>  fr. 

FAÀ  DE  BRUNO  (le  Gheyalier  Fr.).  --  Théorio  des  formes  binaires. 
Un  fort  volume  in-8  ;  187G 16  fr. 

FRENET  (F.),  Professeur  honoraire  do  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 
—  Recueil  d'Ezercioes  snr  le  Calcul  infinitésimal.  Ouvrage  destiné  aux 
Candidats  à  l'École  Polytechnique  et  à  l'Écolo  Normale,  aux  Élèves  de  ces 
1  Aoles  et  aux  personnes  qui  se  préparent  à  la  Licence  es  Sciences  mathé- 
matiques. 3'' édition.  In-8,  avec  Ggures  dans  le  texte  ;  1873.    7  fr.  5o  c. 

HERMITE  (Ch.),  Membre  de  llnstitut,  Professeur  à  l'École  Polytechnique 
et  à  la  Faculté  des  Sciences.— Cours  d'Analyse  de  TËcole  Polytechnique. 
Première  L^artie,  contenant  le  Calcul  dijfère.ntid  et  les  Premiers  prin- 
cipes du  Calcul  intégral.  Un  fort  volume  in-8,  imprimé  sur  vélin,  avec 
ligures  dans  le  texte;  1873 i  i  fr. 

Sans  qu'il  ait  été  besoin  de  sortir  des  considérations  élémentaires,  les  pro- 
nùers  principes  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  ont  été  exposés  dans 
cet  Ouvrage,  sous  le  point  de  vue  le  plus  propre  à  conduire  le  lecteur  à  l'élude 
des  méthodes  de  Cauchy  et  des  travaux  de  notre  époque  sur  la  théorie  générait^ 
ilos  fonctions,  et  en  particulier  des  fonctions  elliptiques. 

La  Seconde  Partie  contiendra  la  fin  du  Calcul  intégral, 

LAURENT  (H.),  Répétiteur  d'.4nalyse  à  l'École  Polytechnique.  —  Traité 
du  Calcurdes  probabilités.  In-8  ;  1873 7  fr .  5o  c. 

SAINT-GERMAIN  (de).  Professeur  do  Mécaniaue  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Caen,  ancien  Maître  de  Conférences  à  TÉcole  des  Hautes  Études  de  Paris. 
—  Recueil  d'Exercices  sur  la  Mécanique  rationnelle,  à  l'usage  des  can- 
didats à  la  Licence  et  à  l'Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  In-8, 
avec  ûgures  dans  le  texte  ;  1 876 8  fr.  5o  c . 

SERRET  (J.-A.),  Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes.  — 
Cours  de  Calcul  dififérentiel  et  intégral,  'i^  édition.  1  forts  volumes 
in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1878 24  fr. 

VALLÈS  (F.),  Inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées.  — -  Des  formes  ima- 
ginaires en  Algèbre. 

I"  Parti  e  :  Leur  interprétation  en  abstrait  et  en  concret .  I  n-8  ;  1 869 .    5  f  r. 

II*Partie;7////^/v^«//c;/i  de  ces  formes  dans  les  équations  des  cinq  pre- 
miers degrés.  Grand  in-8,  lithographie,  avec  3  planches;  1873...     6  fr. 

IIP  Partie  :  Représentation^  à  l'aide  de  ces  formes,  des  directions  dans 
respace.  In-8  ;  187G ' 5  fr. 

ZEUNER,  Professeur  de  Mécanique  à  l'École  Polytechnique  fédérale  de 
Zurich.  —  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur/  avec  ses  Applications 
AUX  Machines,  a*  édition,  entièrement  refondue,  avec  figures  dans  le 
texte  et  nombreux  tableaux.  Ouvrage  traduit  de  Tallemand  et  augmenté 
d'un  Appendice  comprenant  les  travaux  postérieurs  à  la  publication  du 
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